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PROLOGO

Esta nueva version de Calculo con Geometria
Analitica constituye una revision detallada de la
anterior edicion de la obra. Una de mis metas
fue mantener la solidez matematica de la version
que antecedié a ésta, pero con un lenguaje me-
nos formal, reelaborando el texto y poniendo
mads énfasis en las gréficas y las figuras. Otro de
los objetivos fue destacar la utilidad del Calculo
a través de una variedad de nuevos ejemplos y
gjercicios de aplicacion de muchas disciplinas di-
ferentes. Por ultimo, las sugerencias que recibi
de los profesores me llevaron a modificar el or-
den de presentacion de algunos temas.

Para esta edicion mucho del material que se
tenia fue escrito de nuevo, se reorganizo y se pre-
parO nuevo material de manera que una lista en
detalle de los cambios resultaria demasiado lar-
ga. Los siguientes comentarios solamente sefia-
lan los cambios principales con respecto a la
edicion anterior.

CARACTERISTICAS DE ESTA EDICION

* En el repaso de graficas de funciones del Ca-
pitulo 1 se incluyen desplazamientos horizon-
tales y verticales, ampliaciones y reflexiones.
Muchos de los ejercicios de aplicacién fueron
disefiados a fin de preparar a los estudiantes

para su trabajo posterior con maximos y mi-
nimos y rapideces de variacion relacionadas.
En el Capitulo 2 se motiva informalmente el
concepto de limite antes de la presentacion ri-
gurosa que se da en la Seccion 2.3. Como ayu-
da para motivar a los estudiantes en esta etapa
temprana del Calculo se incluyen ejemplos y
ejercicios referentes a aplicaciones poco fre-
cuentes, tales como gases comprimidos, Opti-
ca, aceleraciones experimentadas por los astro-
nautas, dosis adecuadas de los medicamentos
y teoria de la relatividad.

El concepto de tasa de variacién o razon de
cambio (anteriormente incluido en el Capitu-
lo 4) se presenta en la Seccion 3.3 para ofre-
cer desde el principio una mayor variedad de
aplicaciones de la derivada. Las rapideces de
variacion relacionadas se presentan en la Sec-
cion 3.9.

El Capitulo 4 contiene los conceptos relacio-
nados con los maximos y minimos, la grafi-
cacion y las antiderivadas. Las aplicaciones a
la economia (que anteriormente constituian
una seccién aparte) se colocaron donde resul-
taba apropiado en éste y en otros capitulos.
Las propiedades de la integral definida y la
definicion de valor medio de una funcion se
presentan en una seccion del Capitulo 5. La

v
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integracion numeérica y el uso de datos apro-
ximados se consideran al final del mismo, y
las aplicaciones se discuten en el Capitulo 6.
Los conceptos de longitud de arco y superfi-
cies de revolucidn se presentan en la Seccién
6.5, de manera que las aplicaciones matems-
ticas de la integral definida se consideran en
la primera mitad del Capitulo 6. Las aplica-
ciones a la fisica que se presentan en la segun-
da mitad del capitulo son independientes entre
51 y se pueden estudiar en cualquier orden (o
bien pueden omitirse), segtin los objetivos del
curso. Los momentos vy el centro de masa de
una lamina se discuten en la Seccién 6.8. En
la ultima seccidn se dan varias aplicaciones a
otras areas.

El Capitulo 7 camprende un gran nimero de
ejemplos y ejercicios sobre aplicaciones a di-
versos campos de las funciones logaritmo na-
tural y exponencial natural.

Al principio del Capitulo 8 se da un repaso de
las funciones trigonométricas (que anterior-
mente aparecia en un apéndice). Se incluyen
las graficas de las seis funciones trigonomé-
tricas.

El Capitulo 9 se limita a presentar los méto-
dos de integracion, y las aplicaciones de capi-
tulos anteriores que requieren métodos avan-
zados de integracion se vuelven a considerar
en los ejercicios.

El Capitulo 10 contiene muchos ejemplos y
ejercicios nuevos de aplicacién de las formas
indeterminadas y las integrales impropias.
La presentacion de las sucesiones infinitas en
el Capitulo 11 proporciona una motivacion
geometrica de los conceptos de convergencia
y divergencia. El criterio de la razén para se-
ries de términos positivos se presenta antes, y
las series alternantes se discuten junto con la
convergencia absoluta en una misma seccidn.
Hay una tabla nueva que resume todos los cri-
terios discutidos en el apitulo.

En el Capitulo 12 se destaca el concepto de ex-
centricidad de las secciones cénicas. Hay apli-
caciones a la navegacién con el sistema Joran
y a las Orbitas de planetas y cometas.

Las rectas tangentes, la longitud de arco y las
superficies de revolucién, temas relacionados

con las-curvas paramétricas, se agrupan en una
seccion del Capitulo 13. Las ecuaciones pola-
res de las conicas se presentan en la tditima
seccion.

* El Capitulo 14 se organizé mejor de manera
que los vectores en tres dimensiones estin in-
mediatamente después de los vectores en dos
dimensiones. Las rectas y los planos se discu-
ten en una seccion, y los cilindros y las super-
ficies cuddricas en otra.

® En el Capitulo 15 se acentiia el significado geo-
meétrico de las funciones vectoriales con ayu-
da de muchas figuras, ejemplos y ejercicios.

® El Capitulo 16 contiene cincuenta nuevas fi-
guras (incluyendo gréficas por computadora)
en la exposicion y en los ejercicios. Se intro-
ducen los diagramas de 4rbol o arboriformes
como ayuda para visualizar la regla de la ca-
dena. Se da atencién especial al concepto del
gradiente en las secciones posteriores del ca-
pitulo.

® Las integrales dobles en coordenadas polares
y el concepto de drea de una superficie apare-
cen antes en el Capitulo 17. Los momentos y
el centro de masa de un sé6lido no homogéneo
se discuten casi al final del capitulo. El teore-
ma general sobre el cambio de variables en in-
tegrales muiltiples (que antes se encontraba en
la Seccion 18.9) se presenta en la Seccién 17.9.

* En el Capitulo 18 hay una definicién y un teo-
rema de evaluacion que unifican los tres tipos
de integrales de linea en dos dimensiones. Se
hace énfasis en los campos vectoriales conser-
vativos. Las formulas de evaluacién de inte-
grales de superficie se dan en un teorema. La
divergencia y el rotacional de un campo vec-
torial se motivan a través de ejemplos.

® El Capitulo 19 contiene una discusién de las
ecuaciones diferenciales lineales de primero y
segundo ordenes con aplicaciones.

CARACTERISTICAS DEL LIBRO

APLICACIONES Todo libro de Caleulo tiene
problemas con aplicaciones a Ingenieria, fisica,
quimica, biologia y economia. Esta revisién in-
cluye también ejercicios para campos especiali-
zados como fisiologia, sociologia, psicologia,




Prologo

ecologia, oceanografia, metieorologia, radiotera-
pia, astronautica y transportacion.

EJEMPLOS Cada seccion contiene ejemplos
cuidadosamente elegidos para ayudar a los estu-
diantes a entender y asimilar los nuevos concep-
tos. Siempre que es posible se incluyven aplica-
ciones para mostrar la utilidad de un tema.

EJERCICIOS Los conjuntos de ejercicios co-
mienzan con problemas rutinarios y van aumen-
tando paulatinamente su grado de dificultad. Los
problemas de aplicaciones aparecen generalmen-
te hacia el final del conjunto para permitir a 10s
estudiantes adquirir confianza en las operacio-
nes y las nuevas ideas, antes de tratar cuestiones
que requieren el andlisis de situaciones practicas.

Se incluyen mas de 300 ejercicios nuevos de
aplicaciones para hacer énfasis en la flexibilidad
v en el poder del Calculo. Muchas de las aplica-
ciones son novedosas y difieren mucho de las
aplicaciones tradicionalmente expuestas en los li-
bros de Calculo.

Hay una seccion de repaso al final de cada
capitulo que consta de una lista de temas impor-
tantes v ejercicios pertinentes.

Al final del libro se dan las respuestas a los
gjercicios de numero impar.

CALCULADORAS Se hace referencia a las cal-
culadoras en los lugares apropiados. La mayo-
ria de los ejercicios se pueden resolver sin utilizar
calculadora pero los profesores pueden fomen-
tar su uso para los calculos con base en datos
aproximados.

DISENO INTERIOR  Se han usado colores pa-
ra ayudar a seguir los razonamientos y subrayar
los conceptos mas importantes. Se trazaron de
nuevo todas las figuras para esta edicion y, cuan-
do fue posible, se colocaron en ¢l margen al la-
do del texto correspondiente. En general, todas
las graficas tienen los rotulos necesarios v en ellas
se usan colores para hacer mds claras las figuras
complicadas. A muchos conjuntos de ejercicios
se les aniadieron croquis y dibujos para ayudar
a visualizar los problemas aplicados.

vii

FLEXIBILIDAD La variedad de programas y
planes de estudios de las escuelas que han usado
las ediciones anteriores es prueba de la flexibili-
dad del libro. Las secciones y los capitulos se
pueden ordenar de diversas maneras, dependien-
do de los objetivos y la duracidon del curso.

AYUDAS PARA EL PROFESOR

Pueden obtenerse con la editorial las siguientes
ayudas (en 1ngleés) para la ensefianza:

Complete Solutions Manual, vols. 1 y 11, por
Jeff Cole, de Anocka-Ramsey Commu-
nity College, v Gary Rockswold, de
Mankato State University.

Soluciones para los ejercicios de niimero par.

Generador de exdmenes computadorizado
( para computadoras personales IBM y
compatibles).

Banco de examenes impresos.

AYUDAS PARA EL ESTUDIANTE

Se pueden obtener con la editorial los siguientes
elementos de ayuda (en inglés):

Student Supplement, vols, I y 11, por Tho-
mas A. Bronikowski, de Marquette Uni-
versity, que contiene la solucion a cada
tercer problema de ejercicio del texto.

Programmed Study Guide, por Roy A.
Dobyns, de Carson-Newman College,
gue cubre los primeros nueve capitulos
del texto.
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El Calculo se inventd en el siglo XVII como un medio para estudiar los problemas en
que intervenia el movimiento. El algebra y la trigonometria pueden servir para estudiar
los objetos que se mueven con velocidad constante a lo largo de una trayectoria rectili-
nea o circular, pero si la velocidad es variable o la trayectoria es irregular, se necesita
el Calculo. Una descripcion rigurosa del movimiento requiere definiciones precisas de
velocidad (la rapidez con la que varia la distancia respecto al tiempo) v de aceleracion
(la rapidez de cambio de la velocidad). Estas definiciones pueden darse usando uno de
los conceptos fundamentales del Calculo: la derivada.

Aunque el Calculo se desarrollo para resolver problemas de fisica, su poder y flexi-
bilidad lo han hecho util en muchos campos de estudio. Las aplicaciones modernas de
la derivada incluyen las investigaciones sobre la rapidez o tasa de crecimiento de un
cultivo de bacterias, la prediccion del resultado de una reaccion quimica, la medicion
de los cambios instantaneos de una corriente electrica, la descripcion del comportamien-
to de las particulas atomicas, la estimacion de la reduccion de los tumores con la radio-
terapia, la prediccion de las ganancias v las pérdidas economicas v el analisis de las
vibraciones de un sistema mecdanico.

I.a derivada también es util para resolver problemas de maximos y minimos, tales
como ¢l de la fabricacion de la caja rectangular mas barata que ha de tener un volumen
dado, el calculo de 1a mayor distancia que un cohete puede recorrer, la determinacion
de la maxima circulacion que debe permitirse al transito sobre un puente largo, la de-
terminacion del numero de pozos que hay que perforar en un campo de petroleo para
lograr la produccion mas eficiente, la determinacion del punto entre dos fuentes de luz
en el que la illuminacion sera mayor v la maximizacion del ingreso de una compaiiia
industrial o comercial debido a un producto determinado. Los matematicos aplican las
derivadas a menudo para encontrar rectas tangentes a curvas y como ayuda para anali-
zar las graficas de funciones complicadas.

Otro de los conceptos fundamentales del Calculo —la integral definida— tiene su
origen en el problema de evaluar el d4rea de una regién con frontera curva. Las integra-

IX
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les definidas se utilizan tan extensamente y en campos tan diversos como las derivadas.
Algunas de sus aplicaciones son localizar el centro de masa o el momento de inercia
de un solido, determinar el trabajo requerido para enviar una nave espacial a otro pla-
neta, calcular el flujo sanguineo a través de una arteriola, estimar la depreciacion del
equipo de una fébrica e interpretar la magnitud de la dilucion de un tinte en las pruebas
fisiologicas que se hacen con métodos de rastreo. También se pueden usar las integrales
definidas para investigar conceptos matematicos tales como el area de una superficie
curva, el volumen de un sélido geométrico o la longitud de una curva.

Los conceptos de la derivada v la integral definida se definen por medio de limites.
1.a nocion de limite es la primera nocidn que separa al Calculo de las matematicas co-
munes. Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) descu-
brieron independientemente uno del otro la relacion entre las derivadas y las integrales,
y se atribuye a ambos la invencion del Célculo. Muchos otros matemdticos han contri-
buido de manera importante a su desarrollo durante los ultimos 300 afios.

Las aplicaciones del Caiculo mencionadas anteriormente representan solamente al-
gunas de las muchas que se consideran en este libro. No podriamos describir todas las
aplicaciones del Célculo, que con cada avance en la tecnologia se desarrollan mas. Cual-
quiera que sea el campo de interés del lector, probablemente usard el Calculo en algu-
nas de sus investigaciones puras o aplicadas. Quizas el propio lector descubra una nueva
aplicacion en alguna rama de la ciencia.
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LAS FUNCIONES
Y SUS GRAFICAS

Este capitulo trata temas necesarios para el estudio ael Calculo.
Después de una breve discusion sobre los nimeros reales, 10S
sistemas coordenados y las graficas en dos dimensiones, se
considera uno de los conceptos mas importantes de Ias
matematicas: la nocion de funcion.
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2 CAPITULO 1 ' LAS FUNCIONES ¥ SUS GRAFICAS

EE] L0S NUMEROS REALES '

El cdlculo se basa en las propiedades de los nlimeros reales. Sj se suma el nmimero real
1 sucesivamente a si mismo se obtienen los enteros positivos 1, 2, 3, 4, .. .. Los niime-
ros enteros constan de todos los enteros POSItivos ¥ negativos junto con el numero real
0. Frecuentemente se escriben los enteros en una lista como sigue:

v e THLOSRE SN B N2, 3 W4

Un nitmero racional es un nimero real que se puede expresar como el cociente a/b de
dos nimeros enteros ¢ v b con b # 0. Los numeros reales que no son racionales se lla-
man irracionales. Por ejemplo, la razén del perimetro de una circunferencia a su dia-
metro es un irracional. Este niimero real se denoia por w y se escribe w = 3.1416 para
indicar que 7 es aproximadamente igual a 3.1416. Otro ejemplo de un nimero irracio-
nal es v2.

Los nimeros reales se pueden representar por expresiones decimales infinitas. Por
ejemplo, realizando la division puede verse que la representacion decimal del nimero
racional 177/55 es 3.2181818. . ., en donde los digitos 1 y 8 se repiten indefinidamente.
Los numeros racionales pueden reépresentarse siempre por expresiones decimales perig-
dicas, es decir, en las que hay una combinacién de digitos que se repite indefinidamen-
te. Los numeros irracionales pueden representarse por expresiones decimales infinitas
no periodicas.

Existe una correspondencia biunivoca entre 1os numeros reales y los puntos de una
recta /, en el sentido de que a cada niimero real ¢ le corresponde uno y sélo un punto
P en {, y viceversa, a cada punto P le corresponde un mimero real. Para tlustrar esta
correspondencia, en la Figura 1.1 se sefialan varios puntos que corresponden a nime-
ros reales. El punto O que corresponde al numero real 0 es el origen.

FIGURA 1.1
) A a8
- . 8 i &5 & T - e i
—3 ==l =1 ok i I wE: 2233 5% 8 =5 a b /

El numero @ que se asocia a un punto A4 en /se llama coordenada de A. Una asigna-
cion de coordenadas a los puntos de |/ constituye un sistema coordenado para /. Una
recta que tiene un sistema coordenado se llama eje coordenado o recta pumérica real.
A [, supuesto horizontal, se le asigna una direccion tomando el sentido positivo hacia
la derecha v el sentido negativo hacia la izquierda. La direccién positiva se indica tra-
zando una punta de flecha en un extremo de /, como se muestra en la Figura 1.1.

Los niimeros que corresponden a los puntos a la derecha de O en la Figura 1.1 son
los niimeros reales positivos, mientras que los que corresponden a puntos a la izquierda
de O son los niimeros reales negativos. El numero real 0 no es positivo ni negativo.

Si @ y b son nimeros reales Y @ — b es positivo, se dice que @ es mayor que b y
se escribe @ > b. Esto es equivalente a decir que b es menor que @ (b < a). Los simbo-
los > v < se llaman signos de desigualdad y expresiones como ¢ > by b < asella-
man desigualdades. Con referencia a la Figura 1.1, si 4 y B son puntos con coordenadas
ay b, respectivamente, entonces p > g (0 a < b) siysdlo si A se encuentra a la iz-
quierda de B. Como g — () = a, resulta que ¢ > 0 si y sélo si g es positivo. Andloga-
mente, ¢ < 0 significa que @ es negativo. Se pueden demostrar las siguientes propiedades.
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PROPIEDADES DE LAS (1.1)
DESIGUALDADES

(1) S1a > by b > ¢, entonces a > c.

(i1) Sia > b, entonces @ + ¢ > b + c.

(i) Sia > 'b, entonces '@ —ic =1b— ¢,

(iv) Sia > by c es positivo, entonces ac > be.
(v) Sia > by c es negativo, entonces ac < bc.

Hay resultados parecidos cuando se invierten los signos de desigualdad. Por ejem-
plo,sia < by b <c,entoncesa < c¢;sia < b, entoncesa + ¢ < b + c, etcétera.

La expresion ¢ = se lee a es mayor que o igual a b y significa que ¢ > b, o bien
quea = b. Laexpresidona < b < csignificaquea < by b < ¢, y cuando esto sucede
se dice que b estd entre g y ¢. Las expresionesa < b,a < b=c,a=<b<c a=
b = ¢, etc., se pueden interpretar mediante las definiciones anteriores.

S1 un numero real @ s la coordenada de un punto 4 sobre una recta coordenada

FIGURA 1.2

|

oyl

M A
1

§
1
—4

-

DEFINICION (1.2)

EJEMPLO 1 Evaluar |3],

[, para denotar la distancia de A al origen, independientemen-
te del sentido, se utiliza el simbolo |«|. El numero no negati-
vo |a| se llama valor absoluto de a. Con referencia a la Figura
1.2 se ve que para el punto con coordenada —4, se tiene
|—4| = 4. Andlogamente, |4| = 4. En general para calcu-
lar |a|, si a es negativo hay que cambiar el signo, y si a no
es negativo entonces |a| = a. La siguiente definicidn resu-
me este analisis.

Sea ¢ un numero real. El valor absoluto de ¢ se denota
por |a| y estda dado por

a sig =0
la] = .
—a sia < 0.

=31, |0], [V2—2|, ¥ |2 —V2].

Solucién Puesto que 3, 2 — V2 y 0 no son negativos,

13| =3, [2=-V2| =2-V2, y |0] =0.
Como —3 y V2 — 2 son negativos, usamos la férmula |a¢| = — @ y asi
-3 = (=3 y W2-2|=-(2Z-2)=2—v3

Se puede demostrar que para todos los numeros reales ¢ y b,

la| = |-al, |abl = lallbl, ~—la| = a = |a].

También es posible demostrar las siguientes propiedades.
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PROPIEDADES DE LOS (1 *3) Sea b un numero real positivo. Entonces
VALORES ABSOLUTOS (i) |le] < b siysdlosi —b < a < b. |
(i) |[al > b siysolosi a> b obien a < —b.
(iii) |a] = b siysolosi a = b obien a = —b. J

Las propiedades (ii) v (iii) también se cumplen cuando b= 0. Por tanto, si b =

0, entonces

la] = b  siy solo si -b=a=b5b
y la| = b siysdlosi a=0b obien a = —b.
TRIANGULO

Demostracion Esclaroque—|¢| <=a < |a| vy —|b| = b = |b|. Sumando los la-
dos correspondientes se obtiene

—(la| + |b|]) =a + b =< |a| + |b].

Aplicando el comentario anterior a este teorema se obtiene la Desigualdad del Trian-
g‘ﬂli}. & @

A continuacion se usaran valores absolutos para definir la distancia entre cualquier
par de puntos sobre una recta coordenada. Notese que la dis-
tancia entre los puntos de / con coordenadas 2 v 7 que se mues-

FIGURA 1.3 tran en la Figura 1.3 es 1gual a 5 unidades. Esta distancia es
5= A7 — 2| =2 =T la diferencia entre las coordenadas, 7 — 2, que se obtiene res-
g :AI e tando la menor de la mayor. Si se usan valores absolutos el

0 2 7 / orden no importa, pues |7 — 2| = |2 - 7].

DEFI NltléN (1.5) l Sean Ay B dc}'spuntﬁﬁ sobre una recta coordenada /, y .
a v b sus coordenadas respectivas. La distancia entre A
¥ B se denota por d(A, B) y esta dada por

d(A, B) = |b -4l

El numero d(A4, B) denota la longitud del segmento 4B. Obsérvese que, como
d(B,A) = |la—b| y |b—a| = |a—b],

d(A, B) = d(B, A).
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Notese también que la distancia entre el origen O y el punto A4 es
d(O, A) = |e— 0| = |4

que coincide con la interpretacion geométrica del valor absoluto ilustrada en la Figura
1.2. La formula d(A4, B) = |b — a| es vélida independientemente de los signos de a
y b, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 Sean A, B, Cy D puntos con coordenadas —5,
-3, 1 v 6, respectivamente. Calcular d(A4, B), d(C, B),
d(O, A) y d(C, D).

A
e
-3

H
o
=

| 2 / Solucidon Los puntos estdn representados en la Figura
1.4. Por la Definicion (1.5):

dA,By=|—-3—(-9)|=|-3+5[=|2|=2
dC,B)=|-3—-1|=|—-4|=4

0, A)=|—5-0|=|=5|=5
dC,D)=|6—1|=|5]=35 v

A veces, como por ejemplo al estudiar las desigualdades, es conveniente usar la no-
tacion y la terminologia de los conjuntos. Se puede pensar en un conjunto como una
coleccion de objetos de algin tipo. Los objetos son los elementos del conjunto. En este
libro se denota el conjunto de los numeros reales por R . Si S es un conjunto, entonces
a € S significa que @ es un elemento de Sy a ¢ S significa que @ no es un elemento
de S. Si todo elemento de un conjunto S es también un elemento de un conjunto 7 en-
tonces se dice que S es un subconjunto de 7. Sean S y T dos conjuntos. Se dice que
Sy T son iguales y se escribe S = T, si Sy T tienen exactamente los mismos elementos.
Para indicar que S v T no son iguales se escribe S # 7. La union S U T'de S y T es
un conjunto que consta de todos los elementos que estdn en Soen 7, o0en Sy T a
la vez. La interseccién S N 7 consta de todos los elementos que ambos conjuntos tie-
nen en comun.

Para representar elementos arbitrarios de un conjunto se usan frecuentemente le-
tras. Por ejemplo, a veces se usa x para denotar un numero real cuando no se desea
especificar ningin nimero real en particular. Una letra que se usa para representar cual-
quier elemento de un conjunto dado se llama variable . Un simbolo que representa un
elemento especifico es una constante. En este libro, como en muchos otros, se usan las
tltimas letras del alfabeto, como x, y v z, para representar variables. Las letras como
a, b v ¢ denotan constantes. A lo largo de todo el texto las variables representan nime-

ros reales, a menos que se especifique lo contrario.
El dominio de una variable es el conjunto de los numeros reales que la variable

representa. Por ejemplo, Vx es un nimero real si y solo si x = 0y, por lo tanto, el
dominio de x es el conjunto de los numeros reales no negativos. Analogamente, al con-
siderar la expresion 1/(x — 2) se debe excluir x = 2 para evitar la division entre cero.
En este caso el dominio es el conjunto de todos los numeros reales diferentes de 2.
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Si los elementos de un conjunto S son los que tienen alguna propiedad, se puede
escribir § = {x:  }, enunciando la propiedad que describe a la variable x en el espacio
despues de los dos puntos. Por ejemplo, {x: x > 3} denota el conjunto de todos los
numeros reales mayores que 3. A veces, los conjuntos finitos se definen enunciando
la lista de todos sus elementos puestos entre llaves. Por ejemplo, si ¢l conjunto 7 consta
de los primeros cinco enteros positivos, se puede escribir T = {1, 2, 3, 4, 5}.

Ciertos subconjuntos de R llamados intervalos, son muy importantes en el calcu-
lo. Sia < b, el conjunto de todos los numeros reales entre ¢ v b es un intervalo abierto
y se denota por (a, b), como en la siguiente definicion.

INTERVALO (1.6)
ABIERTO

el e B adits ghesadn sl )

Los numeros a y b se llaman extremos del intervalo.

La grafica de un conjunto de numeros reales consta de los puntos sobre una recta
coordenada que corresponden a los numeros del conjunto. En particular, la grafica del
intervalo abierto (@, b) consta de todos los puntos entre los dos que corresponden a
ay b. En la Figura 1.5 aparecen representaciones de las graficas de un intervalo abierto

general (@, b) y dos intervalos abiertos especificos (—1, 3) y
(2, 4). Los paréntesis en las graficas indican que los extre-

FIGURA 1.6

mos de los intervalos no estan incluidos. Por conveniencia,
{ ) - no haremos distincion entre intervalo v grdfica de un in-
i b tervalo.
— s NP Para indicar que un extremo de un intervalo queda in-
T cluido en él, se utiliza un corchete en lugar de paréntesis (re-
M SNy (reclj:mdﬂ}. S1 @ < b, entonces el intervalo cerrado [a, b] ¥
f'] ' ; ' i S los HltE.l"FHll'}S semiabiertos [a, &) o bien (a, b], se definen
como sigue.
INTERVALOS (1*7) [, bl Ra g'= ¥i=ihi
CERRADOS Y e, b) = {x1a'<x < b}
SEMIABIERTOS (@, 0] = {xia < x = b}
En la Figura 1.6 aparecen algunas graficas tipicas de es-
] - te tipo de intervalos. La presencia de un corchete indica que

,g, el extremo correspondiente es parte de la grafica.
En adelante, al hablar de intervalos, cuando los nume-

L ! - : o !

L -:? ! ros ¢ y b no se definan explicitamente, se sobreentiende que
a < b. S1 un intervalo ¢s un subconjunto de otro intervalo

{ } g J, se dice que es un subintervalo de /. Por ejemplo, el inter-

[

Tt

valo cerrado [2, 3] es un subintervalo de [0, 5].
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Para intervalos infinitos se usa la siguiente notacion.

INTERVALOS (1.8) T
INFINITOS [a, ©% = {x: x = a}
oola) =1 Lo izl g

| Coselilrll =docs =t}

Por ejemplo, (1, o) representa todos los nitmeros reales mayores que 1. El simbo-
lo e se lee infinito y no es un nimero real sino solamente

FIGURA 1.7 un medio de notacion. En la Figura 1.7 aparecen unas grafi-
& ) / . cas tipicas de intervalos infinitos en los que @ es un nimero
:" ! real arbitrario. La ausencia de un signo de paréntesis o cor-
- : chete como marca en un extremo de intervalo indica que la
i C g grafica se extiende indefinidamente. A veces el conjunto
¢ de los numeros reales se denota por (—oo, ),
(—, a) — Con frecuencia se consideran desigualdades en las que
g intervienen variables, como por ejemplo,
|- . d] ] 7 5
a X 3 2x + 4

Si se sustituye x en x> — 3 < 2x + 4 por los niimeros 4 o

5, se obtienen las desigualdades falsas 13 < 12 o bien 22 <

14, respectivamente. Otros numeros como 1 o 2 llevan a
desigualdades verdaderas: —2 < 6 o bien 1 < 8, respectivamente. Si al sustituir x
por un nimero real @ se obtiene una desigualdad verdadera, entonces se dice que a
es una solucién de la desigualdad. Asi, 1 y 2 son soluciones de la desigualdad x* — 3 <
2x + 4, pero 4 y 5 no lo son. Resolver una desigualdad significa encontrar todas sus
soluciones. Se dice que dos desigualdades son equivalentes si tienen exactamente las mis-
mas soluciones.

Para resolver una desigualdad, se escribe una lista de desigualdades equivalentes
que termina en una para la cual las soluciones son evidentes. Los medios que mas se
usan al aplicar este metodo son las propiedades de las desigualdades y del valor absolu-
to. Por ejemplo, si se suma una misma expresion a ambos lados de la desigualdad se
obtiene una desigualdad equivalente. Pueden multiplicarse ambos miembros por una
expresion positiva y obtener también una designaldad equivalente. Si la expresion con-
tiene a x debe verificarse que es positiva para todos los valores de x que se estén consi-
derando. Si se multiplican ambos lados de una desigualdad por una expresion que es
siempre negativa como —7 — x?, se debe invertir el signo de la desigualdad para esta-
blecer una desigualdad equivalente.

EJEMPLO 3 Resolver la desigualdad 4x + 3 > 2x — 5 y representar graficamente
las soluciones.

Solucion Las siguientes desigualdades son equivalentes (justifiquese cada paso):
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4x + 3> 2x — 5

dx > 2x — 8
2x > —38
x> —4
FIGURA 1.8 Por lo tanto, las soluciones son todos los numeros reales ma-
—— yores que —4, es decir, los nimeros del intervalo infinito
—4 0 ) (—4, ). La grafica aparece en la Figura 1.8. .
) 4 — 3x . .
FIEMPLO 4 Resolver la desigualdad —5 < < 1 y graficar las soluciones.
Soluciéon Podemos proceder como sigue:
4 — 3x
—5 < =
=4 —3x <2
—14< —3x< -2
14 =~ 2
— > X
2 e 3
14
s ?
FIGURA 1.9
i — = Por lo tanto, las soluciones son los numeros del intervalo se-
0 % miabierto (3, 4t]. La gréfica aparece en la Figura 1.9. .

EJEMPLO 5 Resolver x> — 7x +10 > 0 y representar graficamente las soluciones.

Solucien Como la desigualdad se puede escribir
(x =5)x—2) >0,

resulta que x es una solucion si y solo si los factores x — 5
y x — 2 son ambos positivos o ambos negativos. El diagra-
ma de la Figura 1.10 muestra el signo de cada uno de estos
factores para varios numeros reales. Claramente, ambos fac-
tores son positivos si x esta en el intervalo (3, o) y ambos
besbstebes——+— b son negativos si x estd en (—o0, 2). Como se ilustra en la Fi-

: 4 gura 1.10, las soluciones son todos los numeros reales en la
union (—<,2) U (5, ). .

FIGURA 1.10
SIGNC DEL FACTOR

EJEMPLO 6 Resolver la desigualdad |x — 3| < 0.1.

Solucién Usando (1.3) () y (1.1) (ii), vemos que la desigualdad es equivalente a ca-
da una de las siguientes:
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{

0|

1.1  Los numeros reales

—01<x—3 <01
—01+3<(x—3)+3<01+3

P A Y S S |

Entonces las soluciones son los numeros reales en el intervalo abierto (2.9,3.1). o

En la Seccion 2.3 se usaran desigualdades parecidas a la del Ejemplo 6 para definir
el concepto de limite. Mas especificamente, se consideraran desigualdades como las del
siguiente ejemplo. La letra griega 6 (delta) que aparece en el Ejemplo 7 se emplea fre-
cuentemente en calculo para denotar un numero real positivo pequefio.

EJEMPLO 7 Sean a vy 6 dos numeros reales, con 6 > 0. Resolver la desigualdad
Oz lx—=a] < 8

y representar graficamente las soluciones.

Solucién Ladesigualdad 0 < |x — a| se satisface si y solo si x # ¢. Pueden encon-
trarse las soluciones de |x — @| < 6 usando (1.3) (1) y (1.1) (1) como sigue:

|x—ﬂ|{5
e x=a<o
a—0<XxX<a+o

Por lo tanto, las soluciones de 0 < |x — a| < & son todos
los nuiimeros reales en el intervalo abierto (¢ — 6, @ + 0) ex-
cepto el numero «. Este conjunto es la union

\

a— &

¥ : (@a—6, a) U (a, a + 8)

de dos intervalos abiertos. La grafica se ilustra en la Figura
S0 1 B

EJEMPLO 8 Resolver |2x— 7| > 3.
Solucién Por (1.3) (ii), x es solucién de [2x — 7| > 3 si y sélo si

2x=T7 > 3 o0 bien g = —3,

La primera de estas dos desigualdades es equivalente a 2x > 10, o bien x > 5. La se-
gunda es equivalente a 2x < 4, o bien x < 2. Por lo tanto, las soluciones de |2x — 7| =
3 son los niimeros en la union (=<0, 2) U (5, ). La grafica es idéntica a la de la Figura
1.10. a

EJERCICIOS 1.1

E iercicios 1-2: Sustituya el simbolo [l por <, > 0 =,

<1
o |

—

20 -5 (b) —205 (¢)6—102+3 9. (a) —3E10 (b)) =8 —3 (c}800 =3
d) 200066 (e)20+4 (f)nO22

(d3—30+% (0) v2O1.4 (f) 8933036513
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Ejercicios 3-4: Escriba la expresién dada sin usar el
valor absoluto.

3. (a)|2—35] (b) | =5|+ | =2]
(€) | 5|+ | 2| (d) | =5|—=1-2]
(e) |7 — % () (—2)/| —2]
(g) |3 —0.5] (h) | (—3)°
(i) |5 — x| dondex = 5
(j) |a — b|dondea < b

4. (a) |4 — 8 (b) |3 — x|
() | —4| —|—8 (d) | —4 + 8|
(e) | =3 d) |[2—=/4
(g) | —0.67| (h) —| —3]
(i) [x* + 1] (j) | —4—x*|

l'l‘.""l
]

Sean A, By C tres puntos de una recta coorde-
nada y sean —5, —1 y 7 sus coordenadas respecti-
vas. Calcule las siguientes distancias:

(a) diA. B) (b)d{B,C) (c)d(C,B) (d)d(A4.C)
Repita el Ejercicio 5 suponiendo que 4, By C

tienen coordenadas 2, —8 y —3, respectivamente.

Ejercicios 7-34: Resuelva la desigualdad y exprese la
solucidén en términos de intervalos.

1.
9.
11.
13.
15.

17.

19 =

21.

31.

33.

T o o 8. Ix—5< 10
2—=Te= 18 10. 7T—2x2 =3
|2x + 1| =5 12, |[x+2|<1
J+ 2 S —48 14. 2+ Tx < 3x — 10
1Z2=5x—3>—7 16. 52 —9x > —4
3 —Ix

—-1{1—4 - < 6 18. D<dx—1x<2

: 0 20 i = {)

T T g

. 2x 4 3

x— 10| < 0.3 22, {2

7 —=3

) 2. |3 —11x| =41
25x — 8| > 7 2. |2x+ 1] <0
I -5 =20 38 2t _—_Be i Te
22 4O+ 420 30. x* — 10x < 200
I ;
F{mi} 32, 3+ x =1
3x+2f:{_‘.r 3 2 f
ey L 34'1—9}.*.'-|~?.

35.

36.

La relacion entre las escalas de temperatura Fah-
renheit y Celsius esta dada por C = 3 (F — 32).
Exprese los valores de C correspondientes a 60 =
F = 80 por medio de una desigualdad.

Para el circuito eléctrico que se muestra en la fi-
gura, la ley de Ohm afirma que I = V/R, donde
R es la resistencia (en ohms, @), V es la diferen-
cia de potencial (en volts, V) ¢ I es la corriente
(en amperes, A). Si la tension es de 110V, jque
valores de la resistencia producen una corriente
que no excede de 10 A?

EJERCICIO 36 R

: W

h
]_.-"

37. De acuerdo con la ley de Hooke, la fuerza F (en

newtons, N) que se requiere para estirar un re-
sorte x centimetros a partir de su longitud natu-
ral, estd dada por la férmula F = (4.5)x (véase
la figura). ;Cuadles son los valores del alargamien-
to x correspondientes a 10 < F = 18?7

EJERCICIO 37

LONGITUD
NATURAL

SRRRARE

f ———=

ﬁhf-i ALARGAMIENTO
« PULGADAS

38. Sien un circuito eléctrico se conectan dos resisto-

res R, y R, en paralelo, la resistencia neta R esta
dada por 1/R = (1/R;) + (1/Ry) (vease la figu-

ra). Si R, = 10 ohms (f2), jqué valores de R,
dan por resultado una resistencia neta de menos
de 507

EJERCICIO 38

= %Rl §F-‘:
i

39. Una lente convexa tiene distancia focal f = Scm.

Si un objeto se coloca a una distancia de p centi-
metros de la lente y la distancia de la lente a la
imagen es g centimetros, entonces p, g y f estan
relacionados por la ecuacion de las lentes (1/p) +
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(1/qg) = 1/f (vease la figura). ;A qué distancia EIERCICIO 30
de la lente debe colocarse ¢l objeto para que la
imagen esté a mas de 12 ¢cm de aquélla? QRES MAGEN

Para cierto gas, la ley de Boyle afirma que pv =
200, donde p denota la presion (en N/cm?) y v
el volumen (en cm?). Si 25 < v = 50, jcudles
son los valores correspondientes de p?

EX’] SISTEMAS DE COORDENADAS EN DOS DIMENSIONES

En la Seccion 1.1 se presento un método para asignar coordenadas a los puntos de una
recta. Tambien se puede introducir un sistema coordenado para un plano por medio
de pares ordenados. 1.a expresion par ordenado designa a dos numeios reales de los
cuales uno es el ““primero” y el otro el “‘segundo’’. El simbolo (&, &) denota al par
ordenado que consta de los numeros reales @ y b, donde a es el primero y b es el segun-
do. Los pares ordenados tienen muchas aplicaciones. En la Seccidén 1.1 se usaron para
denotar intervalos abiertos. En esta seccion representaran purtos en ¢l plano. Aunque
se usen los pares ordenados en diferentes situaciones, es poco probable que se confun-
dan sus significados ya que siempre debe quedar claro por el contexto si el simbolo (a, b)
representa un intervalo, un punto o algin otro concepto matematico. Dos pares orde-
nados (a, b) v (c, d) son iguales, y se escribe

(a, b) = (¢, d) si y sOlo si g=e 3y b = d.

En particular esto implica que (a, b) # (b, a) si ¢ # b. El conjunto de todos los pares
ordenados se denota por R x R.

Se puede definir un sistema coordenado rectangular o cartesiano* en el plano con-
siderando en él dos rectas coordenadas perpendiculares que se cortan o intersecan en
el origen O de ambas. A menos que se especifique lo contrario, en cada recta se elige
la misma unidad de longitud. Se acostumbra colocar una de las rectas en direccion ho-
rizontal con el sentido positivo a la derecha, y la otra, vertical con el sentido positivo
hacia arriba, como se indica cQn las puntas de flecha en la Figura 1.12. Las dos rectas
se denominan los ejes coordenados y ¢l punto O ¢s el origen. La recta horizontal se
suele llamar eje x v la recta vertical eje y, lo cual se indica escribiendo una x y una y,
respectivamente, junto a las puntas de los ejes. Entonces tal plano es un plano coorde-
nado xy. En ciertas aplicaciones se usan otros nombres, por ejemplo s y 7, para los ejes
coordenados v se hace referencia al sistema usando esas denominaciones, por ejemplo
plano st. Los ejes coordenados dividen al plano en cuatro partes llamadas el primero,
segundo, tercero y cuarto cuadrantes que se denotan por I, 11, III y IV, respectivamente
(véase la Figura 1.12).

* El nombre cartesiano se emplea en honor del matematico y filosofo francés René Descartes (1596-1650),
quien fue uno de los primeros en emplear estos sistemas de coordenadas.
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FIGURA 1.12 FIGURA 1.13
4y 4y
51 5905
4 + 4 <+
b|—————%ia, &) (—4. 3)
3__ } I 3——
i
5 4 } ol fﬁr}
I + | ¥
i i I (=&
— e+
—5—4—3—1—1_1‘51" I 3% 4 5 ~5-4-3 -2 —t_l?_"_ S T G
-2 =+ L
L {(5.—3)
=gt ol —5 -3 —3 0, =3} b
_4_|_ _4__
-5 4 il

A cada puntc P en el plano xy se le puede asignar un par ordenado tnico (a, b),
como se muestra en la Figura 1.12. El numero a es la abscisa (o coordenada x) de P,
y b es su ordenada (o coordenada y). Se dice que P tiene las coordenadas (a, b). Reci-
procamente, todo par ordenado (a, b) determina un punto P en el plano xy con coor-
denadas @ y b. A veces se habla del punto (a, b), o P(a, b) para indicar el punto P
con abscisa ¢ y ordenada b. Para trazar un punto P(a, b) se localiza en un plano coor-
denado y se representa por un pequeiio circulo, como se ilustra para varios puntos en
la Figura 1.13.

El siguiente enunciado proporciona una formula para calcular la distancia entre
dos puntos en un plano coordenado.

FORMULA DE LA (1.9) | La distancia d(pPy, ch) entra dos plmm;s t::u&lﬁsqu:{ﬂra

DISTANCIA Py(x;, J’:) y Pz(xfzw Jr’ﬂ en un plano coordenado es
‘I I ff{Pan "J!'[x’z“"xl}z‘F{}’z J’i]z

Demostracion Six; # x, v y; # »,, entonces, como se ilustra en la Figura 1.14, los
puntos Py, P, v Ps;(x,, ¥;) son los vertices de un triangulo rectangulo. Por el Teorema

de Pitagoras,
[d(Py, Py = [d(Py, P3))* + [d(Ps, Py))

FIGURA 1.14 De la figura se ve que
B o d(Py, Py) = [Iz — X | y d(P;, P;)= |}":1 =1 |
/'i‘* |;.-; _H_W Como |a|* = a” para todo niimero real g, se puede escribir
i i i‘ [d(P,, Pp)]* = (x; — x:)* + (y2 — y1)*
Py (%, ""']2/_":“_%%. s 90 Tomando la raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacion se

Ixy — | ' obtiene la Formula de la Distancia.
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Si y; = )i, los puntos P, y P, se encuentran sobre la misma recta horizontal y

flil{..Fl.. PE} B |.~'|.-1 — .":1 | = '\hlix: - .1-1_}21
Analogamente, si X; = X3, los puntos se encuentran sobre la misma recta vertical y

d(Py, P,) = |_1-'3 — M | = x-".{}'_? = ¥

Estos son dos casos especiales de la Formula de la Distancia.
Aunque en la demostracion se hizo referencia a los puntos de la Figura 1.14, el ra-
zonamiento es independiente de las posiciones de Py y Ps. .o

Conviene notar que d(P,, P,) = d(P», P,;), por lo que al aplicar la Férmula de
la Distancia no importa el orden en el que se restan las abscisas v las ordenadas del punto.

EJEMPLO 1 Situar los puntos A(—1, —3), B(6, 1) y C(2, —5). Demostrar que el trian-
gulo con vertices A, B y C es un triangulo rectangulo y calcular su area.

Solucién Los puntosy el tridngulo se tienen en la Figu-
ra 1.15. Por la geometria plana sabemos gue un triangulo es

sus lados es igual al cuadrado del tercer lado. Usando la For-

{' rectangulo s1 y solo si la suma de los cuadrados de dos de

» mula de la Distancia,

= d(A, B)=(—1—6)2+ (=3 — 1)> =./49 + 16 = /65

d(B, C) =+/(6 — 2% + (1 + 5 = /16 + 36 = /52

dA, C)=-J(—1 =2 +(-3+52=9+4=13

Como [d(A, B)]* = [d(B, C)I* + [d(A, O)I%, el tridngulo
es un rectangulo con hipotenusa 4B. El dreaes 1./52./13 =
1 -2./13/13, o sea 13 unidades cuadradas. »

Es facil obtener una formula para el punto medio de un segmento. Sean P; (x;, ¥;)
y P>(x,, ¥,) dos puntos en un plano coordenado y sea M el punto medio del segmento

P, P,. Las rectas paralelas al eje ¥ que pasan por P, y P> cortan al eje x en A(x;, 0)

y As(x,, 0). De la geometria plana se sabe que la recta paralela al eje y que pasa por
M biseca el segmento 4,4, (véase la Figura 1.16). Si x; <
X,, entonces x» — x; > 0, y por tanto d(A;, 4;) = x; — x;.

AGURA 1.16 Como M, es el punto medio entre 4, v A,, la abscisa de
)y M, es
Pyl¥as y) Xy F 2(xy = x3) = x; + 53X, — 3% = 3X; + 35X,
’V’/ X+ X
,/ = &
M, ,.H_;._{,,_T Resulta que la abscisa de M tambien es (x; + x5)/2. Ana-

logamente, la ordenada de M es (v, + y;)/2. Estas formu-
las son validas para todas las posiciones de P; y P,, por lo
que se tiene el siguiente resultado.
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FORMULA DEL PUNTO (1.10)
MEDIO

El punto medio del segmento entre Pi(x;, ¥;) ¥ Pa(xz, ¥5)

es .
Xy b Xa Yat¥a)
SO ST T

EJEMPLO 2 Encontrar el punto medio M del segmento entre Pi(—2, 3) y Py(4, —2).
Situar los puntos Py, P, v M y verificar que

FIGURA 1.17
f N
Pil—3%: T
\\.u{j, Ly
1 j I“ |'|\H =1 -':_
: Psfd.—2)

d(P,, M) = d(P>, M).

Solucién Por la Formula del Punto Medio, las coorde-
nadas de M son

—2+4+4 34+(=2) _ ] I
5 5 0 bien 5 )

En la Figura 1.17 se presentan los puntos Py, P, y M. Apli-
cando la Férmula de la Distancia,

Por lo tanto, d(P;, M) = d(P,, M). o

Si W es un conjunto de pares ordenados, para cada par ordenado (x, y) en W se
puede considerar el punto P(x, ¥) que le corresponde en un plano coordenado. El con-
junto de todos esos puntos se llama grafica de W. Para trazar la grdfica de W, se 1lus-
tran geométricamente las caracteristicas mas significativas de la grafica representdndolas

en un plano coordenado.

FIGURA 1.18
LAY
Aok
i | {lx WY bt = 2 1w = 1) |
7
‘._.'.
I ] | ) | | .
T ] 1 1 ] 1 L
-3 i a5 7
_2_._
e S
R T

EJEMPLO 3 Efectue el trazo de la grafica de
W= {(xy)lx =2 |y =1}

Solucidn Las desigualdades son equivalentes a —2 =
x <=2y —-1=y=<1.Porlotanto, la grafica consta de to-
dos los puntos dentro de y sobre la frontera de la region rec-
tangular que se muestra en la Figura 1.18. .

EJEMPLO 4 Realice el trazo de la grafica de
W= {(xy):y=2x—1}L

Solucién Se desea obtener los puntos (x, ¥) que corres-
ponden a los pares ordenados (x, y) en W. Es conveniente
hacer una lista de las coordenadas de varios de estos puntos
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y escribirla en forma de tabla. Para cada x obtenemos el va-
lor de y por la féormula y = 2x — 1:

——

| x = ] 0 1 2
i N )
¥ -5 =3 =11 3 5

Lsd

Si se sitian los puntos con estas coordenadas vemos que
todos parecen estar sobre una recta v trazamos la grafica de
¥y =& -H acuerdo con esto (véase la Figura 1.19). En general, no bas-
tan tan pocos puntos para obtener una grafica, sin embargo
en este caso elemental son suficientes para indicar que la gra-
fica es una linea recta. En la Seccidn 1.3 se demuestra que
efectivamente lo es.

Las abscisas de los puntos en que la gréfica corta al eje x se llaman intercepciones
x de la grafica. Las ordenadas de los puntos en que la grafica corta al eje y son las
intercepciones y. La grédfica de la Figura 1.19 tiene una intercepcion x igual a 1 yuna
intercepcion y igual a —1.

No es posible tener la grdfica completa en el Ejemplo 4 pues se pueden asignar va-
lores a x tan grandes como se desee. A pesar de esto, a una representacion como la
de la Figura 1.19 se la llama grdfica de W, o un croquis de la gréfica. Se entiende que
el trazado es solamente un medio para visualizar la verdadera grafica y que la recta
no termina como parece hacerlo en la figura. En general, el croquis de una grafica debe
mostrar lo suficiente de ella para que las partes restantes resulten evidentes.

Dada una ecuacion en x y y, se dice que un par ordenado (a, b) es una solucién
de la ecuacion si al sustituir x por a y y por b se obtiene una igualdad. Por ejemplo,
(2, 3) es solucion de y = 2x — 1 porque al sustituir x por 2 v y por 3 se obtiene 3 =
4 —1,0sea3 = 3. Se dice que dos ecuaciones en x y y son equivalentes si tienen exacta-
mente las mismas soluciones. Las soluciones de una ecuacién en x y y determinan un
conjunto W de pares ordenados. La grafica de la ecuacion en x y y se define como la
grafica de W. Notese que la gréfica de la ecuacidon y = 2x — 1 es la misma que la del
conjunto W del Ejemplo 4 (véase la Figura 1.19).

El metodo que usaremos para trazar la grafica de algunas de las ecuaciones de este
capitulo consiste en situar un numero suficiente de puntos hasta que se note cierto pa-
tron y luego se dibuja la grafica de acuerdo con éste. Evidentemente ésta es una forma
burda (y con frecuencia imprecisa) de graficar, pero es el método que se emplea con
mas frecuencia en los cursos elementales. Al avanzar en el texto se presentaran métodos
que permiten trazar o dibujar graficas precisas sin necesidad de ubicar muchos puntos.

EJEMPLO 5 Trazar la grafica de la ecuacién y = x2

Solucién Para este dibujo hace falta situar mas puntos que en el ejemplo anterior.
Incrementando la abscisa sucesivamente en 1 obtenemos una tabla de coordenadas:

P i=s
_
-3

Fa

o

X -3 -3 - -3 -1 -1 0
2 1 0

ofi [
o
=00 | e
| “fe
0o |
jih
O flad
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FIGURA 1.20

(=34

—13]

| 1 [ |

CAPITULO 1 ¢ LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

Valores mayores de |x| producen valores aun mas grandes
¥ de y. Por ejemplo, los puntos (4, 16), (5, 25) y (6, 36) estan
i en la grafica y también estdn (—4, 16), (=35, 25) y (=6, 36).

T G5 Localizando los puntos dados por la tabla y dibujando una
- curva alisada a través de ellos se obtiene la Figura 1.20, en
1 = la que ademads se han marc~do varios de los puntos de la gra-
1 fica con sus coordenadas respectivas. .

= I a grafica del Ejemplo 5 es una pardbola. En este caso,
el eje y coincide con el eje de esta curva. El punto mas bajo

\ 1 4“- 4 (0, 0) es el vértice de la pardbola y; de esta pardbola se dice

(6. 0)} * que abre hacia arriba. Si se invierte la grafica, lo que corres-

d ponde a la ecuacién y = —x7, entonces se dice de ella que
abre hacia abajo y que su vértice (0, 0) es el punto mas alto
de la curva. En general, la gréafica de cualquier ecuacion de
la forma y = ax” con a # 0 es una parabola con vértice
(0, 0). También hay parabolas que abren a la derecha o a la izquierda (vcase el Ejemplo
6). Las pardbolas y sus propiedades se presentan con detalle en el Capitulo 12, en el
que ademds se demuestra que la grafica de una ecuacion de la forma y = ax? + bx +
¢, con a # 0, es una parabola cuyo eje es paralelo al eje .

Si se dobla el plano coordenado de la Figura 1.20 a lo largo del eje y, entonces
la grafica que se encuentra en la mitad izquierda del plano coincide con la que se en-
cuentra en la mitad derecha. Se dice entonces que la grafica es simétrica con respecto
al eje y. Una grafica es simétrica con respecto al eje y si el punto (—x, y) estd en la
grafica cada vez que (x, y) estd en ésta, como s¢ ve en la Figura 1.21(i). Una grafica
es simétrica con respecto al eje x si cada vez que el punto (x, y) estd en la grafica, en-
tonces (x, —y) también lo estd, como aparece en la Figura 1.21(ii). Algunas graficas
tienen simetria con respecto al origen. Esto sucede si cada vez que el punto (x, y) esta
en la gréfica, entonces (—x, —y) también lo estd, como se ilustra en la Figura 1.21(iii).

Los siguientes criterios son utiles para investigar estos tres tipos de simetria en |
graficas de ecuaciones en x y Y.

FIGURA 1.21
Simelrias
(i) Eje » (ii} Eje x (iii) Origen

I X L
(—x, ¥) ] | :

FC7 e

P |

CRITERIOS DE (1.11) (i) La grafica de una ecuacion es simétrica con respec- |
SIMETRIA . toaleje y si al sustituir x por —x se obtiene una ecua-
¢ién equivalente.
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{11) La grafica de una ecuacion es simetrica con respec-
 toal eje x si al sustituir y por —y se obtiene una ecua-
cion equivalente.
(iii) La grafica de una ecuacion es simétrica con respec-
to al origen si al sustituir simultdneamente x por —x
y y por —y resulta una ecuacion equivalente.

Si en la ecuacidn del Ejemplo 5 se sustituye x por —x se obtiene y = (—x)*, que
es equivalente a y = x°. Entonces, por el Criterio de Simetria (1.11) (i), la grafica es
simétrica con respecto al eje y.

Si una grafica es simétrica con respecto a un eje, para trazarla basta su determina-
cién en una mitad del plano coordenado ya que se puede dibujar el resto haciendo una

reflexiéon con respecto al eje de simetria.

EJEMPLO 6 Trazar la grafica de la ecuacién y* = x.

Solucién Como al sustituir ¥ por —y no cambia la ecua-
cion, la grafica es simétrica con respecto al eje x [Criterio de

(4, 3) Simetria (ii)]. Por tanto, basta localizar puntos con ordena-
. 2) das no negativas y luego reflejar con respecto al eje x. Como
B.V3) y? = x, las ordenadas de los puntos arriba del eje x estan

dadas por ¥ = Vx. En la siguiente tabla aparecen las coorde-
nadas de varios de los puntos de la graiica:

wy

e = | x| 0 I 2 3 4 QJ

v | 01 f2m14 B3x17 2 3 |

En la Figura 1.22 aparece una parte de la grafica. Se trata de una parabola que abre
hacia la derecha y que tiene su vértice en el origen. En este caso ¢l eje de la parabola
coincide con el eje x. -

EJEMPLO 7 Trazar la grafica de la ecuacién 4y = x°.

Solucion  Si se sustituye x por —x y ¥ por —y resulta

4(-y) = (—x) 0 bien —4y = —x°.
Multiplicando ambos lados por —1 se ve que esta ultima ecuacion tiene las mismas solu-
ciones que la ecuacion 4y = x*. Entonces, por el Criterio de Simetria (iii), resulta que
la grafica es simétrica con respecto al origen. La siguiente tabla es una lista de algunos
de los puntos de la grafica.

§ 2 3
= 3

27 5 125
S

2

|._.
i

y
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Por simetria (o por sustitucion) vemos que los puntos (—1, — 3 ), (=2, —2), etc., estan
en la grafica. La situacion de estos puntos lleva al dibujo en la Figura 1.23. :

FIGURA 1.23 FIGURA 1.24

LY 4V

Si C(h, k) es un punto en un plano coordenado, entonces una circunferencia con
centro C v radio r > 0 consta de todos los puntos del plano que distan » unidades de
C. Como se muestra en la Figura 1.24, un punto P de coordenadas (x, y) estd en la
circunferencia si y sélo si d(C, P) = r, o bien por la Formula de la Distancia, si y solo si

Jor—BE £y — k) =

La siguiente ecuacion es equivalente a ésta ultima v se llama ecuacidn de una circunfe-
rencia de radio r con centro (A, k).

ECUACION DE LA (1.12) Bl o 0
CIRCUNFERENCIA i et
Sih =0y k = 0, la ecuacion se reduce a x* + y* = r?, que es la ecuacién de una

circunferencia con radio r y centro en el origen (vease la Flgura 1.25). Sir = 1, la gra-
fica se llama circunferencia unitaria.

FIGURA 1.25

/ﬁ”*“‘m
el
=

EJEMPLO 8  Encontrar una ecuacion para la circunferencia que tiene centro C(—2, 3)
y pasa por el punto D(4, 5).
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ENERA 1.26 Solucién  EnlaFigura 1.26 aparece un croquis de la cir-

cunferencia. Como D esta en ella, el radio res d(C, D). Por
la Formula de la Distancia,

F = \*rall:;? = 4]3 -+ [3‘ e 5]2 = 'n.h.-"ll'-36. + 4 - \/‘40r

b

——

.

. T \I;m;' :' Usando la ecuacién de la circunferencia con A= -2, k = 3
| 31: | l.-_'ll | T = \fﬁ, obtenemos
iz (x +2)° +(yv—3)> =40
il o bien

2

xT+y +4x—6y—27=0. -

Desarrollando los cuadrados en (x — A)* + (¥ — k)* = r* y simplificando se lle-
£a a una ecuacion de la forma

x* 4y Sax + by +e=0

para clertos numeros reales a, b y ¢. Reciprocamente, partiendo de esta ultima ecua-
cion, siempre es posible completar cuadrados y llegar a una ecuacion de la forma

(x —h?*+(y—k*=d.

Este método se 1lustra en el Ejemplo 9. Si d > 0 la grafica es una circunferencia con
centro (A, k) y radio r = Vd. Si d = 0 la grdfica consta solamente del punto (4, k).
Finalmente, si d < 0 la ecuacion no tiene soluciones reales y por lo tanto, no hay nin-
gin punto en la grafica.

EJEMPLO 9 Calcular el centro y el radio de la circunferencia con ecuacion

x* 4+ y*—4x+6y—3=0.

Solucion Comenzamos por ordenar esta ultima como sigue:

~ (x* — 4x) + (y* + 6y) = 3.

Luego completamos los cuadrados de las expresiones dentro de los paréntesis. Por su-
puesto, para obtener una ecuacion equivalente, hay que sumar numeros a ambos lados
de la ecuacion. Para completar el cuadrado de una expresion de la forma x* + ax de-
be sumarse el cuadrado de la mitad del coeficiente de x, es decir, (b/2)* a ambos la-
dos de la ecuacion. Analogamente, para y° + by, se suma (5/2)” a ambos lados. En
este ejemplo, @ = —4, b = 6, (a/2)* = (=2)* = 4 y (b/2)* = 3 = 9. Esto lleva a

(x2 —dx+4)+ (" +6y+9=3+4+9
0 bien
(x —2)* —(y + 3)* = 16.

Por lo tanto, de acuerdo con (1.12), el centro es (2, —3) y el radio es 4. .,
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EJERCICIOS 1.2

Ejercicios 1-6: (a) Calcule la distancia d(A4, B) entre
los puntos A y B; (b) determine el punto medio del
segmento 4B.

1. A(6, —2), B2, 1)
3.0, =7, B{—1, —3)
5. A(—3,—2), B(—8,—2)

2. A(—4, —1), B2, 3)
4. A4, 5), B4, —4)
6 A(1l, —7), B(—9.0)

Ejercicios 7-8: Demuestre que el triangulo con vérti-
ces A, By C es un triangulo rectangulo y calcule su
area.

7. A(—3,4), B2, —1), C(9, 6)
8. A(7,2), B(—4,0), C(4,6)

Ejercicios 9-14: Trace la grafica del conjunto W.

2. W={(x,y): x =4}

10. W= {(x, yr y= —3]

11. W= {(x, y): xy <0}

12. W={(x,y): xy=0}

13. w={(x.y: |x| <2 |y|>1}
4. W= {(x, 3 |x|>1 |y| =<2}

Ejercicios 15-36: Trace la grafica de la ecuacion v de-
termine las simetrias usando (1.11).

15. y=3x+ 1 16. y = dx — 3
17. y= —-2x+3 18. y =2 —3x
19. y=2x*—1 20. y=—x"+2
21. 4y = x? 22. 3y 4+ x*=0
23. y=—5x 24. y =3x°

25. y=x?—2 8. prome B

o LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

27. y=+/x 28, p=x — 1

29, y=.—x 30. yp=x—1

3. x*+y* =16 L. 4x* + 4y* = 25
B y=—J4—x? M. x =4 —
35, x=+/9 — 7 36. y=./9 _ x’

¥
Ejercicios 37-44: Encuentre una ecuacion para la cir-
cunferencia que satisface las condiciones dadas.

37. Centro C(3, —2), radio 4.

38. Centro C(—5, 2), radio 3.

39. Centro en el origen y pasa por P(—3, 5).
#). Centro C(—4, 6), pasa por P(1, 2).

41. Centro C(—4, 2) y es tangente al eje x.
42. Centro C(3, —5) y es tangente al eje y.

43. Los extremos de uno de sus diametros son
Ald, —3) vy B{=2, Tk

44. Es tangente a ambos ejes, el centro esta en el pri-
mer cuadrante v el radio es 2.

Ejercicios 45-50: Determine ¢l centro y el radio de la
circunferencia que satisface Ia ecuacion dada.

45. x> +1y* +4x—-6y+4=0

46. x> + y? — 10x + 2y + 22 =0
7. x*+ vy +6x=0

8. x* 4+ P +x+y—1=0
49.2x* £ 2% —x 4y —3=0

50.9x2 + 9y —6x + 12y —31 =0

El sigulente concepto es de importancia fundamental para el estudio de las rectas. To-
das las rectas a las que se hara referencia estdn en un plano coordenado.

DEFINICION (1.13)

Sea / una recta que no e¢s paralela al eje y, y sean
PI(I}, _}’i) Yy PE{Ilr ']»’E]' dos puntos distintos en /. La
pendiente rm: de [ es
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e Yz =W
- )»-:‘2 o I|
Si / es paralela al eje y entonces su pendiente no esta de-
finida.
BEURA 1.27
Seadiente positiva En la Figuras 1.27 y 1.28 se muestran unos puntos tipi-

Ay | cos P, v P, sobre una recta /. El numerador y, — y, en la
formula de m es igual al incremento de ordenada (cambio ver-
tical) al ir de P, a P, y puede ser positivo, negativo o cero.
El denominador x, — xj, es el incremento de abscisas (cam-
bio horizontal) al ir de P; a P, y también puede ser positi-
VO 0 negativo, pero no puede ser cero porque, cuando la

pendiente existe, [ no puede ser paralela al eje y.
Al calcular la pendiente de una recta no importa cudl de
los puntos se llama P, y cual P, puesto que

-

Y2 = ¥ ¥y — W
X2 — X X1 — X»

Por lo tanto, puede suponerse que los puntos son tales que x; < x», como en las Figu-
ras 1.27 v 1.28. En este caso, x> — x; > 0, y entonces la pendiente es positiva, negati-
va 0 cero segun y, > y;, ¥» < ¥, 0 bien y; = y;. La pendiente de la recta que se
muestra en la Figura 1.27 es positiva. La pendiente de la recta que se muestra en la
Figura 1.28 es negativa.

"FIGURA 1.98 | FIGURA 1.29

/| 5
1

Una recta horizontal es una recta paralela al eje x. Notese que una recta es horizon-
tal si y solo si su pendiente es cero. Una recta vertical es una paralela al eje y. La pen-

diente de una recta vertical no esta definida.
El valor de la pendiente no depende de los dos puntos que se elijan sobre / para

calcularla. Si se usan otros puntos P(xy, v{) v Pa(xs, ¥;), entonces ¢l triangulo con
vertices P, P,y P3(x3, y)) es semejante al triangulo con vértices Py, P>y Pi(xs, ¥y),
como se ve en la Figura 1.29. Como las razones de los lados correspondientes de trian-
gulos semejantes son iguales,

Pa— T Iy

X — Xy X

| Pl

_"r;

(B
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EJEMPLO 1 Trazar la recta que pasa por cada par de puntos y calcular su pendiente.

(a) A(-1,4) vy B(@, 2) (b) A(2,5) y B(—2, 1)
() A4, 3) y B(-2, 3) (d) A4, —1) y B4, 4).
FIGURA 1.30
@m=—4 (bym = 3 (cym=0 (d) m no esta definida
Ay Ay Ly LY

8L, d)

1

1
| | | i | i |
I ]

=T
1

= |
i
o—|
il
i

b

e

[

1 o
|

ey

(-

I

!

L

Solucién Las rectas pueden verse en la Figura 1.30. Usando la Definicion (1.13),

e 0oAl e 1
=S (—1) 4 2
i 5_(—1) 6 3
M = —_——— =
T-—7) & 2
58
©@m=—c"3-—& "7

(d) La pendiente no esta definida porgue la recta es vertical. Esto se puede ver tambié
notando que si se usa la formula para m, el denominador es cero. .

No es dificil obtener una ecuacion cuya grafica sea una recta dada. Comenzaremo
por los casos mas sencillos que son cuando la recta es vertical u horizontal.

TEOREMA (1.14) (i) La grafica de la ecuaciéon x = a es una recta verti-
cal cuya intercepcion x es a.

(ii) La grafica de la ecuacion y = b es una recta hori-
zontal cuya intercepcion y es b.

Demostracion La ecuacion x = a se puede escribir en la forma x + (0)y = a. Los
puntos (a, —=2), (a, 1) v (a, 0) son soluciones tipicas de esta ecuacion. Evidentemente,
toda solucién tiene la forma (a, y), donde y puede tomar cualquier valor y a es fijo.
Entonces, la grafica de x = « es una recta que es paralela al eje y y su intercepcion
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REURA 1.31 x es a, como se ilustra en la Figura 1.31. Esto demuestra (i).
t La parte (i1) se verifica de manera analoga. s o
'.
Wi i Procedemos ahora a encontrar una ecuacién para una
| recta / que tiene pendiente m y pasa por el punto Py(xy, ¥;)
(solo hay una recta que satisface estas condiciones). Si P(x, y)
( * es cualguier punto con x # x; (véase la Figura 1.32), enton-
|(— ces P esta en [ si y solo si la pendiente de la recta que pasa
-~ ] por P,y P es m, es decir,
¥ N N
BGURA 1.32 X — X '

Esta ecuacion se puede escribir en la forma

Y=y = m(x— x).

Notese que (x;, ¥;) es una solucion de esta ultima ecuacion

X ¥, por lo tanto, los puntos de / son precisamente los que co-
rresponden a la solucion. Esta ecuacion para / se llama for-
ma de Punto y Pendiente.

——

ECUACION DE LA (1.15) La ecuacién de una recta que pasa por el punto (x;, »;)
RECTA DADOS UN y tiene pendiente /m, €S
PUNTO Y SU S N R e R
PENDIENTE —

EJEMPLO 2 Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(1, 7) y
Bl a2

Solucién La pendiente m de la recta es

o= 3 5
= = =,
I'—=—3) 4

En la ecuacion con la forma de Punto y Pendiente (1.15) se pueden usar como (x;, ;)
las coordenadas de A o bien de B. Usando A(1, 7) obtenemos

y—=T=3(x-1)
que es equivalente a

4y — 28 = 5x—5 obien S5x—4y + 23 = 0.

La Ecuacion (1.13) se puede escribir como y = mx — mx; + y,, que tiene la forma
y=mx + b

en donde b = —mx; + y;. El nimero real b es la ordenada de la interseccién de la
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grafica con el eje ¥, como se puede ver tomando x = 0, y es la intercepcion y u ordena-
da en el origen. Como la ecuacion y = mx + b indica la pendiente m y la intercepcion
y o la ordenada en el origen, b, se denomina forma de Pendiente e Intercepcion (u orde-
nada en el origen). Reciprocamente, partiendo de ¥y = mx + b se puede escribir

y— b = m{x — 0).

Comparando esta ecuacioén con (1.15), se ve que la grafica es una recta con pendiente
m que pasa por el punto (0, &). Esto da el sigulente resultado.

ECUACIéN DE LA (1.16) La grafica de la ecuacion ¥y = mx + b es una recta con
RECTA DADAS SU pendiente m y con intercepcion y (ordenada en el origen)

PENDIENTE Y b,
SU INTERCEPCION y

Se demostré que toda recta es la grafica de una ecuacidn de la forma

ax + by + ¢ =0

en donde a, b y ¢ son nimeros reales tales que ¢ v b no son ambos cero. Una ecuacion
como ésta se llama ecuacion lineal en x y y. Ahora se demostrara que, reciprocamente,
la grafica de ax + by + ¢ = 0 donde ¢ y b no son ambos iguales a cero, es siempre
una recta. Si b # 0, se puede despejar y y obtener

(=)

gue es una ecuacion de Ia forma (1.16) con pendiente —a/ b e intercepcion y igual a —¢/b.
Sib = 0 pero a # 0, se puede despejar x y obtener x = —c¢/a, que es la ecuacion de
una recta vertical con intercepcién x (abscisa en el origen) igual a —¢/a. Esto completa
la demostracion del siguiente teorema.

TEOREMA (1.17) La grafica de una ecuacion lineal ax + by + ¢ = 0 es
una recta y, reciprocamente, toda linea recta es la grafi-
c¢a de una ecuacion lineal.

Por simplicidad, se usara la expresion la recta ax + by + ¢ = 0en vez de la expre-
sién mas precisa lag recta con ecuacion ax + by + ¢ = 0.

EJEMPLO 3  Trazar Ia grafica de 2x — 5y = 8.

Solucion  por ¢l teorema (1.17), la grafica es una recta y por lo tanto basta encon-
trar dos puntos de la grafica. Buscaremos la abscisa y la ordenada en el origen. Sustitu-
yendo y = 0 en la ecuacidon, obtenemos que la abscisa en el origen es 4. Sustituyendo

x = 0 vemos que la ordenada en el origen es —%. Esto nos lleva a la grafica de la Figu-
ra 1.33.
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Otro camino para encontrar la grafica consiste en expre-
sar la ecuacion en terminos de la pendiente v la ordenada en

el origen. Comenzamos por dejar solo el término en y a un
lado del signo igual, obteniendo

\ 4
I | | | 1 | | -
o) {

S5y =2x — 8.

Luego se dividen ambos lados entre 5 y resulta asi

-y

que es de la forma y = mx + b. Por lo tanto, la pendiente es m = 2 y la ordenada
en el origen es b = — £. Podemos dibujar una recta que pasa por (0, — £) y tiene pen-
diente 2. . -

El siguiente teorema sefiala la relacion entre rectas paralelas y la pendiente.

TEOREMA (1.1 3) Dos rectas que no son verticales, son paralelas si y solo
si tienen la misma pendiente.

Demostracion Sean I, y /, dos rectas con pendientes m; ¥ m,, respectivamente.

Usando la forma de Pendiente e Intercepcion (1.16), resulta que tales rectas tienen las
ecuaciones

y=mx + b, y=nmx+ b

en donde b; y b, son las intercepciones y u ordenadas en el origen. Las rectas se cor-
tan en un punto (x, ¥) si y solo si

mx + by = max + by
o bien (m; — my)x = b, — b,.

Como [, # I5, puede despejarse x de la ecuacion anterior si y solo si m; — m, # 0. Esto
muestra que las rectas /; v /; se intersecan si y solo si m; ¥ m,. Por lo tanto, son para-
lelas (no se cortan) si y solo si m; = m,. = °

EJEMPLO 4  Encontrar la ecuacion de una recta que pasa por el punto (5, —=7) y es
paralela a la recta 6x + 3y — 4 = (.

Selugién  Expresemos la ecuacion en términos de la pendiente y la ordenada al ori-

gen. Comenzaremos por escribir
3y = —6x + 4
y, dividiendo ambos lados entre 3, obtenemos

y= —2x+3%.
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FIGURA 1.34

F115, HaXa)
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Esta ecuacion tiene la forma (1.16) con m = —2. Como las rectas paralelas tienen la
misma pendiente, la recta que buscamos tambien tiene pendiente —2. Usando la forma
(1.15) de la ecuacion dados un punto y la pendiente, resulta

¥ £ T = =2Ux— 3

Esto es equivalente a

y+7==-2x+ 10 obien 2x+y—3=0. =

El siguiente resultado da una condicion para que dos rectas sean perpendiculares.

TEOREMA (1 ;19]' Dos rectas con pendientes /1, v 1, son perpendiculares
sl y solo si

s = -1

Demostracion Por simplicidad se considerara solamente

el caso en que las dos rectas se intersecan en el origen O, co-
Ly mo se ilustra en la Figura 1.34. Entonces sus ecuaciones son
¥y = mx y ¥y = m,x. Sise escogen puntos A(x;, mx;) y
B( x5, msx;) distintos de O sobre las rectas, como se ve en
la figura, entonces las rectas son perpendiculares si y solo si
el angulo AOB es recto. Por el Teorema de Pitagoras, el an-
gulo AOB es recto si y solo si

/f\ x [d(A, B = [d(O, B} + [d(O, A))*
0, por la Formula de la Distancia,

(max, — X)) + (6 —x) =
(mox>)> + x5 + (myx)* + xi.

Desarrollando los cuadrados v simplificando,
—Zmim}rlxz = 2.1'1.}.':1 = ()

Dividiendo ambos lados entre —2x,x;,, se ve que mm, + 1 = 0. Por lo tanto, las rec-

tas son perpendiculares si y solo si mym, = —1.
Para el caso en que las rectas se intersecan en un punto arbitrario (a, b) puede dar-

se una demostracion parecida. o o

Para recordar la condicion de perpendicularidad, es conveniente notar que m, ¥y
m, deben ser cada una el reciproco negativo de la otra, es decir, m; = —=1/m, y m, =
= l;"m].

EJIEMPLO 5 Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento que va de A(1, 7) a
B(=3, 2).
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Solucién Por la Férmula del Punto Medio (1.10), el punto central M dél segmento
ABes (—1, 3).Como la pendiente de ABes 3 (véase el Ejemplo 2), del Teorema (1.19)
se deduce que la pendiente de la mediatriz es —%. Usando la Forma de Punto y Pendiente,

= e
G S(I 1).

Multiplicando por 10 ambos lados y simplificando obtenemos 8x + 10y — 37 = (. o

Dos variables x y y estan relacionadas linealmente si y = ax + b para algunas cons-
tantes ¢ y b con ¢ # 0. En las aplicaciones aparecen con frecuencia las relaciones linea-
les. El siguiente ejemplo ilustra esto. En los Ejercicios 35-40 pueden verse otras
aplicaciones.

EJEMPLO 6 Larelacion entre la temperatura del aire 7 (en °F) v la altitud /4 (la altu-
ra en pies sobre el nivel del mar) es aproximadamente lineal. Cuando la temperatura

al nivel del mar es de 60°, un incremento de 5 000 pie en la altitud disminuye aproxi-
madamente en 18° la temperatura.

(a) Expresar T en términos de A.
(b) Calcular la temperatura del aire a una altitud de 15 000 pie.

Solucion
(a) Como T y h estan relacionadas linealmente,

T'=ah + b
para constantes ¢ v b. Como 7 = 60 cuando 2 = 0,

60 = a(0) + b 0 bien b = 60.

Por lo tanto, T = ah + 60.

Ademads, si 2 = 5000, entonces 7 = 60 —18 = 42, Sustituyendo estos valores en la
formula T = ah + 60,

42 = a(5000) + 60 o bien 5000 = —18.

18 9
Por 1 , o S—
or lo tanto : a 5000 2500
y la férmula (aproximada) para 7 es
9
= == h + 60.
2500

(b) Usando la formula para 7 que obtuvimos en la parte (a), la temperatura cuando
h = 15 000 es aproximadamente

= ——2 _ (15000) + 60 = =54 + 60 = 6°F.

2500
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EJERCICIOS 1.3

Ejercicios 1-4: Localice los puntos 4 y B, y calcule
la pendiente de la recta que pasa por A y B.

1. A(—4.6), B(—1,18) 2. A6, —2), B(—3,5)
3. A(—1,—3), B(—1,2) 4. A(—3.4), B2, 4

5. Demuestre que A(—=3, 1), B(5, 3), C(3,0) ¥y
D(—5, —2) son los vértices de un paralelogramo.

6. Demuestre que A (2, 3), B(5, —1), C(0, —6) ¥
D(—6, 2) son los vértices de un trapecio.

7. Demuestre que los puntos A4 (6, 15), B(11, 12),
C(—1, —8) y D(—6, —3) son los vertices de un
rectangulo.

8. Demuestre que los puntos A(1, 4), B(6, —4) ¥
C{—15, —6) son los vértices de un triangulo rec-
tangulo.

9. Los puntos A(—1, —3), B(4, 2) y C(-7, 5) son
tres vértices consecutivos de un paralelogramo.
Encuentre el cuarto vertice.

10. Sean A(x;, ), B(x3, ¥3), C(x3, ¥3) Y D(x4, ¥4)
los vértices de un cuadrilatero arbitrario. De-
muestre que los segmentos que unen los puntos
medios de lados adyacentes forman un parale-
logramo.

Ejercicios 11-20: Encuentre la ecuacion de la recta que
satisface las condiciones dadas.

11. Pasa por 4(2, —6), pendiente 3

12. Pendiente —3, ordenada en el origen 5.

13. Pasa por A(—5, =7) v B(3, —4).

14, Abscisa en el origen —4 v ordenada en el origen 8.
15. Pasa por A4 (8, —2), intercepcion y igual a —3.
16. Pendiente 6, intercepcion x igual a —2.

17. Pasapor A(10, —6), es paralela (a) al eje y; (b) al
gje X.

18. Pasapor A(—3, 1), es perpendicular (a) al eje y;
(b) al eje x.

19. Pasa por A(7, —3), es perpendicular a la recta
2x — 3y =8,

20. Pasa por (—3, —}) es paralela a la recta x +
g = L,

21. Dados A(3, —1) v B(—2, 6), encuentre la ecua-
cion de la mediatriz del segmento AB.

22. Obtenga la ecuacion de la bisectriz del segundo
y cuarto cuadrantes.

Ejercicios 23-30: Use la Forma de Pendiente e Inter-
cepcion (1.16) para calcular la pendiente y la ordena-
da en el origen de la recta dada por Ia ecuacion y trace
la grafica.

23, 3x—4y+8=0 24, 2y—iSx=1
25. x4+ 2y=0 26. 8x=1—4y
27. Sx+4y=20 28. x+2=13y
29, x=3y47 . x—y=0

31. Encuentre un numero real & tal que el punto
P(—1, 2)se encuentreen larectakx + 2y =7 =
0.

32. Determine todos los valores de r tales que la pen-
diente de la recta que pasa por los puntos (r, 4)
v (1, 3 — 2r) es menor que 3.

33. Demuestre que si la recta [ tiene abscisa en €l ori-
gen ¢ v ordenada en el origen b diferentes de ce-
ro, entonces (x/a¢) + (/b)) = 1, es una ecuacion
de la recta /. Esta forma se llama Forma de In-
tercepciones (o Simétrica) de la recta. Exprese la
ecuacion 4x — 2y = 6 en la forma simétrica.

34. Demuestre que
(¥ =M —x) = (X —x)

es la ecuacién de la recta que pasa por P, (x, ¥;)
y Py(X,, 1,). Esta forma se llama Forma de Dos
Puntos de la ecuacion de la recta. Use esta for-
ma para encontrar la ecuacion de la recta que pa-
sa por A(7, —1) v B(4, 6).

Los productos farmacéuticos deben especificar
las dosis recomendadas para adultos y para ni-
fios. Dos de las formulas que se han sugerido para
obtener las dosis para nifios a partir de las de
adultos son las siguientes:

ad
L

Regla de Cowling: y = %:4i
i &
Regla de Friend: y = = o

donde ¢ denota la dosis para adultos (en miligra-
mos, mg) v ¢ indica la edad del nifio (en anos).




1.4 La definicién de funcién

{a) Tomando a = 100, grafique las dos ecua-
ciones lineales en el mismo sistema coorde-
nado para 0 = r = 12,

ib) :Para qué edad las dos formulas especifi-

can la misma dosis?

L3 ley de Charles para los gases afirma que si la
Presion permanece constante entonces la relacion
snire el volumen V (en cm?) ocupado por un gas
¥ su temperatura T (en “C) esta dada por V =
il -+ 515T).

¥a) ;Cudl es el significado de V,?

5) ;Qué incremento de temperatura correspon-
- de a un incremento en ¢l volumen de ¥, a
2V,?

Trace la grafica de la ecuacion en un plano
TV para el caso en que V, =100, para

= =273,

__j_f resistencia eléctrica R (en ohms, ) de un
glambre de metal puro tiene una relacion lineal
son Ia temperatura 7 (en °C) dada por la férmula

4 R == R{](I = ﬂT}

‘para alguna constante ¢ y Ry > 0.

12) ;Que significado tiene R,?

3) Enel ceroabsoluto (T = —273°C), R = 0.
Calcule a.

A 0°C, la resistencia de alambre de plata es
de 1.25 0. ;A qué temperatura se duplica la
resistencia?

:--T_.emperatura de congelacion del agua es 0°C
{0 32°F). La temperatura de ebullicién es 100°C
o 212°F). Utilice esta informacién para encon-
trar una relacion lineal entre Ia lemperatura en
“F y la temperatura en °C. ;Qué incremento de
temperatura en °F corresponde a un incremento
de temperatura de 1°C?

- Las ballenas azules recién nacidas miden aproxi-
“madamente 24 pie de largo v pesan 3 toneladas
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(ton). A los 7 meses, cuando se destetan, las ba-
llenas jovenes tienen una sorprendente longitud
de 53 pie y un peso de 23 ton. Sea L la longitud
(en pies) y W el peso (en toneladas) de una balle-
na de f meses de edad.

(a) Suponiendo que L y ¢ estdn relacionados li-
nealmente, ;cual es el incremento diario en
la longitud? (Suponga que 1 mes = 30 dias.)

(b) Suponiendo que W v t estan relacionados
linealmente, ;cual es el incremento diario en
peso?

40. Un lanzador de martillo practica en un lugar pe-
queno. Cuando ¢l lanzador gira, el martillo re-
corre una circunferencia de 5 pie de radio. Una
vez lanzado el martillo choca contra una reja de
alambre que se encuentra a 50 pie del centro de
la zona de lanzamiento. Suponga que unos ejes
coordenados se colocan como se muestra en la
figura (el dibujo no esta a escala).

(a) Stel martillo se suelta en (—4, —3) v se mueve
a lo largo de la tangente, ;en donde golpea-
ria a la reja?

(b) Si el martillo debe chocar contra la citada
reja en el punto (0, —50), ;en qué sitio de
la circunferencia debe soltarse?

EJERCICIO 40
4 ¥

TEAYECTOR A

DEL MARTILLO |
— -

Al EIRAE B

?"‘x
R
E ] “r
PUSMTO DE j"hf,, -
LANZANSENTO Y

=¥

-

I TRAYECTORA,
v DEL MARTITO
“.\ A PARTIR DEL
\ LANZAMIENTO
%

!
b

—_50) )
(0.250), kY

HE A

BT LA DEFINICION DE FUNCION

La nocion de correspondencia aparece frecuentemente en la vida diaria. Por ejemplo,

a cada libro de una biblioteca le corresponde un niimero de paginas:

a cada ser humano le corresponde una fecha de nacimiento;

s1 se registra la temperatura del aire a lo largo de un dia, entonces a cada instante
de tiempo le corresponde una temperatura.
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Estos ejemplos de correspondencia involucran dos conjuntos D y E. En el primer ejem-
plo D denota el conjunto de libros de una biblioteca y £ es el conjunto de enteros posi-
tivos. A cada libro x en D le corresponde un entero positivo y en E, €l numero de paginas

del libro.
A veces se ilustran las correspondencias con diagramas

como el de la Figura 1.35, en los que los conjuntos D y E
quedan representados por puntos dentro de ciertas regiones
(sombreadas) en el plano. La flecha curva indica que y es el

X i
elemento de E que corresponde al elemento x de D. Los con-
D \J, juntos pueden tener elementos en comun. De hecho, muchas
veces D = E.

Los ejemplos indican que @ cada x en D le corresponde
uno y solo un y en E; es decir, dado x, se tiene que y es uni-
co. Sin embargo, a varios elementos de D les puede corres-

ponder un mismo elemento de E. Por ejemplo, dos libros pueden tener el mismo nume-
ro de paginas, dos personas pueden tener la misma fecha de nacimiento, etcetera.

En general, en todo este libro, D v E seran conjuntos de numeros. Por ejemplo,
si Dy E son ambos el conjunto R de los nimeros reales, a cada nimero real x se le
puede asignar su cuadrado x2. Asi, a 3 se le asigna 9, a —5 se le asigna 25, y a V2, el
numero 2. Esto da una correspondencia de R a R.

Cada uno de los ejemplos anteriores de una correspondencia es una funcion, que
se define como sigue.

FIGURA 1.35

DEFINICION (1.20) Una funcion f de un conjunto D a un conjunto E es una
correspondencia que asigna a cada elemento x de D un

elemento unico y de E.

El elemento y de E es el valor (funcional) de fen x y se denota por f(x) (notacion que
se lee “‘fde x*). El conjunto D se llama deminio de la funcion. El contradominio de
f es el subconjunto de E que consta de todos los valores posibles f(x) para x en D.

(Se llama también dmbito de la funcion.)
Consideremos ahora el diagrama de la Figura 1.36. Las fle-

FIGURA 1.36 chas curvas indican que los elementos f(x), f(w), f(2) ¥ f(a)
de E corresponden a los elementos x, w, zy a de D. Es im-
portante recordar que a cada x en D se le asigna un valor f(x
en E. Sin embargo, a elementos diferentes de D, como w §
z en la Figura 1.36, les puede corresponder un mismo elemen:
to de E.

Los simbolos

DLHE  £:D—E o bien = X

D E

significan que f es una funcién de D a E. A veces, a los estudiantes les confunden |
notaciones f vy f(x). Hay que recordar que f es el simbolo que se usa para representa
a la funcion y no estd en D ni en E. Sin embargo, f(x) es un elemento de E, el qu
f asigna a x.
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Si los conjuntos D y E de la Definicion (1.20) son intervalos o algunos otros con-
juntos de nuimeros reales, entonces en vez de usar puntos dentro de regiones del plano
para representar a los elementos, se pueden usar dos rectas coordenadas / vy /' como
se 1lustra en la Figura 1.37.

Se dice que dos funciones /'y g de D a E son iguales, y

BEURA 1.37 se escribe
'm{fg”ﬁ- - =g siempreque [(x)= g(x) paratodoxenD.
- o
\ . - o > _ - 2
\ \ Por ejemplo, si g(x) = 5 2x~—6) + 3 y f(x) = x* para

1 $ - todo x en R, entonces g = /.

EJEMPLO 1 Sea funa funcién con dominio R tal que f(x) = x* paratodoxen R.
(a) Calcular f(—6), f(¥3) v f(a + b), donde @ y b son nuimeros reales arbitrarios.

(b) ;Cual es ¢l contradominio de f?

Solucion

(a) Podemos calcular los valores de f sustituyendo x por los valores dados en la ecua-
cion f(x) = x-. Asi,

fl—6)=(—62 =36, f(/3)=(/3)2=3,
y fla+b)=(a+ b)* =a*+ 2ab + b>.

(b) Por definicion, el contradominio de f consta de todos los nimeros de la forma
f(x) = x°, paraxen R. Como el cuadrado de cualquier nimero real es no negativo,
el contradominio esta contenido en el conjunto de todos los niimeros reales no negati-
vos. Mas aun, todo ntimero real no negativo ¢ es un valor de £, va que f(vVc) =
(V¢)® = ¢. Por lo tanto, el contradominio de f es el conjunto de todos los numeros
reales no negativos. 8

S1 una funcidén se define como en el Ejemplo 1, los simbolos que se usan para la
funcién y para la variable son irrelevantes, es decir, todas las expresiones 7(x) = x°,
f(s) = 5%, g(t) = t* y k(r) = r* definen la misma funcién. Esto es porque si a es
cualguier numero en ¢l dominio, entonces se obtiene el mismo valor ¢ independiente-
mente de la expresion que se utilice.

A lo largo de este libro, la frase f es una funcion significara que tanto el dominio
como el contradominio son conjuntos de numeros reales. Si una funcion se define por
medio de una expresion, como en el Ejemplo 1, y no se especifica explicitamente el do-
minio D, entonces se considera que D consta de todos los nimeros reales x para los
gue f(x) es un namero real. Por ejemplo, si f(x) = x — 2, entonces se supone que
¢l dominio es el conjunto de todos los numeros reales x tales que /x — 2 es real; es de-
ar,x—2 = 0, 0x = 2. Por lo tanto, el dominio es el intervalo infinito [2, ). Si x
=s1a en el dominio, se dice que f estd definida en x, o que f(x) existe. Si un conjunto
S esta contenido en el dominio, se dice que f esta definida en S. La frase f no esta defi-
nida en x significa que x no estd en el dominio de f.

Muchas de las formulas que aparecen en las matematicas y en las ciencias determi-
nan funciones. Por ejemplo, la férmula A = 7r° para el drea 4 de un circulo de ra-
Zio r, asigna a cada numero real positivo r, un valor unico de A. Esto determina una
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Estos ejemplos de correspondencia involucran dos conjuntos Dy E. En el primer ejem-

plo D denota el conjunto de libros de una biblioteca y E es el conjunto de enteros posi-

tivos. A cada libro x en D le corresponde un entero positivo y en E, el numero de paginas
del libro.

A veces se ilustran las correspondencias con diagramas

como el de la Figura 1.35, en los que los conjuntos D y £

quedan representados por puntos dentro de ciertas regiones

:r. (sombreadas) en el plano. La flecha curva indica que y es el
\ elemento de £ que corresponde al elemento x de D. Los con-
0 )

FIGURA 1.35

juntos pueden tener elementos en comiin. De hecho, muchas
veces I = K.

Los ejemplos indican que @ cada x en D le corresponde
uno y solo un y en E; es decir, dado x, se tiene que y es uni-
co. Sin embargo, a varios elementos de D les puede corres-

ponder un mismo elemento de E. Por ejemplo, dos libros pueden tener ¢l mismo niime-
ro de paginas, dos personas pueden tener la misma fecha de nacimiento, etcétera.

En general, en todo este libro, D y E seran conjuntos de numeros. Por ejemplo,
si Dy E son ambos el conjunto R de los nimeros reales, a cada numero real x se le
puede asignar su cuadrado x°. Asi, a 3 se le asigna 9, a —5 se le asigna 25, y a V2, el
numero 2. Esto da una correspondencia de R a K.

Cada uno de los ejemplos anteriores de una correspondencia es una funcion, que
se define como sigue.

DEFINICION (1.20) Una funcién f de un conjunto D a un conjunto E es una
correspondencia que asigna a cada elemento x de D un
elemento unico y de E.

El elemento y de E es el valor (funcional) de fen x y se denota por f(x) (notacion que
se lee ““‘fde x°). El conjunto D se llama dominio de la funcion. El contradominio de
f es el subconjunto de E que consta de todos los valores posibles f(x) para x en D.

(Se llama también dmbito de la funcion.)
Consideremos ahora el diagrama de la Figura 1.36. Las fle-
FIGURA 1.36 chas curvas indican que los elementos f(x), f(w), f(z2) v f(a)
de E corresponden a los elementos x, w, z y @ de D. Es im-
portante recordar que a cada x en D se le asigna un valor [ (x)
en E. Sin embargo, a elementos diferentes de D, como wy

z en la Figura 1.36, les puede corresponder un mismo elemen-
to de E.
Los simbolos

DLE [ D—E obien =
D E

significan que f es una funcion de D a E. A veces, a los estudiantes les confunden las
notaciones f vy f(x). Hay que recordar que f es el simbolo que se usa para representar

a la funcion y no esta en D ni en E. Sin embargo, f(x) es un elemento de E, el que
f asigna a x. z
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Si los conjuntos D y E de la Definicion (1.20) son intervalos o algunos otros con-
juntos de numeros reales, entonces en vez de usar puntos dentro de regiones del plano
para representar a los elementos, se pueden usar dos rectas coordenadas / v /' como
s¢ 1lustra en la Figura 1.37.

Se dice que dos funciones [y ¢ de D a E son iguales, y

BEURA 1.37 se escribe
R e S f =g siempreque f(x)= g(x) paratodoxenD.
F \\ ‘x\ !
ol S Por ejemplo, si g(x) = 1 (2x*—6) + 3 y f(x) = x* para
% - - todo x en R, entonces g = f.

EJEMPLO 1  Sea funa funcién con dominio R tal que f(x) = x? paratodoxen R.
(a) Calcular f(—6), f(¥3) v f(a + b), donde a y b son numeros reales arbitrarios.
(b) ;Cual es el contradominio de f?

Solucion

(a) Podemos calcular los valores de f sustituyendo x por los valores dados en la ecua-
cion f(x) = x*. Asi,

f(—6) =(—62 =36, f(/3)=(/3)>=3
y fla+b)=(a+ b)? =a*+ 2ab + b>,

(b) Por definicidn, el contradominio de f consta de todos los numeros de la forma
f(x) = x*, paraxen R. Como el cuadrado de cualquier nimero real es no negativo,
el contradominio estd contenido en el conjunto de todos los niimeros reales no negati-
vos. Mas aun, todo nimero real no negativo ¢ es un valor de f, ya que f(Ve) =
(Ve)* = c. Por lo tanto, el contradominio de f es el conjunto de todos los niimeros
reales no negativos. o

Si una funcion se define como en el Ejemplo 1, los simbolos que se usan para la
funcion y para la variable son irrelevantes, es decir, todas las expresiones f(x) = x?,
f(s) = s%, g(t) = t* y k(r) = r? definen la misma funcién. Esto es porque si @ es
cualquier numero en el dominio, entonces se obtiene el mismo valor @ independiente-
mente de la expresion que se utilice.

A lo largo de este libro, la frase f es una funcion significara que tanto el dominio
como el contradominio son conjuntos de numeros reales. Si una funcion se define por
medio de una expresion, como en ¢l Ejemplo 1, vy no se especifica explicitamente el do-
minio D, entonces se considera que D consta de todos los numeros reales x para los
que f(x) es un numero real. Por ejemplo, si f(x) = /x — 2, entonces se supone que
el dominio es el conjunto de todos los niimeros reales x tales que x — 2es real; es de-
cir,x—2 = 0, o x = 2. Por lo tanto, el dominio es el intervalo infinito [2, ®). Si x
esta en el dominio, se dice que f esta definida en x, o que f(x) existe. Si un conjunto
S esta contenido en el dominio, se dice que festa definida en S. La frase f no estd defi-
nida en x significa que x no esta en el dominio de f.

Muchas de las formulas que aparecen en las matematicas v en las ciencias determi-
nan funciones. Por ejemplo, la féormula A = 7r* para el drea 4 de un circulo de ra-
dio r, asigna a cada numero real positivo r, un valor tinico de A. Esto determina una
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funcién ftal que f(r) = wr?, y se puede escribir A = f(r). La letra r representa un
nimero arbitrario en el dominio de /v se llama variable independiente. La letra A que
representa a un numero en ¢l contradominio de f se la llama variable dependiente, pues
su valor depende del de r. Si dos variables r y A estdn relacionadas de esta manera se
dice que “‘A4 es una funcion de r’’. Veamos otro ejemplo. Si un automovil viaja con |
velocidad constante de 80 kilémetros por hora (km/h), entonces la distancia d (en kilo- '
metros, km) que recorre en un tiempo ¢ (en horas) esta dada por d = 80t, y por lo tan-
to, la distancia d es una funcion del tiempo /.

EJEMPLO 92 Se desea construir un tanque horizontal de acero para almacenar gas
propano, que tenga forma de cilindro circular recto de 3m
de largo con una semiesfera en cada extremo. El radio » no

FIGURA 1.38 esta atin determinado. Expresar el volumen ¥V del tanque co-
mo una funcion de r.

' Solucién En la Figura 1.38 se tiene un croquis del tan-
que. El volumen de la parte cilindrica del tanque puede cal-
cularse multiplicando la altura 3 por el drea wr* de la base

del cilindro. Esto da

Volumen del cilindro = 3(x7?) = 37r-

I os dos extremos semiesféricos forman juntos una esfera de radio r. Usando la formu-
la para el volumen de una esfera, obtenemos

Volumen de los dos extremos = $mr.

Por lo tanto, el volumen V del tanque €s
V =4nr® + 3ar’.
Esta formula expresa ¥ como una funcién de r. Se puede factorizar y escribir:

V = igr4(dr + 9). >

FIGURA 1.39

EJEMPLO 3 Dos barcos zarpan al mismo tiempo del puer
to. Uno viaja al oeste a 17mi/h y el otro hacia el sur
12 mi/h. Sea t el tiempo (en horas) después de la salida. Ex-
presar la distancia d entre las embarcaciones como una fun

cion de (.

Solucion Para visualizar el problema, se traza un dia-
I grama como el de la Figura 1.39 y se asignan literales a |
e distancias. Por el Teorema de Pitdgoras,

a3 g

PF=a*+ b obien d=.a*+ h.

Como distancia = (velocidad)(tiempo) y las velocidades son 17 y 12, respectivamente

a = 1l y bh:= 12t
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Sustituyendo en d = \/a* + h* obtenemos

d = \J(171)* + (121)* = /2897 + 14412 = /43312 o bien d = /4331

La formula d = (20.8)¢ expresa aproximadamente d como funcion de . B

S1 f(x) = x para todo x en el dominio de f, entonces f se llama funcién identidad en
D. Una funcién fes una funcion constante si existe un elemento (fijo) ¢ en el contrado-
minio tal que f(x) = ¢ paratodo x en el dominio. Si una funcién constante se represen-
ta con un diagrama como el de la Figura 1.35, todas las flechas que salen de D terminan
en el mismo punto de E.

Las funciones del tipo descrito en la siguiente definicion aparecen frecuentemente
en la practica.

DEFINICION (1.21) Sea funa funcién tal que siempre que x esté en el domi-
nio D, —x también esta en D.

- (i) fes par si f(—x) = f(x) para todo x en D.

(i1) f es impar si f(—x) = —f(x) para todo x en D.

EJEMPLO 4

(a) Sea f(x) = 3x* — 2x* + 5. Demostrar que f es una funcién par.
(b) Sea y(x) = 2x> — 7x° + 4x. Demostrar que ¢ es una funcién impar.

Solucién Si x es un numero real, entonces
(a) =xy=3xF A2y +5
= 3,}:4 —EI_ -+ 5 =f[x
y por lo tanto, f es par.
(b) g(—x) = 2(—x)> — N—x)* + 4(—x)
= —2x° 4+ Tx” — 4x
= —(2x7 — 7x* + 4x) = —g(x)

Por lo tanto, g es impar. o

Una funcion f puede tomar el mismo valor para distintos niimeros de su dominio.
Por ejemplo, si f(x) = x?%, entonces f(2) = 4 v f(=2) = 4, pero 2 # —2. Si los va-
lores de una funcion son siempre diferentes, entonces la funcion es biunivoca o (uno
d Uno).

DEFINICION (1.22) Una funcién /con dominio Dy contradominio £, es una
funcién bmmvﬂea si siempre que @ # b en D entonces

Sfla)# f(b)en E.
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FIGURA §.56 los valores f(x) de una funcién f cuando x varia dentro del
¥ [y = ftey | dominio de f. Por definicion, la grafica de una funcion f es
E la gréfica de la ecuacion y = f(x) para x en el dominio de
o f. A veces se pone la indicaciéon y = f(x) en el croquis de
g / la grafica, como se muestra en la Figura 1.40. Notese que si
i | P(a, b) es un punto de la grafica, entonces la ordenada b
E E > fia) es el valor f(a) de la funcion. La figura muestra el dominio
| de f (el conjunto de los valores posibles de x) y el contrado

- T L minio de f (los correspondientes valores de y). Aunque en
Bominio de f la figura el dominio y el contradominio son intervalos cerra-
dos, podrian ser intervalos infinitos u otros tipos de conjun-

tos de numeros reales.

Es importante notar que como hay un valor unico f(a) para cada aen el dominio,
s6lo hay un punto de la grafica que tiene abscisa g. Por lo tanto, foda recta vertical
corta a la erdfica de una funcion a lo mds en un punto. Entonces, una gréfica a la que
alguna recta vertical corte en mds de un punto, como en el caso de una circunferencia,
no puede ser la grafica de una funcion.

Las intercepciones x (o abscisas en el origen) de la gréafica de una funcion f son
las soluciones de la ecuacién f(x) = 0. Estos nimeros se llaman ceros de la funcion.
La intercepciéon y (ordenada en el origen) de la grafica, si existe, es f(0).

EJEMPLO 6 Trazar la gréafica de la funcién fdada por f(x) = vx — 1. ;Cudles sor
el dominio y el contradominio de f?
Solucién Por definicion, la grafica de f es la gréfica de la ecuacion y = Jx -1
I a siguiente tabla presenta las coordenadas de algunos purn
FIGURA 1.41 tos de la grafica.
X 2 3 4 5 6 |
| v | @1 2 3 2 3
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EJEMPLO 5

(a) Sea f(x) = 3x + 2. Demostrar que f es biunivoca.
(b) Sea g(x) = x* + 2x?. Demostrar que g no es biunivoca.

Solucion
(a) Sia # b, entonces 3a # 3b y por lo tanto 3@ + 2 # 36 + 20 bien f(a) # f(b).
De donde f es biunivoca.

(b) La funcién ¢ no es biunivoca pues puede haber €l mismo valor en numeros distin-
tos de su dominio. Por ejemplo, aunque —1 # 1, g(—1) y g(1) son ambos iguales
a 3. <

Se puede usar una grafica para mostrar los cambios de

Situando puntos se obtiene el croquis que se muestra en &

Figura 1.41. Notese que la abscisa en el origen es 1 y que
no hay ordenada en el origen.
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El dominio de f consta de todos los numeros reales x tales que x = 1, es decir,
el intervalo [1, o). El contradominio de f es el conjunto de todos los niimeros reales
y tales que y = 0, es decir, [0, ). .

EJEMPLO 7 Trazar la grafica de la funcion f dada por f(x) = 3 — x*. ;Cudles son
el dominio y el contradominio de f?

Solucion La siguiente tabla presenta algunos de los pun-
tos (x, y) de la grafica.

__—j X

7 v 2% =i :32—1—{«,\

Las intercepciones x son las soluciones de la ecuacion
f(x) = 0, es decir, de 3 — x> = 0. Sus valores son +V3. La
intercepcién y es f(0) = 3. Por localizacion de puntos se ob-
tiene la parabola de la Figura 1.42.

Como x puede tomar cualquier valor, el dominio de f

es R. De la grafica, vemos que el contradominio de f es
(—,3].

Y

Se puede simplificar la solucion del Ejemplo 7 observando que como 3 — (—x)* =
3 — x%, la grafica de y = 3 — x? es simétrica con respecto al eje y. Este hecho es tam-
bién consecuencia de (i) del siguiente teorema.

TEOREMA (1 123) (i) La gréfica de una funcion par es simétrica con res-
pecto al gje y.

(ii) La grafica de una funcién impar es simétrica con
respecto al origen.

Demostracion Si fes par, entonces f(—x) = f(x) vy, por lo tanto, la ecuacién y =
f(x) no cambia al sustituir x por —x. El enunciado (i) se puede deducir del Criterio
de Simetria (1.11)(i). La demostracion de (ii) se deja al lector. .o

EJEMPLO B8 Trazar la grifica de la funcion f dada por
f(x) = |x| vy encontrar el dominio y ¢l contradominio de f.

Solucion Six = 0, entonces f(x) = x y por lo tanto,
la parte de la gréafica que se encuentra a la derecha del eje
x es idéntica a la grafica de y = x, que es una recta que pasa
por el origen y tiene pendiente 1. Si x < 0, entonces, por la
Definicién (1.2), f(x) = |x| = —x, y por lo tanto, la parte
- de la grafica que se encuentra a la izquierda del eje y es igual
a la graficade y = —x. En la Figura 1.43 se indica la grafica

de f.




36

FIGURA 1.44

CAPITULO 1 @ LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

Nétese que fes una funcién par y, por el Teorema (1.23) (1), la grafica es simétrica
con respecto al eje y, como también se ve en la figura.
De la grafica vemos que el dominio de fes R y el contradominio es [0, ). .

EJEMPLO 9 Trazarla grafica de la funcion f dada por f(x) = L.
X

Solucién El dominio de fes el conjunto de todos los nu-
meros reales diferentes de cero. Cuando x es positivo, f(x)
también lo es y por lo tanto, ningiin punto de la grafica se
encuentra en el cuarto cuadrante. El segundo cuadrante tam-
poco tiene puntos de la grafica pues, cuando x < 0, f(x) <
T 0. Si x esta cerca de cero, entonces |1/x| es grande. Cuando

FIGURA 1.45

i gativo y | x| es grande, entonces 1/x estd cerca de cero. Ubi-
F cando algunos puntos y tomando en cuenta estos comentarios
obtenemos el croqtis de la Figura 1.44.

La grafica de f o, equivalentemente, la de la ecuacion
y = 1/x, es simétrica con respecto al origen. Esto se puede verificar usando el Teore-
ma (1.23) (ii) o bien el Criterio de Simetria (1.11) (i11). .

== . T x crece tomando valores positivos, 1/x decrece y se acerca
il a cero para valores grandes de x. Andlogamente, Si x es ne-

EJEMPLO 10 Describir la grafica de una funcidn constante.

Solucion  Sj para algin numero real ¢, f(x) = ¢ para todo x, entonces la grafica
de f es la misma que la de la ecuacion y = ¢, y por lo tanto, es una recta horizontal
con intercepcion y igual a c. °

A veces las funciones se describen con varias expresiones, como en los siguientes
ejemplos. Se dice que tales funciones tienen definicion parte por parte.

EJEMPLO 11 Trazar la grifica de la funcion f definida por:

2x+ 3 w1 x<0
Flx)=+< x> sidD<sx<?2
1 B

Solucion Six < 0, enton.es f(x) = 2x + 3. Esto sig-
nifica que para x negativo, debemos usar la expresion 2x + 3
para encontrar los valores de la funcién. Por lo tanto, si x <
0, entonces la grafica de f coincide con la recta y = 2x +
3 v se traza esta parte de la grafica a la izquierda del eje y,
como se indica en la Figura 1.45.

=¥

Si 0 = x < 2, debemos usar x* para encontrar los va-

- lores de fy, por lo tanto, esta parte de la grafica de f coinci-

de con la de la pardbola y = x°. Asi, se traza la parte de Iz
grafica entre x = 0 y x = 2, como se indica en la figura.
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Finalmente, si x = 2, ftoma siempre el valor 1. Para x = 2, la grafica de fes la
recta horizontal que se muestra en la Figura 1.45. .

EJEMPLO 12 Para cualquier numero real x, existen enteros consecutivos n y n + 1
tales que n = x = n + 1. Sea f la funcién definida como sigue: Si n = x <
n + 1, entonces f(x) = n. Trazar la grafica de f.

Solucion Latabla siguiente indica la relacion entre las abscisas v las ordenadas de
los puntos de la grafica:

Valores de x fix) |
[
R4 —2<x<-1| -2
? —1<x<0 | —1‘
ik | D<x <1 0
E e L x=2 1 |
TR e— e 3 | 2
- AR . |
= Como fes una funcion constante mientras x se encuentra en-
= tre dos enteros consecutivos, la parte correspondiente de la
T grafica es un segmento de una recta horizontal. En la Figura
1.46 aparece una parte de la grafica. La representacion con-

tinia indefinidamente a la derecha y a la izquierda. -

Para denotar el mayor entero n tal que n < Xx, se utiliza el simbolo |x]. Por ejem-
plo, [1.6] =1, [/5] =2.[x] =3y [—35] = —4. Usando esta notacién, la funcién
del Ejemplo 12 se puede definir por f(x) = [x]. La funcion fse llama funcion mayor
entero.

ICICIOS 1.4

f’('-'l"} = x? + 4x — 3. Calcule £(1), f(-1), Ejercicios 5-6: Sea ¢ la funcion dada. Determine lo

9) v f( V2). siguiente:
; f{l} == *JrFi + 2x. Calcule fl:l}, f{EL (a) ﬂj"[l,."'ﬂ] I:b) I_ (l'.:) Q’[ﬂz}
F6) v £00). | gla)
- d) [g@] (@ gWa) () Vgla)
505 3-4: Sea f la funcion dada, ysean a y h ] 1
=omeros reales. Encuentre lo siguiente: 5 glx)= Tk 6. g(x)= .
o (®) f(=a) Ejercicios 7-12: Encuentre el dominio de la funcion f.
= (d) fla+h
i e e T f(x) = y3x = 5 =7—2x
- — f(h) (f) Ji + 'T Jta) para i # 0. 7. Sl =3x ~ 8. J&) wf,__,_,, I
’ 9. flx)=y4—x* 10. f(x)=+vx*—9
: : | 1 x + 1 4x + 7
Sn=3x*—x+2 4. Jixi=— - f(x) =
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Ejercicios 13-20: Determine si la funcion f es biu-
nivoca.

13, f(x)=2x+9 :

7,1,+9

14. f(x)
15. f(x)=5—3x*

17. fix) =+
19. f(x)=|x]|

18. f(x) =
0. f(x)=

reicios 21-30: Determine si f es par o impar, 0 §i
es par nmi impar.

21, f(x) = 3x® — 4x 2. f)=Tx*—x*+7
23, flx)=9 —5x" 24. f(x)=2x>—4x>
25. f(x)=2 26. f(x) = 2x>+ x?

7. fix)=2x*-3x+4 28. f(x)= h

29. flx)=Yx*—4 30. f(x)=|x|+

Ejercicios 31-44: Trace la grafica y determine el do-
minio vy el contradominio de f.

31. flx)= —4x+3 32. f(x)=4x—3
33, flx)= =3 34. f(x) =3
35. f(x) =4 — x2 36. f(x) = —(4 + x?)
37. fx) =4 — x2 38. f)=+x2—4
s @, Fi
39. f{x}_x_4 " (I}_ _{:{_4]2
41. f{x}sz‘[- 42, f(x)=x+|x|
3. f(x)=+4—x 4. f(x)=2—+/x

Ejercicios 45-50: Trace la grafica de la funcion [ de-
finida parte por parte.

- f{x}={2 six <0

—1 sixz0

3 8i x < —3
46. flx)=¢—x si—3<x<3
—3 six>3

X six <0

47. flx) =45 -2 s10<x <1
= gixz=l

X si x < 1
48. f(x)=« —x* sil<x<2
X 8l = Z

16. f[x}-':?,x —x—3

[x* —4
i 2
®. fein—2 "7
3 8l % =72

(x> =3
' 1
50. o 51 X #F
2 six =1

51. Explique por qué la gréfica de la ecuacion x* +
¥2 = 1 no es la grafica de una funcion.

Ln
b

Demuestre que una funcién fes biunivoca siy
solo si toda recta horizontal corta a la grafica de
f a lo mas en un punto.

53. Se desea construir una caja sin tapa a partir de
una hoja de carton rectangular que tiene dimen-
siones 20 cm x 30 cm. Para ello se recortaran
cuatro cuadrados idénticos de area x*, uno en
cada esquina y se doblaran hacia arriba los la-
dos resultantes (véase la figura). Exprese el vo-
lumen ¥ de la caja como una funcion de x.

ERACIO 53

3

B ———

54. Un pequeiio edificio de oficinas esta construido
sobre un area de 46 m?. El plano del piso se
muestra en la figura.

(a) Exprese la longitud y del area del edificio
como una funcién del archo x.

(b) Suponiendo que el costo de las paredes es
de $100 (ddlares) el metro lineal, exprese el

EJERCICIO 54

il =
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costo C de las paredes como una funcion del
ancho x. (Desprecie la porcidn de pared so-
bre las puertas.)

Un globo de aire caliente se suelta ala 1P.M. y
= eleva verticalmente a razén de 2 m/s. Un punto
Ze observacion estd situado a 100 m del punto en
el suelo que se encuentra ubicado directamente
2bajo del globo (véase la figura). Sea £ el tiempo
#n segundos) transcurrido a partir de la 1 P.M.
Sxprese la distancia d del globo al punto de ob-

srvacion como una funcion de 1.

20 55

PUNTQ DE  /
OBSERVACION®

i figura muestra las instalaciones de un equili-
22 en el alambre. La distancia entre los pos-
&5 de 16 m, pero aun no se ha determinado
tura del punto de amarre P,

;E'", =se la longitud L como una funcion de
12 altura x del punto P.

. Determine la altura del punto de amarre P
suponiendo que el alambre 0 cuerda tiene

wna longitud de 24 m.

ALAMBRE

=~ punto exterior P que se encuentra a A
=== —=una circunferencia de radio r, se traza
wme - =1z a la circunferencia (véase la figu-
~-= - .2 distancia del punto P al punto de

==z v como funcion de A. (Sugerencia:
~ == = centro de la circunferencia, enton-
== PT es perpendicular a CT.)

Sex v = radio de la Tierra y A la altitud de

——

39

un transbordador espacial. Se puede dedu-
cir una formula para la distancia maxima
¥ (desde la Tierra) a la que un astronauta
puede ver desde el transbordador. Calcule

v aproximadamente suponiendo que A =
200 millas y r = 4000 millas.

EJERCICIO 57

58. Un hombre se encuentra en un bote a 2 millas
del punto mas cercano 4 de la costa, que es rec-
ta, y desea llegar a una casa que se encuentra en
un punto B de la citada costa, a 6 millas (mi) de
A (véase la figura). El hombre piensa remar has-
ta un punto P entre A v B que se encuentra a x
millas de la casa y luego caminar el resto. Supo-
niendo que puede remar a una velocidad de
3 mi/h y caminar a 5 mi/h, exprese el tiempo to-
tal T que la tomara llegar a la casa, como una
funcion de x.

EIERCICIO 58

59. En la figura se muestran las posiciones relativas
de un avién y una torre de control de 20 pie de
alto. El principio de la pista se encuentra a una
distancia de 300 pie de la base de la torre, sobre

EJERCICIO 59
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la perpendicular. Exprese la distancia d de la  EJERCILIO o0 ! A\
aeronave a la torre de control como una funcion | =

de la distancia x que el avion ha recorrido sobre -

la p:sta.

Un cilindro circular recto de radio r y altura A
esta inscrito en un cono de altura 12 y radio de
la base 4, como se ilustra en la figura.

(a) Exprese h como una funcion de r (Sugeren-

cla:

(b) Exprese el volumen V del cilindro como una
funcion de r.

Use tridangulos semejantes. )

FIGURA 1.47

OPERACIONES CON LAS FUNCIONES

En esta seccion se estudia la obtencion de nuevas funciones aplicando operaciones alge-

braicas como la suma v la multiplicacion a otras funciones. Esto permite con frecuen-

cia obtener facilmente las propiedades de las nuevas funciones. Consideramos primero

la funcién que se obtiene al sumar una constante c a todos los valores de una funcion f.
Sea f una funcién, ¢ una constante y sea g la funcion definida por

g{x) = f(x) + ¢

para todo x en el dominio de f. A veces se dice que g y f difieren por una constante.
Si ¢ > 0, la grafica de g se obtiene desplazando la de f una distancia ¢ hacia arriba
ysic < 0, hay que desplazar la grafica de funa distancia |c| hacia abajo. Este método
se ilustra en el siguiente ejemplo.

Dada f(x) = x* + c, trazar la grafica de fparac = 4 y para ¢ = —2.

EJEMPLD 1

Solucién  Se dibujaran las dos graficas en el mismo sis-

tema de coordenadas. La grafica de y = x? se tiene en la Fi-

gura 1.20 v esta representada en gris en la Figura 1.47. Para

encontrar la grafica de y = x* + 4, simplemente hay que su-

_ mar 4 a la ordenada de cada punto de la grafica de y = x°.

V] e Esto equivale a desplazar la grafica de y = x°, 4 unida-
" | des hacia arriba, como se muestra en la figura. Parac = —2,
restamos 2 a las ordenadas, por lo que la grafica de y =
x2 — 2 se obtiene desplazando la de y = x*, 2 unidades ha-
cia abajo. Cada una de las graficas es una pardbola sim=tri-
: ca con respecto al eje y. Para verificar que la posicién de cada

grafica es correcta se suelen trazar algunos puntos.

=Y

Las graficas del ejemplo anterior son desplazamientos
verticales de la graficade y = x2, y resultan ser casos espe-
ciales de las siguientes reglas generales.
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DESPLAZAMIENTOS
VERTICALES DE LAS
GRAFICAS (¢ > 0)

HGURA 1.48
i [ |
t:_lf'“ vy = flx —¢)
DESPLAZAMIENTOS

HORIZONTALES DE LAS
GRAFICAS (c > 0)

SGURA 1.49

&y
r-.—.t-'-2p3| r = (v — 4)2

Para obtener la se desplaza la grafica
grafica de: ! de y = f(x):

y = flx)—¢c ¢ unidades hacia abajo

¥y = Fflx) + e ¢ unidades hacia arriba

Es posible enunciar reglas semejantes para los desplaza-
mientos horizontales. En efecto, si ¢ > 0, consideremos las
graficasde y = f(x) y ¥ = f(x — ¢) dibujadas segin los
mismos ejes coordenados, como se ilustra en la Figura 1.48.
Como f(a) = f(a + ¢ — ¢), se ve que el punto de la grafi-
cadey = f(x)con abscisa a tiene la misma ordenada que
el punto de la grafica de y = f(x — ¢) con abscisa ¢ + c.
Esto mmplica que la grafica de y = f(x — ¢) se obtiene
desplazando la de y = f(x), ¢ unidades hacia la derecha.
Andlogamente, la graficade v = f(x + c) se obtiene des-
plazando la de f un valor de c unidades hacia la izquierda.
Estas reglas se resumen en el siguiente cuadro.

.|
Para obtener lIa | se desplaza la grafica
grafica de de v = F{x:
y= filx—c) ¢ unidades hacia la derecha
i e ) ¢ unidades hacia la izquierda

EJEMPLO 2 Trazar la gréfica de f para f(x) = (x — 4)
y para f(x) = (x + 2)~

Solucion La grifica de y = x° aparece en gris en la Fi-
gura 1.49. Segun las reglas para desplazamientos horizonta-
les, al trasladar la grafica 4 unidades a la derecha obtenemos
la graficade y = (x — 4)2. Desplazandola 2 unidades a la iz-
quierda, se tiene la graficade y = (x + 2)°. Se recomienda
a quiencs no estén convencidos de la validez de este método,
ubicar varios puntos de cada grafica.

Para obtener la grédfica de y = ¢ f(x) para algiin niimero real ¢, pueden multipli-
carse por ¢ las ordenadas de los puntos de la graficade y = f(x). Por ejemplo, si y =
2 f(x), se duplican las ordenadas y si y = 3} f(x), se multiplican las ordenadas por
3. Sic > 0(yc#1), este proceso se llama ampliar la grifica de y = f(x).
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FIGURA 1.52
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EJEMPLO 3 Trazar las graficas de (@) y = 4x°> y (b) y = 5x°.

Solucion

(a) Para trazar la graficade y = 4x? comenzamos con la grafica de y = x° (que apa-
rece en gris en la Figura 1.50) y se multiplica por 4 las ordenadas de todos los puntos.
Esto da una parabola mds angosta, mas aguda en su vértice, como se ilustra en la figu-
ra. Para llegar a la forma correcta, deben localizarse varios puntos como (0, 0), ( §, 1)

y (1, 4.

FIGURA 1.50

FIGURA 1.51

(b) La grafica de y = 1 x* se puede trazar multiplicando por ! las ordenadas de los
puntos de la grafica de y = x*. Esta grafica es una pardbola mas abierta que es mas
aplanada en su vértice, como se muestra en la Figura 1.51. s

La graficade y = —f(x) se obtiene multiplicando por —1 la ordenada de cada pun-
to de la grafica de y = f(x). Asi, cada punto (a, b) de la grafica de y = j(x) que
se encuentra arriba del eje x, determina un punto (a, —b) en la grafica de y = —f(x)

A

que se encuentra abajo del eje x. Andlogamente, si(c, d) es-
ta debajo del eje x (es decir, d < 0), entonces (¢, —d ) se en-
cuentra arriba del eje x. La grafica de y = —f(x) es una
reflexion de la grafica de y = f(x), con respecto al eje x.

EJEMPLO 4 Trazar la grafica de y = —x*.

Solucién La grifica se puede obtener localizando pun-
tos, pero como la grafica de y = x* es bien conocida, se la
presenta en tono gris, como se ve en la Figura 1.52, y luego
multiplicamos por —1 las ordenadas de todos sus puntos. Esto
da la reflexion con respecto al eje x que se Indica en la
figura. >

[.as funciones suelen definirse en términos de sumas, restas, productos v cocientes
de varias expresiones. Por ejemplo, si

h(x) = x* + /5x + 1,
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puede considerarse a A(x) como la suma de los valores de dos funciones mas simples
f v g definidas por

f)=x> y glx)=+/5x+1.

La funcion /2 se denomina suma de [y 9.

En general, supongamos que f vy ¢ son dos funciones cualesquiera. Sea I la inter-
seccion de sus dominios, es decir, los numeros que ambos dominios tienen en cormun.
La suma de /'y g es la funcién # definida por

h(x) = f(x) + g(x)

para todo x en 1.

Es conveniente denotar a A por el simbolo f + g. Como fy ¢ son funciones y no
nimeros, el + entre fy g no significa suma de nimeros reales, sino que sirve para
indicar que €l valor de f + g en xes f(x) + g(x), es decir,

(f + g)x) = f(x) + glx).
La resta (o diferencia) f — g v el producto fg de fy g se definen por
(f—@x)=fx)—gx) v (Jgx)=[fx)g(x)

para todo x en I. El cociente f/g de f entre g esta dado por
N J(x)
~ J(x) ==
g g(x)

EJEMPLO 5 Sean f(x) = v4 —x* y g(x) = 3x + 1. Encontrar la suma, la resta
y el producto de fy g y tambien el cociente de f vy g.

para todo xen Iy g(x) # 0.

Solucion El dominio de fes el intervalo cerrado [~2, 2] y el dominio de g es R.
Por lo tanto, la interseccidn de sus dominios es [—2, 2] y las funciones que se requieren
estan dadas por

(f+9x)=4—x>+(3x+1), —-2<x<2

(f—dx)=4—x2—(Bx+1), -2<x<2
(fg)(x) = /4 — x*(3x + 1), )
F B e B i
(;)(I}v-hjLi, P gk .

Si g es una funcion constante tal que g(x) = ¢ para todo x y si f es cualquier fun-
cion, entonces ¢f denota el producto de g y f, es decir, (¢f)(x) = ¢f(x) para todo
x en el dominio de f. Por ejemplo, si fes la funcion del Ejemplo 5, entonces (¢/)(x) =
cNd — x?, =2 = x = 2. Geométricamente, la funcion c¢f es una ampliaciéon v una re-
flexion, o solo una reflexion, de la grafica de f (veanse las Figuras 1.50-1.52).

Las funciones que se presentan en el resto de esta seccion: polinomiales (polino-
mios), racionales, algebraicas, trascendentales y compuestas, son algunas de las funcio-
nes mas importantes de las matematicas.
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ﬁEﬂNfﬁléN (1&4) Una funcidn f es un pnlinnmin si

Sl aux? & g™l 4w o g

donde los coeficientes ay, @;, ..., @, SON NUINETOS rea-
les y los exponentes son enteros no negativos.

Se puede pensar en una funcion polinomial como una suma de funciones cuyos va
lores estan dados por a,x* para alglin nimero real @, y un entero no negativo k.
La expresion en el lado derecho de la igualdad en la Definicidn (1.24) es un polino-
mio en x (con coeficientes reales) v cada a, x* es un término del polinomio. El niimere
a, es el término constante. Se llama polinomio tanto la expresion del lado derecho de
la 1gualdad como la funcion que dicha expresion define. Si ¢, # 0, entonces @, es &
coeficiente principal de f(x) y se dice que f (o que f(x)) es de grado n.
S1 un polinomio fes de grado 0, entonces f(x) = ¢ para ¢ # 0 y por lo tanto,
S es una funcion constante. Si un coeficiente @; es cero, se abrevia la escritura de (1.24)
omitiendo el término a, x*. Si todos los coeficientes de un polinomio son nulos, el po-
linomio se llama polinomio cero y se denota por 0. A este polinomio cero no se le asig-
na ningun grado.
S1 algunos de los coeficientes son negativos, conviene usar signos menos entre los
términos correspondientes. Por ejemplo, en vez de escribir 3x? + (—=35)x + (—7), se ey
cribe 3x? — 5x — 7 para este polinomio de gradn 2. También se pueden considerar po-
linomios en otras variables. Por ejemplo, §z 3z + 8 — v¥5z* es un polinomio ezt
z de grado 7. Se acostumbra disponer los términos de un polinomio en orden decrecien-
te de potencias: =3z’ — V5z% + 2z + 8.
De acuerdo con la definicion de grado, si ¢ es un numero real diferente de cero.
entonces ¢ es un polinomio de grado 0. Estos polinomios (junto con el polinomig
cero) se denominan polinomios constantes.
S1 f(x) es un polinomio de grado 1, entonces f(x) = ax + b para a # 0. Sabe-!
mos por la Seccion 1.3 que la grafica de fes una recta y, de acuerdo con ello, se dice
que f es una funcion lineal.
Todo polinomio f(x) de grado 2 puede escribirse

f(x) = ax* + bx + ¢

donde a # 0. En este caso, se dice que f es una funcién cuadrdtica. La grifica de
0 equivalentemente la de la ecuacidon v = ax® + bx + ¢, es una parabola.
En el Capitulo 4 se presentan métodos de calculo para estudiar las graficas de los
polinomios de grado mavor que 2.
Una funcion racional es el cociente de dos polinomios. Entonces ¢ es racional si.
para todo x en su dominio,

f(x)

g(x) = hx)

en donde f(x) y A(x) son polinomios. El dominio de un polinomio es R, pero el do-
minio de una funcion racional consta de todos los nimeros reales excepto los ceros de
polinomio que esta en el denominador.
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Una funcion algebraica es una funcion que puede expresarse en términos de sumas,
restas, productos, cocientes y raices de polinomios. Por ejemplo, si

£ 5
fl) =5x* — 2x + i -}_,

entonces f es una funcion algebraica. Las funciones que no son algebraicas se llaman
trascendentales (o trascendentes). Las funciones trigonométricas, la exponencial y la
logaritmica que se estudian mas adelante, son ejemplos de funciones trascendentales.

Concluimos esta seccion con la descripcion de un método importante para definir
una funcién usando otras dos funciones fy g. Sean D, E y K tres conjuntos de numeros
reales. Sea funa funcidon de D a E'y sea g una funcién de E a K. Esto se puede expresar
como

DL EAE

Es posible usar fy g para definir una funcién de D a X.

Para todo x en D, el numero f(x) estda en E. Como el
dominio de g es E, entonces puede determinarse el niimero
g{f{x}) y tal nimero estd en K. Asociando x a g(f{x)) se
obtiene una funcién de D a K que se llama composicion de
g con f. Esto se ilustra en la Figura 1.53, en donde la flecha
G0 gris indica la correspondencia definida de D a K.

- A veces se usa un simbolo de operador ¢ y se denota la
composicion como g o f. La siguiente definicion resume lo
anterior.

DEFINICION (1.25) | Sea funa funcionde Da Ey sea gunade Ea K. La
funcion composicion ¢ o fes la funcion de D a K defini-

da por
| (g« f)x) = g(f(x))

para todo x en D. A ¢ o fse la llama también funcién
compuesta de g con f.
(A veces g f se lee “‘f seguida de g’.)

Si el dominio de g es un subconjunto E’ de E, entonces el dominio de g o fconsta
de todos los x en D tales que f(x) estd en E’,

EJEMPLO & Sean fy g dadas por f(x) = x—2 y ¢g(x) = 5x + vx. Encontrar
(go f)(x)y el dominio de ¢y o f.

Solucién Sustituyendo formalmente obtenemos:

(g« I )x)=g([(x))
= glx — 2)

= 5% — Db nfx—2

r

= 5% — 0.4 < fx— 2
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El dominio de fes R, pero la ultima igualdad implica que (g ¢ f)(x) es un numero
real sélo si x = 2. Por lo tanto, el dominio de la composicién g o f es el intervalo

2, @), o

Dadas fy g, también puede considerarse (f ¢ g)(x) = f (g(.r)), COmMO S€ eXpone
en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 7 Sean f(x) = x>— 1 y ¢g(x) = 3x + 5. Encontrar (fog)(x) ¥
(g o F)x).

Solucién Procedemos como sigue:
(f = g)x) = flg(x)) = fBx + 3)
= (3x + 5}2 — |
= Ox? + 30x + 24

Andlogamente, (g « )x) = g(f(x)) = g(x* — 1)
=3x*—1)+5
=3x* +2 a

Notese que en el Ejemplo 7, f(g(x)) ¥ g(/(x)) no son iguales, es decir, fe g# gof

En algunas aplicaciones hay que expresar una cantidad y como funcién del tiempt
{. A veces es méas facil introducir primero otra variable x y expresar x Commo funcio
de ¢, es decir, x = ¢(t); después expresar y como funcion de x, —es decir, ¥y = f(x)—
y finalmente expresar y como la composicion de las funciones fy g, 0 5€a, y = fix) 3
f(g(1)). Esta situacién se plantea en el siguiente ¢jemplo.

EJEMPLO 8 Un globo esférico de juguete se infla con helio. El radio del globo aument '
a razon de 1.5 cm/s, expresar el volumen V del globo como una funcion del tiempt

t (en segundos, s).
Solucién  Sea x el radio del globo. Suponiendo que al comenzar el radio es 0, en:
tonces a los ¢ segundos

x = 1.5¢ (radio del globo a los f segundos).

Después de 1 s el radioes 1.5 cm, alos 2 s el radio es 3.0cm, alos3ses 4.5 cm, etcetera
Ahora escribimos

' =4nx®  (volumen de una esfera de radio x).

Esto da una relacién de composicion de funciones en la que V es una funcion de x
y x es una funcion de ¢. Por sustitucion,

V = 4nx® = 4n(1.50)° = $n(3t)® = $n33).

Simplificando llegamos a la siguiente férmula para ¥ como funcién de £

V:

HTH ®

R
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JERCICIOS 1.5

cios 1-10: Trace las graficas de f para los tres
res de ¢ en un mismo sistema coordenado (utilice
Sazamientos verticales, desplazamientos horizon-
aciones (o reducciones) v reflexiones).

S teie=0 =2 ¢c=—=]1
)= —-2x+c c=0c=1c= -3
M=x'+cc=0c=lec= -2

B X"+ c=0c=2¢=—1

XM= /4-x*+¢c=0,c=4¢= -3

) =c— |x} c=0,c=5c¢c=-2
=l — ) c=0c=2¢=3
—2x —)e=0.c=3,¢=1
=[x+ c): c=0,c=2¢=—2

D —x% e =0,0=2, =3

2 i figura se muestra la grafica de una funcién
2on dominio 0 < x < 4. Trace las graficas de
i siguientes ecuaciones:

= f(x+2) (b) y=flx—2)
»=f(x)+2 (d) y=flx) -2

¥ = 2f(x) (0 y=2/1x)

- ——=ied (h) y=f(x—3) + 1
D11

gura se muestra la grafica de una funcidn
- dﬂmmm 0 = x = 4. Trace las graficas de

g

s sisuientes ecuaciones:

F=flx—1) (b) y =[x + 3)
By = fx) — 2 (d) y=f(x)+ 1
By =3lx) () y=3/(x)
g y=flx+2)—2 (h)y=[(2%)

a7

Ejercicios 13-18: Determine la suma, la resta, el pro-
ducto v el cociente de f vy ¢.

13. f(x) = 3x?%, glx)=1/(2x — 3)

14. f(x)=+/x+ 3, glx) =+/x + 3

15. () = x + (1/x), glx) = x — (1/x)

16. f(x)= x>+ 3x, g(x)=3x*+ 1

17. i) =22 —x+ 5 gxl=x>4x+2
18. fix) = 7x*

— x° + dx

Y g = f)x).

+ x* =1, glx= 7x*
Ejercicios 19-32: Determine (f « g){x):

19. f(x) = 2x% + 5, g(x)
0. fix) = 1/(3x + 1), g(x) = 2/x?
21. fix)=x>, glx)=x+1
22. f(x)= fo +4, g(x) =Tx2 + 1
28 =312 g{x = 1/(3x* + 2)
24. f(x =7, g(x) =
flx)=~2x+ 1, g(x) = x* + 3
26. f{x} = 6x — 12, g(x) = x + 2
27. f(x) = |x/|, glx)= —3

28. f(x) =32+ 1, g0x)=x"+1
29. f(x) = x? glx)=1/x?

30. f(x) = L(x + 1), g(x)=x + 1
31. f(x)=2x—3, glx)=(x+ 3)/2
32, fx)=x>—Lgl)=3x +1

33. Demuestre que s1 f es una funcion lineal v ges
una funcion cuadratica, entonces fe gy go f
son funciones cuadraticas.

=4 — Ix

34. Demuestre que si /v g son polinomios de grados
My 1, Teéspectivamente, entonces f o ¢ es un po-
linomio de grado mmn.

Ejercicios 35-40: Use el método del Ejemplo 8 para
resolverlos.

35. Un incendio comienza en un campo abierto y se-
co, v se extiende en forma de circulo. El radio
de tal circulo aumenta a razén de 6 m/min. Ex-
prese el drea con fuego como una funcién del
tiempo .

36. Un cable de 30 m de largo y 10 cm de didmetro
esta sumergido en ¢l mar. Debido a la corrosion,
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el area de la superficie del cable disminuye a ra-
zon de 4685 cm? por ano. Exprese el diametro
del cable como una funcion del tiempo. (Despre-
cie la corrosion en los extremos del cable.)

37. Un globo de aire caliente se eleva en forma ver-
tical a medida que una cuerda atada a su base
se va soltando a razon de 5 pie/s. La polea por
la que pasa la cuerda al soltarse estd a 20 pie de
distancia de la plataforma donde los pasajeros
abordan el globo (véase la figura). Exprese la al-
tura del globo como una funcion del tiempo.

EJERCICIO 37

CAPITULO 1  LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

38.

39.

El didmetro 4 de un cubo es la distancia entre
dos de sus vértices opuestos. Exprese ¢ como una
funcion del lado x del cubo. (Sugerencia: Primero
exprese la diagonal y de una cara como una fun-
cion de x.)

Consulte el Ejercicio 539 de la Seccion 1.4. Cuan-
do el avién ha recorrido 500 pie por la pista, ha
alcanzado una velocidad de 150 pie/s (alrededor
de 100 mi/h o 160 km/h), que mantendra hasta
que despegue. Exprese la distancia d del avion
a la torre de control como una funcion del tiem-
po ¢ (en segundos). (Sugerencia: En el Ejerci-
cio 59 de la Seccidn 1.4, escriba primero x como
una funcion de £.)

40. Consulte el Ejercicio 56 de la Seccion 1.4. El equi-
librista camina por el alambre hacia arriba a ra-
zon de 30 cm/s. El cable esta atado al poste a
10 m del suelo. Exprese la altura 4 del alambris-
ta sobre el suelo como una funcidn del tiempo.
(Sugerencia: Denote por d la distancia total que
ha recorrido sobre el cable. Exprese primero ¢
como una funcion de ¢ y luego A como una fun-
cion de d.)
Defina o discuta lo siguiente.
1. Numeros racionales ¢ irracionales. 15. Grafica de una ecuacion en x y ).
2. Recta coordenada. 16. Criterios de simetria.
3. Un numero real ¢ es mayor gue un numero real £. 17. Ecuacién de la circunferencia.
4. Desigualdades. 18. Pendiente de una recta.
5. El valor absoluto de un numero real. "
19. Ecuacion de la recta dados un punto y la pen:
6. Desigualdad del Triangulo. diente.
7. La notacion de conjuntos. 20. Ecuacion de la recta dadas la pendiente y la or
: denada en el origen.
8. Variable. 2
; LR e 21. Funcion,
0, Intervalos (abierto, cerrado, semiabierto, infi- )
nito). 22. Dominio de una funcion.
10. Par ordenado. 23. Contradominio de una funcion.
11. Sistema coordenado rectangular en un plano. 24. Funcidon constante.
12. Abscisa vy ordenada de un punto. 25. Funciones pares e impares.
13. Formula de la Distancia. 26. Funcion biunivoca.

14. Formula del Punto Medio. 27. Grafica de una funcion.



1.6 Repaso

. Funcion definida parte por parte.

- Desplazamientos verticales y horizontales de las
“graficas.

~Ampliaciones y reflexiones de las grificas.

ERCICIOS 1.6

seicios 1-8: Resuelva la desigualdad y exprese la so-
®m en términos de intervalos.

_ ; 49 5 T:}l—ix}3
_,— X X . 7 5 7.
.—'}"I_-f-';ﬂ‘ﬂl 4. [61‘—?].:‘-1
- 2x4 —3x — 20
ox- < S5x — 3 6. —— <
: X+ 3

: 2
y ! = 8. x~ +4>=4dx
ik —1 x4+ 5

Si se tienen los tres puntos A(2, 1), B(=1, 4) y
€12, -3).
2) demuestre que 4, By C son los vértices de

un triangulo rectdngulo v calcule su drea.
) encuentre las coordenadas del punto medio

de AB.
calcule la pendiente de la recta que pasa por
By C,

scios 10-13: Trace la grafica de la ecuacion y dis-
a simetria con respecto al eje x, al eje y vy al

3 —Sy=10
E=)’

. x*+y=4
13. [x+y|=1

gseios 14-17: Trace la grafica del conjunto W.
q B {tx, v x>0}

= {(x. »): y > x}

=y X2+ 2 < 1)

V= x. 9k |x—4]| < 1, ]_p+3] <2}

Lesoacios 18-20: Encuentre la ecuacion de una circun-

==moz que satisfaga las condiciones dadas.

_entro C(4, —7), pasa por el origen.
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31. Suma, resta, producto y cociente de dos fun-
ciones.

32. Polinomios.
33. Funciones racionales.

34. Composicidén de dos funciones.

19. Centro C(—4, —3), es tangente a la recta con
ecuacion x = 5.

20. Pasa por los tres puntos A(=2, 3), B(4,3) y
e e i

21. Encuentre el centro v el radio de la circunferen-
cia con ecuacion

X2+ y2—10x + 14y -7 = 0.
Ejercicios 22-26: Dados los puntos A (—4, 2), B(3, 6)
y C(2, —5), resuelva los problemas.

22. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por
B y es paralela a la que pasa por A y C.

23. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por
B y es perpendicular a la que pasa por 4 y C.

24. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por
C y por el punto medio del segmento A4B.

25. Obtenga la ecuacion de la recta que pasa por A
y es paralela al eje y.

26. Obtenga la ecuacion de la recta que pasa por C

y es perpendicular a la recta con ecuacion 3x —
10y + 7T =0,

Ejercicios 27-30: Halle el dominio de f.

27. {1 2x —3 2. /(%) X
5 = — . X) =
IRk J16 — 2
1
29. f{x]:" 3“# f{l‘}:
Jx =37 —x Vxlx —2)

31. Sea f(x) = 1/y/x + 1. Encuentre¢ |o siguiente.

(a) f(1) (b) 1(3) (c) f(0)
(d) (2 —1) (&) f(—x) () —f(x)
(g) f1x?) (h) (f(x))?
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Ejercicios 32-36: Trace la grafica de f.

32. flx)=1—4x" 33. fix)= 100

M. f(x)=—1/(x+1) 35. fix)=|x+5]
x? six<0

I siD=x<<l
b sgix=>2

36. f(x)=

37. Trace la gréafica de cada ecuacion usando despla-
zamientos, ampliaciones (o reducciones) o refle-

Xiones:

(a) 3= ~,,~c_ (b) y»= v"ﬁ 4
(). qr= -.h.::x + 4 (d) y = 41,,.;
() y = 4v/x (f) y= —/x

38. Determine si f es par, si es impar, O sl no es par
ni impar:

(a) f1x) = Yx* + 4x (b) f(x) = 3/3x* — 2
(© flx) = Ux* +3x*+5
(d) flx) =0

39. Sea f(x) = 5— 7x. Demuestre que [ es biu-
nivoca.

Ejercicios 40-42: Determine (f + g)(x), (f — g)(x)s
(S(x), (f79)x), (fog)x) y (gof)x).

40. [X)=x"+3x+1, gx)=2x—1
41, f(x)=x2+4, glx)=+2x+5
42. f(x) = 5x +2. g(x) = 1/x*




LIMITES DE FUNCIONES

E | concepto de limite de una funcion es una de,las nociones
fundamentales que distinguen al Célculo de otras dreas de Ias
matematicas como el algebra o la trigonometria. Se puede
desarrollar facilmente una idea intuitiva de los limites. Por este
motivo, la exposicion en las dos primeras secciones es informal.
La definicion mateméticamente rigurosa de limite se presenta en

Seccion 2.3. El resto del capitulo trata algunas propiedades
importantes de los limites.
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CAPITULO 2 = LIMITES DE FUNCIONES

NOTACION DE LIMITE (2.1) i (o) —

FIGURA 2.1

INTRODUCCION AL CALCULO

En el cdlculo y sus aplicaciones se analiza la forma en que varfan ciertas cantidads
v si éstas tienden a valores especificos bajo ciertas condiciones. Estas cantidades a
nudo involucran los valores de algunas funciones. Para hacer este andlisis se utiliza
los conceptos de derivada (Capitulo 3) o de integral definida (Capitulo 5).

La definicion de derivada depende de la nocion de limite de una funcion. Come
zaremos con una presentacion intuitiva. La definicién formal de limite aparece en
Seccion 2.3. '

Sea g un niimero real contenido en un intervalo abierto y sea f una funcion definié
en todo el intervalo, excepto posiblemente en ¢ mismo. A veces es de interes conod
los valores f(x) de la funcion para x muy cercano a a, pero no necesariamente igi
@ a. De hecho, en muchos casos, el niimero ¢ no se encuentra en el dominio de Il
decir, f(a) no esta definido. Informalmente hablando, a veces se formula la siguien
pregunta: ;Cuando x se acerca cada vez mas a a (pero x # @), acaso f(x) se acem
también a un nimero L ? Si la respuesta es afirmativa se dice que f(x) tiende a L -:u
do x tiende a a, o que el limite de [f(x) cuando x tiende a a es L, y s¢ escribe:

K==l f

Si se sabe que f(x) tiende a algiin nimero cuando x tie
a a, pero tal numero no $e conoce, entonces se dice que

"‘-n_*

limite de f(x) cuando x tiende a a existe, o simplemente G
lim, ., f(x) existe.

Representaremos el dominio y el contradominio de la @
cién f con puntos sobre dos rectas coordenadas / y /', co
se ilustra en la Figura 2.1 (véase también la Figura 1.37)8
lim,_.,f(x) = L, entonces, cuando x tiende a @, entons
f(x) tiende a L. Cuando esto sucede no importa el modo en que x tiende a a. A
en la Figura 2.1 x puede acercarse a a por la izquierda (lo que se denota por x = &
o por la derecha (lo que se sefiala por x = a”), 0 bien oscilando de un lado a otro
a. Analogamente, el valor f(x) de la funcién puede acercarse a L de muchas mane
diferentes, dependiendo de las propiedades de f.

La nocién de limite es fundamental para el estudio de muchos conceptos de las 1
tematicas y de la fisica. Para ilustrar esto estudiaremos dos problemas:

—

(i) Encontrar la recta tangente a una curva en un punto P dado.

(ii) Encontrar la velocidad en cualquier instante de un objeto que se mueve S08
una trayectoria recta

En la geometria plana, la recta tangente / en un punto £ sobre una circunferern
se puede definir como la recta que tiene solamente un punto P en comun con tal circ
ferencia, como se ilustra en la Figura 2.2. Esta definicion no se puede aplicar a
quier grafica, ya que una recta tangente puede cortar a una grafica varias veces, cos
se muestra en la Figura 2.3 (véase también el Ejercicio 11).
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FIGURA 2.2 FIGURA 2.3
P iy

Para identificar la recta tangente / a la grafica de una funcion en un punto P, basta
especificar la pendiente m de /, ya que ¢sta y el punto P determinan completamente
a la recta. Para encontrar m se escoge otro punto Q sobre la grafica y se considera a
la recta /pg que pasa por Py Q, como en la Figura 2.4(1). La recta /pg es una recta
secante de la grafica.

 pendiente de [p, (i) (g tiende a{ (iil) I, tiende a /
Fﬁﬂiﬂ]‘ltt‘. de { Mp, tiende a m Mug, Liende a m
Ay 4
f

o e E

P | i

tpg

- -

a X X @ x

Sea mpg la pendiente de /py. Ahora se considera la variacion de mpg cuando Q
se acerca a P. Si Q tiende a P por la derecha se tiene la situacidn ilustrada en la Figura
2.4(ii), en la que se sefalan varias posiciones de la recta secante /py correspondientes
a las diversas posiciones de Q, por medio de linea punteada. Se ve que para Q cercano
a P, la pendiente mpp debe ser muy parecida a la pendiente m de /. En la Figu-
ra 2.4(m1) O tiende a P por la izquierda y, nuevamente, se ve
que mpg Se acerca a m. Estas observaciones sugieren que si
mpg tiende a algun valor fijo cuando Q tiende a P, enton-
ces ese valor se debe usar para definir 1a pendiente de la recta
tangente [/ en P.

Si la funcidn festa definida en un intervalo abierto que
contiene a @, entonces marcamos las coordenadas de Py Q
como en la Figura 2.5. Usando la férmula para la pendiente
(1.13), se obtiene que la pendiente de la recta secante /pp €s

_ Jx) — f(a)
Mpg = Y — a .

¥
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Con esta notacion, puede sustituirse la frase Q tiende a P por x tiende a a. Asi se llegs
a la siguiente definicion.

DEFINICION (2.2) | Seafuna funcién definida en un intervalo abierto que
contiene a @. La pendiente m de la recta tangente a la
grafica de f en el punto (a, f(a)) es

L i) )

o K=l X a

siempre y cuando el limite exista.

Notese que en la formula de la Definicion (2.2) no se usa el limite de f(x) s1
el de la expresion [ f(x) — f(a)l/(x — a). Obsérvese tambien que al estudiar este limit:
x # a. En efecto, si se toma x = a, entonces P = Q y Mipg No existe.

FIGURA 2.6 EJEMPLO 1 Sean f(x) = x* y g un numero real. Ei
Y 5 contrar
+ i (a) la pendiente de la recta tangente a la gréfica de fen
T Olx, 2 I]'U,ntﬂ P(H, Hl)-

1 (b) La ecuacion de la recta tangente a la grafica en el pun
e T (35 2)-
L= e
-\ e ) Solucién
e “ (a) En la Figura 2.6 se ilustran la grafica de y = x* y un
; puntos representativos P(a, a®) y Q(x, x*). La pendien
: mpg de la recta secante lpg €s
xl e “2

FIGURA 2.7 Mpg = |
X —id

De la Definicion (2.2), se obtiene que la pendiente m1 (
la recta tangente en P es

2 2
| X ==

=" - —.
=k g T ol ﬂ

Para encontrar el limite se necesita cambiar la forma de

expresion. Como al tomar el limite x # a, resultaque x — a
0, y entonces podemos dividir el numerador y el denomin:
dor entre x — a, es decir, podemos carncelar x — a como sigu

oxt—at . (x+ax—a)
m = lim = lim - = lim (x + a).
g Xo—ud e {I = f” X =i

Cuando xtiende a a la expresiéon x + atiendea a + a, o sea 2a. Por lo tanto m = 2

(b) Como la pendiente de la recta tangente / en el punto (3, 3) se puede obtener com

el caso especial en que ¢ = 3, tenemos que m = 2a = 2(3) = 3, como se ilustr
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en la Figura 2.7. Usando la Forma de Punto y Pendiente (1.15) se¢ obtiene la siguiente
ecuacion para !/:

y—2=3x—3)
Simplificando queda

12x —4y —9 =0 o

Consideremos ahora el problema (ii), es decir, definir la velocidad instantanea de
un objeto que se mueve sobre una linea recta. El movimiento sobre una recta se llama
movimiento rectilineo. Es facil calcular la velocidad media vy,.q durante un intervalo
de tiempo. Basta usar la férmula d = vt, donde v es la velocidad media, ¢ es la magni-
tud del intervalo de tiempo y d es la distancia total recorrida. Despejando v se obtiene:

VELOCIDAD (2.3) b
MEDIA A

Para ilustrar esto, supongamos que un automovil sale de la ciudad A a la 1:00 P.M.
y viaja a lo largo de una carretera recta hasta otra ciudad B que se encuentra a 150 km
de A, llegando a las 4:00 P.M., como se ilustra en la Figura 2.8. Aplicando (2.3) con
d = 150 y ¢t = 3 (horas), se ve que la velocidad media durante el intervalo de tiempo
indicado ¢s

Vgt = i;ﬁ = 50 km/h.

Esta es la velocidad que si se mantuviera por 3 horas, permitiria al automovil recorrer
los 150km de 4 a B, en ese lapso.

La velocidad media no da ninguna informacion acerca de la velocidad instantanea.
Por ejemplo, a las 2:30 (p.M.) el velocimetro del automovil pudo haber marcado 40 o
30. o el automévil pudo haber estado en reposo. Si se desea determinar la velocidad
2 la que el automovil viaja a las 2:30, se necesita alguna informacion acerca del movi-
miento o la posicién alrededor de esta hora. Por ejemplo, supongamos que a las 2:30
&l automovil se encuentra a 80 km de A y que a las 2:35 esta a 84 km de A, como se
ilustra en la Figura 2.9. La magnitud ¢ del intervalo de tiempo de las 2:30 a las 2:33

FIGURA 2.8 FIGURA 2.9

1:002m | 1:00 B .
f / 2:30 M
- ' 2:35
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es de 5 min, o sea ;5 hora, y la distancia d es 4 km. Sustituyendo en (2.3) se obtiene
que la velocidad media durante este intervalo es

Vmed = —- = 48 km/h.

12

Sin embargo, este todavia no es el valor exacto de la velocidad a las 2:30 ya que, por
ejemplo, el automovil podria haber ido muy lentamente a las 2:30 v luego haber aumen-
tado su velocidad considerablemente logrando llegar a estar a 84 km de 4 a las 2:35P.M.
Evidentemente, se obtiene una mejor aproximacion tomando la velocidad media du-
rante un intervalo de tiempo mas pequefio, digamos de las 2:30 a las 2:31. Se ve que
el mejor procedimiento seria tomar intervalos de tiempo cada vez mas pequeiios alrede-
dor de las 2:30 .M. y calcular la velocidad media en cada intervalo. Esto lleva a un
proceso limite parecido al de las rectas tangentes.

Para basar esta discusion en conceptos matematicos, supondremos que la posicion
de un objeto con movimiento rectilineo se puede representar por un punto P sobre una
recta coordenada /. A veces hablaremos del movimiento del punto P sobre / o del movi-
miento de un objeto sobre /, cuya posicion esta dada por P. Suponemos ademas que
se conoce la posicion de P en todo instante dentro de un intervalo de tiempo. Si s(¢)
denota la coordenada de P al tiempo ¢, entonces esta funcion s se llama funcion de po-
sicion de P. Supongamos que se mide el tiempo con un reloj. Entonces para cada ins-
tante 7, el punto P esta a s(7) unidades del origen, como se ilustra en la Figura 2.10.

FIGURA 2.10 FIGURA 2.11
Tiempo Posicion de P Cambio en el Cambio en la
0 tiempo posicién de P
4 P
o & -
0 s /

| [
stal  s0h

P[]
s ¥

Para definir la velocidad de P al tiempo @, comenzamos por calcular la velocidad
media en un intervalo de tiempo (pequefio) alrededor de a. Consideremos pues los tiempos
ay i, donde ¢ esta cerca de @ pero ¢ # a. Las posiciones de P correspondientes a estos
tiempos son s(a) y s(¢), como se muestra en la Figura 2.11, vy por lo tanto el cambio
en la posicion de P es s(f) — s(a). Este numero puede ser positivo, negativo o cero,
segun que la posicion de P al tiempo ¢ sea a la derecha de, a la izquierda de o la misma
que la posicion al tiempo a. El numero s(f) — s(a) no es necesariamente igual a la dis-
tancia recorrida por P entre los instantes @ y ¢ ya que, por ejemplo, P podria haber
ido més alld del punto correspondiente a s(#) y haber regresado a este punto al tiempo {.

Por (2.3), la velocidad media de P entre los tiempos @ v ¢ es

(2.4) Voo = S0 = s(a)

Como en la discusién anterior, cuanto mas cerca esté ¢ de g, tanto mas proxima estard
Vimed de 12 velocidad de P al tiempo a. Asi, definimos la velocidad como el limite de
Vmed Cuando 7 tiende a a. Este limite se llama también velocidad instantdnea de P al
tiempo a. En resumen, se tiene la siguiente definicion.
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DEFINICION (2,5)
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S1 un punto P se mueve sobre una recta coordenada / de
manera que su coordenada al tiempo 7 es (), entonces
la velocidad v(a) de P al tiempo a es

v(ig) = lim S1E) = ota)
il |

siempre y cuando el limite exista.

S1 5(7) se mide en centimetros (cm) v ¢ en segundos (s), entonces las unidades de
la velocidad son centimetros por segundo (cm/s). Si s(¢) se mide en kilémetros o en
millas y 7 en horas, entonces la velocidad estd en kilémetros por hora (km/h) o en mi-
llas por hora (mi/h), respectivamente. Por supuesto, se pueden usar otras unidades.

Regresaremos al concepto de velocidad en el Capitulo 4, donde se demostrard que
si la velocidad es positiva en un intervalo de tiempo, entonces el punto se mueve en
la direccion positiva de /, mientras que si la velocidad es negativa, el punto se mueve
en la direccion negativa. Aunque no se han demostrado se usardn en el siguiente ejemplo.

BGURA 2.12

EJEMPLO 2 Desde un globo de aire caliente que se halla
a una altura de 512 pie sobre el suelo, se deja caer un saco
de arena del lastre. Si se desprecia la friccion del aire, la dis-
tancia s(z) del suelo al saco a los f segundos esta dada por
s(t) = —16t* + 512. Calcular la velocidad del lastre en

(8) t = asegundos () £=25 (¢) el momento en que
llega al suelo.
Solucion

(a) Como se muestra en la Figura 2.12, podemos considerar
que el lastre se mueve sobre una recta coordenada vertical
/ cuyo origen se encuentra al nivel del suelo. Notese que en
el momento en que se suelta, 1 = 0 y

s(0) = —16(0) + 512 = 512 pie.

Usamos la Definicion (2.5) para calcular la velocidad del saco en ¢ = g. Primero toma-
mos la velocidad media y simplificamos:

s(t) — sla) _ (—16t° + 512) — (— 164’ +312)

L= I — @

=16t + 16a®> —16(1* — a?)
= I —a '

Por la Definicion (2.5), la velocidad v(a)en ¢t = a es

{a) = lim

s(t) — s(a) e 16(t* — a?)

=+ f =i F—a |I_I_ o

—16(t — a)(t + a)

= lim - —~ =lm[—16(t + a)]

I—=a [ —4a r=ra
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EJERCICIOS 2.1

Ejercicios 1-4: (a) Use (2.2) para calcular la pendien- 10. Demuestre con razonamientos geometricos q
te de la recta tangente a la grafica de f en el punto la grafica de la funcién mayor entero (vease
P(a, f(a)),y (b) encuentre una ecuacion para la recta Figura 1.46) no tiene recta tangente en el pun

tangente en el punto P_[EE_J_!"_(_Z)). P(1,1).

1. flx)=5x*—4 2. f(x)=3—2x* 11. Consulte el Ejercicio 3. Demuestre que la re
1 tangente a la grafica de y = x* en el pun

3. flx)=x7 4. flx)=x* P(—1, —1) cortaala graficaen (—1, =1) vy (2,
Ejercicios 5-8: (a) Use (2.2) para calcular la pendien- 12. Consulte el Ejemplo 1. Trace la grafica de y
te de la recta tangente en el punto con abscisa a sobre x? y las rectas tangentes en los puntos con a
la gréfica de la ecuacion; (b) encuentre la ecuacion cisas —3, =2, —1,0, 1, 2y 3. ;En cual de los pu

de la recta tangente en el punto P; (c) trace la grafica tos de la grafica la pendiente de la recta tangen
y la recta tangente en F. es igual a 67

9. Demuestre con razonamientos geometricos que pueden disparar balas en la direccion de la t
la grafica de ¥y = |x| no tiene recta tangente €n gente para alcanzar a unos objetivos coloca
el punto (0, 0). sobreelejexenx = 1,2,3,4y5. ;Siun jug

5.y =3x+ 2, P(1, 5) 6 = x,-“"_;, P(4, 2) 13. Enun juego de video para nifios, aparecen avi
8.

1. y=1fx P23

CAPITULO 2 = LIMITES DE FUNCIONES

en donde hemos cancelado el factor ¢ — a (como en el Ejemplo 1(a)), porque como ¢ # ¢
durante el proceso limite, f —a # 0. Cuando f tiende a a, f + a tiendea g + a, O sea

2a. Por lo tanto

v(a) = —16(2a) = —32a pie/s.

El signo negativo indica que el movimiento del lastre es en la direccion negativa de /
(hacia abajo).

(b) Para calcular la velocidad en ¢ = 2 sustituimos @ por 2 en la formula v(a) = —32a
obteniendo asi

y(2) = —32(2) = —64 pie/s.

(¢) El saco de lastre llega al suelo cuando

s(f) = —16¢ + 512 =0 obien %= 5—1161 = 3

Estodar’ = w"sz — 42 = 5.7 s. Usando la férmula v(a) = —32a de la parte (a) co
a = 4V2, concluimos que la velocidad al llegar al suelo es

v(4V2) = —32(4V2) = —128vV2 = 181 pie/s. e

El lector debe notar la semejanza que existe entre las formulas (2.2) y (2.5). Me
chas aplicaciones en las matemadticas y en la fisica llevan a este mismo limite. En el C
pitulo 3 se llama a este limite la derivada de la funcion f. Una parte importante de es
libro esti dedicada al estudio de las propiedades y las aplicaciones de las derivada

g 5

2 p.Y nes en la pantalla volando de izquierda a de

y =

cha sobre la travectoria v = 1 + (1/x),
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h dispara cuando el avidn se encuentra en
= 1.2), entonces da en alguno de los blancos? ;Y

‘dispara estando en (3, 3)?

B 313

“-..II

Sy e e e
2 3 4 o)

= f(x) = ax + b. Demuestre que la recta tan-
‘2ente a la grifica de fencualquier punto coinci-
&= con la grafica de f.

Seos 15-16: La posicion de un punto P que se
' sobre una recta coordenada / esta dada por s(¢)
&0 segundos v s(f) en centimetros.
L 2lcule la velocidad media de P en los siguientes
stsrvalos de tiempo: [1, 1.2]; [1, 1.1]; [1, 1.01];
1. 1.001].
“alcule la velocidad de Pent = 1.

=iermine los intervalos de tiempo en los que P
%= mueve en la direccidn positiva.

setermine los intervalos de tiempo en los que P
= mueve en la direccion negativa.

) — 412 4+ 3t 16. s(t) =

.= asronauta de globo suelta un saco de lastre

de un aerostato que se encuentra a 160 pies
= suclo. A los ¢ segundos el lastre esta a 160 —
8- pie del suelo.

18.

19.

20.

39

(a) Calcule la velocidad del saco para ¢t = 1.
(b) ;Que velocidad tiene el saco cuando llega
al suelo?

Se dispara un provectil directamente hacia arri-
ba desde el suelo con una velocidad de 40 m/s.
Su distancia sobre el suelo a los t segundos es
40t-4.5¢ metros. ;Cudl es la velocidad del pro-
yectilent = 2,¢t = 3y ¢ = 4? ;En qué momen-
to alcanza la altura maxima? ;Cudando choca con
el suelo? ;Cudl es su velocidad en ese momento?

Un atleta corre los cien metros planos de mane-
ra que la distancia s(¢) que ha recorrido a los ¢
segundos estd dada por !> + 8¢ metros (véase
la figura). Calcule la velocidad del corredor (a)
en el momento de la salida (r = 0), (b)alos 5s
de la salida v (c) al cruzar la meta.

ey mammuﬁnmrﬁ inm%r@!m

(a) Pruebe que si la posicion de un objeto que
se mueve sobre una recta coordenada esta
dada por una funcion polinomial de grado
1, entonces la velocidad es constante.

(b) Demuestre que si la funcion de posicion de
una particula en movimiento rectilineo es
constante, entonces la velocidad es 0 en to-
do tiempo. Describa el movimiento de la
particula.

%3 DEFINICION INFORMAL DE LIMITE

En la seccion anterior se vio que las definiciones de recta tangente y de velocidad de-
penden de la nocién de /immite de una funcion. En el resto de este capitulo se estudiaran
los limites con mas detalle. Comenzamos con una descripcién informal del concepto
de limite. En la siguiente seccion se hara una presentacion matematicamente rigurosa.

En la Seccioén 2.1 se dijo que lim,_,, f(x) = L significa que e/ valor de la funcion
f(x) tiende a L cuando x tiende a a. A continuacién se da una descripcion un poco
mas precisa que es todavia informal.

DEFINICION (2.6)
INFORMAL DE LIMITE

Sea @ en un intervalo abierto, y sea f una funcién defini-
da en todo el intervalo excepto posiblemente ﬂﬂ a‘,; ¥ L
un nimero real. Entonces
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lim f(x) = L
il

significa que f(x) puede acercarse arbitrariamente a L
si x se elige suficientemente cercano a a (pero x #+ a).

La frase f(x) puede acercarse arbitrariamente a L que se tiene en (2.6) significa
que | f(x) — L| se puede hacer tan pequerio como se quiera escogiendo x lo suficiente-
mente cercano a a (pero x # a). Por ejemplo, tomando valores de x suficientemente
cercanos a a (con x # a) se puede hacer que | f(x) — L| < 0.0001, o bien | f(x) — L| <
0.00001, etcétera.

Como en la seccion anterior, se dice que lim,.., f(x) existe si (2.6) se satisface pa-
ra algin nimero (posiblemente desconocido) L.

En la Seccidn 8.2, al estudiar los limites de las funciones trigonomeétricas se demos-

trara que
lim 22X — |
x—={) X

en donde x denota un numero real que es el valor en radianes de un angulo. Con una
calculadora se puede obtener la siguiente tabla que ilustra este importante resultado.

| senx

X |
; X
+0.1 | 0.998334166
+0.01 - 0.999983333
+0.001 (.999999833
+ 0.0001 (0.999999995
+ (.00001 1

+0.000001 | 1

Esta tabla puede malinterpretarse por varias razones. Primero debido a que la cal-

culadora redondea los resultados, parece que (sen x)/x es igual a 1 s1 x esta entre 0
y 0.00001. Esto no es cierto. Se podra deducir del analisis en la Seccion 8.2 que

(sen x)/x < 1 paratodo x. Luego, aunque la tabla indica que (sen x)/x tiende a 1 cuan-
do x tiende a 0, no se puede estar seguro de este hecho si sélo se han sustituido algunos
valores de x. Podria ser que (sen x)/x se alejara de 1 para valores de x mas cercanos

a 0 que los que se usaron en la tabla.
Aunque una calculadora puede usarse para tener una idea

FIGURA 2.13 del valor de un limite, no sirve para demostrar que el limite
'y existe. Es necesario contar con una teoria matematica preci-
— sa de los limites que no dependa de instrumentos mecanicos
f_‘f,ﬂ.l o de conjeturas. En el resto de este capitulo se desarrolla tal

teoria.

La grafica de la funcion f en la Figura 2.13 muestra un
| caso en el que lim, ., f(x) = L. En ella no hace falta ubi-

car un punto correspondiente a x = g porque al tomar el li-

=Y

mite el valor de f(a) no tiene ninguna importancia. Como
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se vera en los ejemplos, f(a) puede ser igual a L, diferente de L o bien no existir, depen-
diendo de la naturaleza de la funcion f.

EJEMPLO 1 Sea f(x) = «E-_—gg .

(a) Calcular lim f(x).

X

(b) Trazar la grafica de f y comprobar graficamente el limite en la parte (a).

Solucion

(a) Notese que el numero 9 no esta en el dominio de f, va que al sustituir x por 9 se
llega a la expresion 0/0 que no tiene sentido. Para evaluar el limite cambiamos la forma

de f(x) racionalizando el denominador como sigue:

) ox—Y
lim f(x) = lim —
x—+9 ,t—'*‘}w.w.'"}.','—:;
_Hm(t—'?f Jr+3)
X9 \_/’_-—1 VX + 3
1:—9}-\/1 + 3)
= lim
x—+4 ‘{—9

Por la Definicion (2.6), para calcular el limite de f(x) cuando x = 9, podemos suponer
que x # 9. Por lo tanto, x — 9 # 0 v es posible dividir el numerador y el denominador

entre x — 9; es decir, podemos cancelar la expresion x — 9. Esto da

lim f(x) = lim (Vx + 3) =V9 + 3 =

x—+49
(b) Al racionalizar el denominador de f(x) como en la par-
te (a), vemos que la grafica de fes la misma que la de Ia ecua-
cién y = Vx + 3, excepto por el punto (9,6). El hecho de
que (9,6) no esta en la grafica de f se ilustra con un pequefio
circulo claro en la Figura 2.14. Cuando x se acerca a 9, la
ordenada f(x)en la grafica de fse acerca al numero 6. NoO-
tese que f(x) nunca toma el valor 6, sin embargo, se puede
hacer tan cercano a 6 como se desee escogiendo x suficiente-

mente cerca de 9. s

it

EJEMPLO 2 Sea f(x) = i*"; —2X+ 2. Caleular lim f(x).

Solucién El nimero 2 no estd en el dominio de f porque al sustituir x por 2 se
obtiene la expresion sin sentido 0/0. Factorizando el numerador y el denominador,

(x—2)2x—1)
flx) = ;
(x —2)(5x + 3)
En este paso no puede cancelarse el factor x — 2, sin embargo, al tomar el /imite de

f(x) cuando x — 2 s/ se puede cancelar ya que segun la Definicion (2.6), x # 2 y enton-
ces x — 2 # 0. Por lo tanto,




62 CAPITULO 2 e LIMITES DE FUNCIONES
25%— S+ 2 . x—2)(2x—1)
im f(x) =lim ———— = lim —
_'\:—rz-f{' } :|._'—‘-2 3...1":.-‘_ = .F_T — 6 _J;—FE {-.}i: = 2]{5}: + 3.}
o 2x— 1 3
=== .

FIGURA 2.15

La funcion racional fdefinida por f(x) = 1/x propor-
ciona un ejemplo en el que el limite no existe cuando x tiende
a (. Consultando la grafica de fen la Figura 2.15 (véase tam-
bién la Figura 1.44) se capta que al dar a x valores cercanos
a 0 (con x #0), | f(x)| no estda acotado; es decir, crece sin
frontera. En la Seccion 4.6 se estudiaran las propiedades de

las funciones racionales.
Los siguientes limites unilaterales son tambiéen de interes.

lfMl TE POR LA (2.7) Sea funa funcién definida en un intervalo abierto (¢, a).

IZQUIERDA Fatances :1
lim f(x) = L,

Xl
significa que f(x) puede acercarse arbitrariamente a L,
escogiendo x suficientemente cerca de @, con x < a. |

LIMITE POR LA (2.8) Sea funa funcién definida en un intervalo abierto (a, ¢). |
DERECHA Entonces
lim f(x) = Lo

significa que f(x) puede acercarse arbitrariamente a L,
escogiendo x suficientemente cerca de ¢ con x > a.

A continuacion se muestran algunas ilustraciones graficas de los limites unilatera-
les. En la Figura 2.16 x fiende a a por la izquierda. En la Figura 2.17 x tiende a a por
la derecha.

FIGURA 2.16 FIGURA 2.17

Limite por la izquierda: im fix) = L, Limite por la derecha: lim fi{x) = L,

X T H kg

AY 4y

{ ¥ =iy = |
B S | {5F 2 fix) —

flx)

=
———

=Y

%]
" |
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El croquis de la Figura 2.16 no pretende dar la impresion de que f(x) no esta defi-
nida para x = a, sino ilustrar que para x = ¢~ solamente deben tomarse en cuenta los
valores de x que son menores que a. Analogamente, para x = «¢* s6lo deben tomarse
en cuenta los valores de x que son mayores que a.

En el siguiente teorema se describe la relacion entre los limites y los limites unila-
terales.

TEOREMA (2.9) Sea @ un punto contenido en un intervalo abierto y f
una funcion definida en todo el intervalo, excepto posi-
blemente en @. Entonces lim, ., f(x) = L si y sélo si
B L S0 & e ),

Este teorema (que se puede demostrar usando la Definicion (2.10) de la Seccién 2.3)
dice que el limite de f(x) cuando x tiende a a existe si y sélo si los limites por la derecha
y por la izquierda existen y son iguales.

EJEMPLO 3 Sea f(x) = |—I Calcular lim f(x),

I..ll'r x I_"ﬂ-l-

}ﬂ} f(x) y lim S(x).

Solucien Enla Figura 2.18 hay un croquis de la gréfica

= de f. Notese que f no estd definida en x = 0.
Six > 0, entonces |x| =x ¥ f{x) = xfx = 1. Porlo
! tanto,
Im Ffix}= 1lm 1 = 1.
x—+0 . L 2t Ths
Si x < 0, entonces |x| = —x vy f(x) = —x/x = —1. Por tanto,

Iim f(x) = lim (1) = —1.

b i T s

Como los limites por la derecha v por la izquierda no son iguales, del Teorema (2.9)
se deduce que lim,_ 4 f(x) no existe. e

EJEMPLO 4 Sea fla funcién definida parte por parte co-

mo sigue
\ 2—x para x<|1
= {xl + ] para x> 1
B x Evaluar lin}_f(x), lirr}+f{x) y 11'_1'1*11 J(x).

Solucion En la Figura 2.19 aparece un croquis de la grédfica de f. Notese que la
grafica no tiene ningun punto con abscisa 1. Claramente,

lim f(x)= lim (2 —x) =1

o ) (R et R

lim f(x)= lm (x2+1)=2

E s 6 g x—+14 o
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FIGURA 2.20

4
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Como los limites por la derecha y por la izquierda no son iguales, por el Teorema (2.9),
lim,.; f(x) no existe.

EJEMPLO 5 Trazar la grafica de la funcion f dada por

Determinar lim f(x), lim f(x) y lfrrln Flx)
1= x=+1" x—*

Solucion La grafica se tiene en la Figura 2.20. Vemos que

La siguiente aplicacién utiliza los limites unilaterales.

EJEMPLO 6 Un gas (como el vapor de agua o el oxigeno) se mantiene a temperatu
constante dentro del cilindro mostrado en la Figura 2.21. Cuando el gas se comprim
el volumen disminuye hasta que se llega a una presion critica. Al rebasar esta pr
sion el gas se convierte en un liquido. Utilizar la grafica de la Figura 2.22 para interpre

tar y calcular

Solucion En la Figura 2.22 vemos que cuando la presién P (en torrs) es baja

FIGURA 2.21

3—x parax<l|
f(x) =<4 para x = |
x2 4+ 1 para x> 1

lim f(x)= lim 3 —x)=2

% an i | x=1"
Iim fix)= lim (x* 4+ 1)=2
x+1* e il

Como los limites por la derecha y por la izquierda son 1gua
les, del Teorema (2.9) se deduce que

]in:} Fix) = 2.

Adviértase que el valor de la funcién f(1) = 4 no desempe
fia ningun papel al calcular el limite. .

im ¥V y lim V

P—=+100 P=+1p071

FIGURA 2.22

AV
(UTROS)

GAS

|
100

g5 |

(TOR

=



8 f(x)
B f(x)
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sustancia es gaseosa y el volumen V (en litros) es grande. (La definicion de esta unidad
de presion, el forr o milimetro de mercurio, puede encontrarse en libros de fisica.) Cuando
P se acerca a 100 tomando valores menores que 100, V' disminuye y tiende a 0.8, es decir,
lim ¥V = 0.8
P—100"
Cuando P tiende a 100 tomando valores menores que 100 la sustancia es liquida
y V aumenta muy lentamente (los liquidos son casi incompresibles) tendiendo a 0.3,
es decir,
Iim V = 0.3
P—=10U*
Cuando P = 100 las formas liquida y gaseosa coexisten en equilibrio y la sustancia
no se puede clasificar como gas ni como liguido. v

CICIOS 2.2

30s 1-6: Consulte las graficas para calcular los 4. Ly
aj-(f), si es que existen. 1

®) lim f) () lim /() 1 /

(e) lim f(x) (f) lim f(x) T 7

E—+0F X+ i I I

Ejercicios 7-12: Trace la gréfica de la funci6n f defi-
nida parte por parte y determine los limites (a)-(c) si
es que existen.

(@) lim f(x) (b) lim f(x) (c) lim fi{x)

s N L i b X+

o .
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¥ 4] wpxend
N7 f(x) =<1 six =1
x+1 six>1
X3 $1 3= ]
8 (i) = <
/) {3—,1: §1 X > |
=1 six=1
9. fix)= :
Jx) J=% B>l
|x— 1| six#1
10. =
Jix) {I six=1
= 1 x < 1
X
Y11, flx)=4{x—1 -
] si x > |1
St T
R = = © 7
0 510 =1

Ejercicios 13-18: Calcule el limite, si es que existe.

x =4 b g g
x4 x —4 a . | x -+ 5|
| x — 4] a5
b) 1 — b 1 ——
[}tﬂ:ll'l 7 E}tmi L
#=g X =t wi—n |B+5]
15. lim (Vx+6+x 16. Iim (v5—2x—x%)
X ﬁl .'I.'—*_:r -3-
17. 1 I 18. i :
= 1m 2 im
X0t -1-3 xag— X — 8

Ejercicios 19-30: Utilice simplificaciones algebraicas
como ayuda para evaluar el limite, si es que existe.

x4
19, lim ——
=2 X — 2
Pt —bxt =3
20. lim -
== R 3
i, e
*21. lim —
21 s | 2.";“.: -+ 5_\- =— T
5 re 4+ 2r — 3
. lim —
ra— 31 -.'rf'+ f:’.
A 3. 1 e = 13x — 10
« AT - =
s 2XY = Tx — 15
] a8 k*? — 16
s N N25, lim———
24. _}Ti i B kosid e e D

L 27,

x +-h)* —x?
2%. lim o) —%
h=0 h
(x + h)* — x° .
m - 28. lim ——
h—=0 h hI_l:I; I it}
B -8 1
29, lim 30. lim
h—-—lh‘|‘2 nqlnnm—fﬂ

31. La figura muestra una grafica tipica de la fuerza
de aceleracion a la que se ven sometidos 1os
tronautas durante el despegue de una nave espa-
cial que tiene dos cohetes de impulso. (Una fuerza
de 2G es 1gual al doble de la fuerza de la grave
dad G; una de 3G es el triple de la gravedad, e
cétera.) Sea £ (1) la fuerza en unidades G a los
f minutos de vuelo. Calcule e interprete:

(a) lim F(r)

r—!
(b) lim F(t) ¥ lim Fi{r)
Ry JAL R [y Fic e
lc) im F(1) v lim Fir)
=8 [
EJERCICIO 31
& [ir)
(UNIDADES &)
()} HPRIMER
IMPLULSOR
B LEGUMDI
[APLILSOR
ﬁ -
4 ASTRONAVE
2d /
| I | ]

fd =
b
P
Lh

(M Nr}

32. Un paciente recibe una dosis inicial de 200 mg
(miligramos) de cierto medicamento. Posterior
mente se le administran dosis de 100 mg cada
horas. La figura muestra la cantidad y(¢) del me
dicamento en la sangre a las ¢ horas. Calcule &
interprete lim,_ g y(#) v lm,_ g y(7).

EJERCICIO 3%

HM} [ -
‘-\\_

300

R{8b e O\-

100

20 i
(HORAS)



ercicios 33-38: El resultado enunciado se puede F_g

2.3 Definicién formal de limite 67

smprobar con métodos que se exponen en capitulos 35. HH}; = x> 9.89
wsteriores. Use una calculadora para verificar el re- R
stado sustituyendo x por varios numeros reales. Ex- S 2* —_3 < 1139
igue por qué no se puede demostrar la existencia del s~y X =1 '
mite usando la calculadora. 41x1 4 glel\ 1l
- i 37. lim =16
lm (1 4+ x)'7* = 2,72 i 2
x—1
s lim (1 4+ 2x)** >~ 4034 38. lim |x[*=1
0 x=0

12.3

DEFINICION FORMAL DE LIMITE

En la Seccion 2.2 se definié informalmente lim,_., f(x) = L diciendo que f(x) puede
acercarse arbitrariamente a L escogiendo a x suficientemente proximo a a (con x # a).
Esto es una buena descripcion de Iimite, pero le falta precision matematica debido a
la vaguedad de las expresiones acercarse arbitrariamente a v suficientemente cerca de.
En esta seccion se dara una definicion formal que puede usarse para formular demos-

traciones rigurosas de las propiedades de los limites y sus resultados.
La clave para llegar a una definicion satisfactoria esta en observar que se debe po-

der hacer a | f(x) — L| tan peguefio como se quiera escogiendo x lo suficientemente
cerca de @ (con x # a), es decir, eligiendo a x tal que |x — a| sea suficientemente peque-
fio (y x — a # 0). En calculo es costumbre usar las letras griegas ¢ (épsilon) v 6 (delta)
para denotar numeros reales positivos muy pequefios. Decir que | f(x) — L | puede ha-
cerse tan pequeiio como se quiera significa que para fodo £ > 0, pueden encontrarse
valores de x tales que

| fix) — L| <&
Por (1.3) (1) esta 1gualdad es equivalente a
—p flxi— L < oben L-—sxflx)<ite

Andlogamente, para expresar que |x — «| es suficientemen-
te pequenio (v que x — a ¥ 0) puede usar la desigualdad

fx-al<d 0< |x—a| <é paraun § > 0.

Usando de nuevo (1.3) (1) se ve que esto equivale a

Lo ]
S |
+'|-|.._‘.._,.I_L
. |

a—o6<x<a+ o y X ¥ a.

En la Figura 2.23 se tienen las graficas de estas desigualda-

[' : L des sobre rectas coordenadas /v /', respectivamente. En ellas
: : ] -}-, £ y 6 deben considerarse numeros muy pequefios tales como
0oL L+e 0.0001 o 0.0000001. EIl circulo pequetio en la Figura 2.23 (i)

indica que x ¥ a.
Esta notacion se utiliza en la siguiente definicion.




ALTERNA DE LIMITE i | F e = L

DEFINICION DE (2.10) | Sea ¢ un punto de un intervalo abierto, sea f una fun-

CAPITULO 2 e LIMITES DE FUNCIONES

LfMITE cién definida en todo el intervalo excepto posiblemente
en @, v sea L un numero real. Entonces

lim f(x) =L

K=+l

significa que para todo ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que

si 0.< |x¥—al < &, entonces | fex)—L| < e

A veces es conveniente usar otra forma de la Definicidn (2.10) en la que las dess
gualdades con valor absoluto se enuncian en terminos de intervalos abiertos (vease &

Figura 2.23).

DEFINICION (2.11) | La expresién

X—=il
significa que para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que
siempre que x esté en el intervalo abierto (¢ — 6, a + 0)
y X # a, entonces f(x) se encuentra localizada en el in-
tervalo abierto (L — ¢, L + £).

Si f(x) tiene limite cuando x tiende a a, entonces el limite es unico. En el Apéndio
IT se da una demostracion de este importante teorema.
Para comprender mejor la relacion entre los nimeros positivos € y 6 en las Defin
ciones (2.10) y (2.11), utilizaremos interpretaciones geometricas parecidas a las de !
Figura 1.37. El dominio de fse representa por algunos puntos sobre una recta coord
nada /, v el contradominio por otros puntos sobre una recta coordenada !'. El proces

de limite se puede describir como sigue.

Para demostrar que lim f(x) = L:
X—=il

Paso 1. Paratodo e > O se considera el intervalo abierto (L — ¢, L + ¢)enel COntrs
dominio de f (véase la Figura 2.24)

Paso 2. Se demuestra que existe un intervalo abierto (¢ — 6, @ + 9) en el dominio ¢
[ para el que se satisface la Definicion (2.11) (véase la Figura 2.25).

FIGURA 2.24 FIGURA 2.25
= 7 P . R N
5 | w \ i I
¢ : \ a—=58 x a a+ &
= T ] F
L — = k. L + &
{ | i
( e —
L —& fixy L L+ &
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Es muy importante recordar que primero se considera el intervalo (L — g, L + ¢)
v después se demuestra que el intervalo (@ — 6, @ + 6) con las caracteristicas deseadas,
existe en ¢l dominio de f. Para recordar este orden de cosas es conveniente imaginar
la funcién fcomo un cafidén que dispara una bala desde el punto en / con coordenada
x al punto en [/’ con coordenada f(x), como se ilustra en la Figura 2.25 por medio de
ia flecha curva. El primer paso se puede considerar como el poner un blanco de radio
£ con la diana en L. En el Paso 2 se debe encontrar un intervalo abierto que contenga
a @ punto en el que se debe emplazar el canon de manera que la bala pegue en ¢l blanco.
Por cierto que no hay garantia de que acierte a la diana, pero si lim, ., f(x) = L se
puede lograr que la bala haga impacto tan cerca del centro como se quiera.

El nimero 6 en la definicién de limite no es unico, pues si algua valor especifico
& la satisface, entonces cualguier numero positivo 6 menor también la satisface.

En el siguiente ejemplo se verifica el valor de un limite utilizando la Definicion (2.10).

EJEMPLO 1 Comprobar que lim 1(3x — 1) = 4.

x—4

Solucion Sean f(x) = '!Bx—1),a =4 y L = 4. De acuerdo con la Defini-
con (2.10), debemos demostrar que para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que

si 0<|x—4|<d, entonces |;(3x—1)—4|<e.

Para tener una idea de como elegir 6 podemos estudiar la desigualdad en que interviene
£. La siguiente es una lista de desigualdades equivalentes:

143x — 1) — 4| <
Bx—=1)—11]|<¢

|3e— 1 —11|=2¢

|36 — 12| < 2¢
3|:-:—4 < 2
|x — 4| < 3¢

La ultima de éstas da la pista que necesitamos. Tomando 6 = 3¢, si0 < |x — 4| <
4, entonces se satisface la ultima desigualdad de la lista y, como todas ellas son
equivalentes, la primera también se satisface. Entonces, por la Definicion (2.10),
i, s Gx—1) = 5. :

Fue relativamente facil usar la definicion de limite (2.10) en el Ejemplo 1 porque
f(x) era una expresion sencilla de x. Los limites de otras funciones mas complicadas
también se pueden verificar aplicando directamente la definicion; sin embargo, la tarea
de demostrar que paratodoe > 0existeuné > 0 adecuado, a veces requiere de mucho
Ingenio.

Se interpretaran ahora las Definiciones (2.10) y (2.11) usando la grédfica de f
gue se muestra en la Figura 2.26. Dado cualquier £ > 0 consideramos el intervalo
(L — g, L + ¢£) sobre el eje v v las rectas horizontales y = L + g. S1 existe un inter-
valo abierto (¢ — 6, ¢ + &) tal que para todo xen (a — 6, @ + &), excepto posible-
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mente para x = ¢, el punto P(I, f(x)) se encuentra entre las rectas horizontales —e:
decir, dentro del rectangulo sombreado que se tiene en la Figura 2.26— entonces

L—e<flx)<L+e¢

y por lo tanto lim,_, f(x) =
El siguiente ejemplo ilustra cdmo se aplica a una funcion especifica el procedimien-
to geomeétrico presentado en la Figura 2.26.

FIGURA 2.26 FIGURA 2.27
Ly = 1 Ay I
P V=t + e
il /
L—e¢ 2 S &

EJEMPLO 2 Demostrar que lim x? = >

X

Solucién Consideremos el casoa > 0. Se aplicara la Definicion Alterna (2.11) cos
f(x) = x* y L = a*. En la Figura 2.27 aparece un croquis de la grafica de f junte
con unos puntos sobre los ejes x y vy que corresponden a @ vy a°, respectivamente.
Para cualquier nimero positivo e consideramos las rectas horizontales y = a° —
y _}' a* + ¢. Estas rectas cortan a la grafica de fen puntos con abscisas V' a® —
Ja* + ¢, como se ve en la figura. Si x est4 en el intervalo abierto (or — e, +Ja% F g)
entonces

TR e e
'-.,,'ﬂ — i {l{\jﬂ

Por lo tanto, a° —g<xt<atte
es decir, f(x) = x* esta en el intervalo abierto (a” — ¢, @* + ¢). Geométricamente

esto significa que el punto (x, x°) sobre la grafica de f se encuentra entre las dos ret
tas horizontales.

Escojamos un niimero 6 menor que \/a®> +& —a y a —+/a® — &, como se ilus
tra en la Figura 2.27. Resulta que 51 X esta en el mtervalo (¢ — 6, ¢ + 8), entor
ces x también estd en (\/a® — &, \Ja? + £) y, por lo tantn f(x) estd en el interval
2 + ¢). Por la Definicién (2.11), lim,_, x* = a”. Aunque sélo hemos com
siderado @ > 0, se ve que puede aplicarse un razonamiento andlogo parae¢ < 0.

Los siguientes dos ejemplos, que se estudiaron también en la Seccidn 2.2, muestrs:
como puede usarse la interpretacion geométrica ilustrada en la Figura 2.27 para demos
trar que algunos limites no existen.
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1
EJEMPLO 3 Demostrar que lim —-no existe.

x—=0 N

Solucién Procedamos de manera indirecta. Supéngase que existe un nimero L tal

que

fin = 1

x+0 X

Consideremos cualquier par de rectas horizontales y = L + g, como se ilustra en la Fi-
gura 2.28. Como estamos suponiendo que el limite existe, deberia ser posible encontrar
un intervalo abierto (0 — 8, 0 + &), o equivalentemente (—8, ), que contuviese al 0,
talquesi—6 < x < & y x #0, el punto (x, 1/x) de la grafica estuviese entre las rectas
horizontales. Sin embargo, como 1/x se puede hacer tan grande como se quiera esco-
giendo x cerca de 0, no todos los puntos (x, 1/x) con abscisa diferente de cero en (=96, 6)
tienen esta propiedad. Por tanto nuestra suposicion es falsa, es decir, €l limite no
existe. o

FIGURA 2.28 FIGURA 2.29
$¥ yv=L 4+ g 4+
e
/ I
! =5 | 3 S
po= il -
-4 B
X !
EJEMPLO & Sea f(x) = |— Demostrar que Il'ngJr f(x) no existe.
X x—
Solucién Six > 0, entonces |x|/x = x/x = 1y, por lo tanto, la grafica de fa
la derecha del eje y coincide con la recta y = 1. Si x < 0, entonces |x|/x = —x/x =
—1, lo que significa que a la izquierda del eje y la grafica de f coincide con la recta
y = —1. Si fuese cierto que lim .y f(x) = L para algun L, estas observaciones impli-

carfan que —1 = L =< 1. Si consideramos cualquier par de rectas horizontales y = L +
g,con( < g < 1, como se muestra en la Figura 2.29, entonces para fodo intervalo (—é, 6)
que contiene al 0, existen puntos de la grafica con x diferente de cero en el intervalo,
gue no se encuentran entre estas dos rectas. De esto se deduce que el limite no
existe. ®

El siguiente teorema afirma que si una funcion f tiene un limite positivo cuando
x tiende a a, entonces f(x) es positivo en todos los puntos de algin intervalo abierto
gue contenga a a, excepto posiblemente en a.
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FIGURA £.30

L se ilustra en la Figura 2.30. Por la Definicion (2.11), existe

CAPITULO 2 e LIMITES DE FUNCIONES

TEOREMA (2.12] Si lim, ., f(x) = L y L > 0, existe entonces un inter-
valo abierto (@ — 8, a + &) que contiene a a, tal que
f(x) > 0 para todo x en (2 — 8, @ + §), excepto posi-
blemente x = a.

Demostracion Considérese el punto en una recta coordenada que corresponde al nu-
mero positivo L. Si se elige ¢ = 4 L, entonces el intervale
(L — g, L + £) contiene solamente numeros positivos, como

un 6 > 0 tal que s1 x esta el intervalo abierto (@ — 6, @ + §)

EJERCICIOS 2.3

: ) - . |
3 g Yy X ¥ a, entonces f(x)estaen(L — &g, L. + ¢)y, porlo tan-
to, f(x) > 0. .«

existe un intervalo abierto I que contiene a a tal que f(x) < 0 para todo x en I, excepte
posiblemente para x = a.

También se pueden dar definiciones formales para los limites unilaterales. Para el
limite por la derecha x.—> a*, basta cambiar por 0 < |x — a| < & la condicién a <
X < a + 6 en la Definicion (2.10). En los términos de la Definicion Alterna (2.11) hay
que restringir x a la mitad derecha (a, a + 6) del intervalo (¢ — 6, a + ). An::ilng_,
mente, para el limite por la izquierda x = ¢, secambia0 < |[x —a| < épora—4 <
x < aen(2.10). Esto equivale a restringir x a la mitad izquierda (a — 6, a) del intervale
(a—6,a + 6) en (2.11).

Ejercicios 1-12: Demuestre que el limite existe usan- Ejercicios 13-18: Use el método grafico ilustrado &
do la Definicion (2.10). el Ejemplo 2 para verificar el limite suponiendo que
a > 0.
1 lim3x=12 2. lim(—4dx)= —20 .
e x5 13. lim x*=4° 14. lim(x* + 1)=a* +
J. im(x—-3)=7 4. lim (2x+1)= =3 A geant
x2 -3 15. lim x* = a® 16. lim x* = a*
5. lm (10 —-9x)=64 6. lim(8x— 15)=17 aad 2 g i B
L x4 17. lim -\/; == -.,,.,."f{{ 18. 1im -».1‘:.' - {EI
7. Hm 5=35 8. Iim3i=3 L x—a
x—=3 x= 5
) o - Al Ejercicios 19-26: Use el método ilustrado en los Ejem=
2. E_.mnc = Cpara IRUCS QUL A HUGICEOS BRies & 3 € plos 3 v 4 para demostrar que el limite no existe.
. : |:~: - 3| . x+ 2
: _ Al 19. lim— 20. lim
10. i]ﬂ(g )-—-—E e e i I+2]
1. 1 3x + 3 - 2x — 10
r = L . lim —— . lim——
11. !cli"l} X = g para todo numero real a. em—1 |X+ 1] s |X =5
2. ki - iera nui- e S |
1 !3{%("15 + b) = ma + b para cualesquiera ni 23. lim -, 24, lim ———

meros reales m, b v a. o) xoa X —4
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I ) 1 29. Sea f definida por las condiciones: f(x) = 0
- : Zﬁ'- ]l.m r > = EJ = " - .
X+ 5 il — 1y si x es racional y f(x) = 1 si x es irracional.
E _ . Demuestre que para todo numero real a,
: un ejemplo de una funcion f definida en @ tal lim._.f(x) no existe.

= im, ., f(x) existe pero lim,, f(x) # f(a).
30. ;Por qué no se puede aplicar la Definicidn (2.10)

smuestre que si f es la funcion mayor entero para investigar lim, , Vx?
' &5 un entero, entonces lim, ., f(x) no existe.

4 METODOS PARA CALCULAR LIMITES

Si fes una funcion constante, entonces existe un numero real
c tal que f(x) = c¢ para todo x. La grafica de f es la recta
horizontal ¥y = ¢ que se ilustra en la Figura 2.31. Es evidente
que f(x) tiende a ¢, o que f(x) se puede acercar arbitraria-
mente a ¢, puesto que f(x) toma el valor ¢ para todo x. Por
lo tanto,

A=l

" (2.13) l lime = e

Esto es también una consecuencia directa de la Definicion (2.10) (véase el Ejercicio 7

de la Seccidn 2.3).
Con frecuencia se dice que el limite de una constante es la propia constante para

describir el limite (2.13).

EJEMPLO 1 Evaluar lim8, lim 3 y lim 0.

Xy x—=+8 X =4

Solucion  Aplicando (2.13),
Iim8=8, lim3=3 y 1Im0=0-=-

x—+A x—+8 —+a
Consideremos ahora la funcion lineal fdada por f(x) =
: x para todo x. La grafica de fes larecta y = x que se ilustra
= If en la Figura 2.32. Como f(x) = x, es evidente que f(x) tien-
3 e de a ¢ cuando x tiende a 4. Usando la notacién de limite:
\ E ju
1) i . .
r  a £ L T

Es facil demostrar (2.14) usando la Definicion (2.10).

EJEMPLO 2 Evaluar limx y lim x.
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Solucién Por (2.14),
lim 1:,\/5 Y lim x= —4 =

g+ 2 x—+—4

M4s adelante se verd que las férmulas (2.13) y (2.14) se pueden usar como base
para calcular los limites de expresiones muy complicadas.

Muchas funciones pueden expresarse coOmo sumas, diferencias, productos y cocien-
tes de otras funciones. En particular, sea s la suma de dos funciones [y g, de manera
ques(x) = f(x) + g(x) paratodo xen el dominio de s. Si f(x) y g{x) tienen limites
L y M, respectivamente, cuando x tiende a a, es de esperarse que s(x) tenga como limit
L + M, cuando x tiende a ¢. El siguiente teorema afirma que ¢ste y otros enunciadc
analogos para productos y cocientes son ciertos.

A==l

TEOREMA (2.15) | Silim f(x)i= Ly lim g(x) = M, entonces
@) lim [f(x) + 9(x)] = L + M
(i) Llﬂ} [f(x): g(x)] =L - M
Y T T
(111} Llﬂ [ﬁ_ = H, s1 M #+ 0
(iv) Lim Icf{x} = cL, para todo numero real ¢

) lim [f() = 9] = L =M

Aunque intuitivamente las conclusiones del Teorema (2.15) son evidentes, sus
mostraciones son bastante técnicas. En el Apéndice II se pueden encontrar demostr
ciones para (i)-(iii) basadas en la Definicion (2.10). La parte (iv) del teorema se ded
facilmente de la parte (ii) y de (2.13), como sigue:

lim [¢f(x)] = [lim {:] |:11’111 f[:x:}—l =¢L.

Finalmente, para demostrar (v) se¢ escribe
f(x) — glx) = f(x) + (= g(x)

y se utilizan (i) y (iv) cen ¢ = —1.
El Teorema (2.15) se escribe con frecuencia como sigue, siempre y cuando los limit
de f(x) y g(x) existan.

(i) lim [ f(x) + ¢g(x)] = lim f(x) + lim g(x)

el = e X=¥il

(i) lim [ f(x) - ¢g(x)] = lim f(x) - lim g(x)

i) lim f(x)
(i) Hm |l | =222 silim g(x) #0
x—a | g(x) | limg(x) xa

X
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(iv) lim [cf(x)] = ¢ (]im f{x}]

Jr B el

(v) lim [f(x) — g(x)] = lim f(x) — lim g(x)

Fo B ¥ s o |

Se usara el Teorema (2.15) para demostrar el siguiente resultado.

TEOREMA (2.16) | Si m, by a son numeros reales arbitrarios, entonces

lim (mx + b) = ma + b
s ey

Demostracion De (2.13) y (2.14) se sabe que

lim m = m, m x = a y im & = &,

Xt E ot ¢} AR

Entonces por (i) v (iv) del Teorema (2.15),

lim (mx 4+ b) = lim (mx) + lim b

X X—r{I X+
=ml imx}+ b
e b
= ma + b.

Este resultado también puede demostrarse directamente a partir de la Definicion (2.10)
(véase el Ejercicio 12 de la Secciéon 2.3). o

Si fes una funcion lineal, entonces de acuerdo con el Teorema (2.16), lim,.., f(x)

se puede calcular simplemente sustituyendo x por . En la Seccidon 2.5 se estudiaran
muchas otras funciones que tienen también esta propiedad.

EJEMPLO 3 Calcular lim X +24

=2 Sx + 7
Solucién El numerador y el denominador del cociente son funciones lineales cu-
yOs Iilmitﬂs existen, de acuerdo con el Teorema (2.16). Ademas el Iimite del denomina-
dor no es 0. Entonces, por el Teorema (2.15) (iii) y el Teorema (2.16),

o Berd B a4 g0
=29 +7 IHm@Gx+7 52+7 17
e i )

El Teorema (2.15) se puede generalizar a limites de sumas, diferencias, productos
v cocientes de mas de dos funciones.

EJEMPLO 4 Demostrar que para todo ntiimero real ¢, lim x° = a°.

A=
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Solucién Como lim,.., x = 4,

lim x* = lim (x - x * x)

X—+d L=

=2 (Hm x) : (lim x) . (iim :{)

:ﬁuu.a:ﬂ'} L]

El método empleado en el Ejemplo 4 se puede aplicar a x" para cualquier enter
positivo n. Basta escribir x” como un producto x * x * ~r° * xden factores y lueg
tomar el limite de cada factor. Esto da la parte (i) del siguiente teorema. La parte (i
puede demostrarse usando el Teorema (2.15) (i1).

TEOREMA (2.17) Sea n un entero positivo. Entonces
(if) lim LA = [1_i:ﬁ1 S (jsr)] " siempre y cuando

e lim f(x) exista.
X—=

EJEMPLO 5 Calcular lim (Gx + 4).
Solucién  Aplicando (2.17) (ii) y el Teorema (2.16),

5
lim (3x + 4)° = [h'm (3x + 4}] = [3(2) + 4)°
o - _ 10° = 100,000 °

EJEMPLO é Calcular lim (5x° + 3x% — 6).

x—=—2
Soluciéon  Procederemos como sigue (justifiquese el razonamiento):

lim (5x> + 3x? —6)= lim (5x%) + lim (3x%) — lim (0)

i ek = x—=+ =2 ==y
—5 lm (x)+3 lm (x*)—6
A= xow=3
= 5(—2)P +3(—2 -6
= 5(—8)+34) —6=—34 .

El limite en el Ejemplo 6 es el numero que s€ obtiene al sustituir x por —2 en

3x2 — 6. El siguiente teorema afirma que esto mismo sucede para los limites de ¢
quier polinomio.

TEOREMA (2.18) | Si fes un polinomio y 2 es un nimero real, enton]
lim f(x) = f(a) -

X==dl
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Demostracion Se puede escribir f(x) en la forma

Jx) =bx" + by X" + -1+ by
para algunos numeros reales b,, b,.,, ..., by. Como en el Ejemplo 6,
lim f(x) = lim (b,x") + lim (b,_;x" ') + * =+ + lim b,

= b, lim (x") + b,_, im (x"" 1) + - - - + lim b,

B ofn T | Xo==g AT

=ba" +b,_a"* + -+ by = fla) o

COROLARIO (2.19) | Si g es una funcién racional y @ esté en el dominio de
K it . a1

Demostracion Puede escribirse g(x) = f(x)/h(x), donde fy A son polinomios. Si
a esta en el dominio de g, entonces A(a) # 0. Usando el Teorema (2.15) (i11) y (2.18),

lim f(x)
P Lol T TR
AR = ot Wa)

L i
EJEMPLO 7 Calcular lim X —2x+ 1
x—+3 gye-—ulf

‘Solucién Aplicando el Corolario (2.19),
i St =2k 5(3)% m32[3} + 1
x5 4x* — 7 4{3] — 7

_45—6+1_4D

T 108 -7 101

El siguiente teorema expresa que para las raices enteras positivas de x el limite se
puede obtener por sustitucion. La demostracion utiliza la definicion formal de limite

(2.10) y se puede ver en el Apéndice II.

TEOREMA (2.20) Sia > 0y n es un entero positivo, 0sia < 0y nesun
entero positivo impar, entonces |

i _;.;t—-rﬂ |

Si m y n son enteros positivos y ¢ > 0, entonces usando el Teorema (2.17) (i) y

el Teorema (2.20),
lim (3/x)" = (lfm :.:’I) = (%/a)"

B | X=rd
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En términos de exponentes racionales,

mi'n

lim x™" = g

A

Esta férmula puede ser generalizada al caso de exponentes negativos escribiendo x™ =
1/x" v aplicando el Teorema (2.15) (i11).

2/3 =
EJEMPLO 8 Calcular Ilﬁ 4= (16/%)

Solucién Procederemos como sigue (justifiquese el razonamiento):

—  lim (x*° 4+ 3Jx
’ 2% 3?:}: .1:—'3[ vV ]
lim =

s 4—(16/x)  Lim [4 — (16/x)]
x=*i

lim x*3 4+ lim 3./x
=g x—+8

lim 4 — lim (16/x)

A= x—+8

827 4 38
4 —(16/8)
_4+6y2
e 2

:2+3'\.E'

TEOREMA (2.21) Si una funcién ftiene un limite cuando x tiende a g, en»
tonces | |
lim §/7) = %/ lim /9

siempre y cuando n sea un entero positivo impar o bie
n sea un entero positivo y lim,_,, f(x) > 0.

El teorema anterior se demostirard en la Seccion 2.5. Mientras tanto se usara si
demostrarlo para adquirir experiencia en la determinacién de limites en los que in
tervengan raices de expresiones algebraicas.

EJEMPLO 9 Calcular lim ¥/3x* —4x + 9.

P i e

Solucién Usando los Teoremas (2.21) y (2.18),

lim /3x2 — 4x + 9 = Jlim (3x? — 4x + 9)

A5 & 7

= Y7520+ 9 =364=4 .

No hay que confundirse por los ejemplos anteriores: No siempre pueden calculars
los limites simplemente por sustitucion. A veces es necesario usar otros medios. El s&
guiente teorema se refiere a tres funciones f, k y g, de las cuales 4 (x) se encuentra siem
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pre Clntercalada’ entre f(x) y g(x). Si fy gtienen el mismo limite L cuando x tiende
4 a, entonces A debe tener el mismo limite, como se enuncia a continuacion.

-

TEOREMA (2.22) | Supongase que para todo x en un intervalo ah:ﬂr‘ﬁa que F
DE !,A ‘contiene a g, E:Ecept‘ﬂ pﬂslblementﬂ parax = a, f {ﬁ’) =

ALACION i h (x} = g(x). | i ; .]

I. Hﬂé J(x) '_T- hm ﬂ{-’f}, Entﬂncﬂs hm h(x) =

En el Apéendice II puede encontrarse una demostracion
del Teorema de la Intercalacion basada en la definicion de

v = gx)

- \ limite. El resultado es intuitivamente cierto desde el punto
| I_r = H) [~ de vista geométrico. En efecto, si f(x) =< A(x) < g(x), para
- todo x en un intervalo abierto que contiene a x, entonces la

\\ grafica de h esta interpuesta enfre las graficas de f y g en ese

intervalo, como se 1lustra en la Figura 2.33. 51 f v ¢ tie-
nen el mismo limite L cuando x tiende a @, entonces eviden-
temente, A también tiene el limite L.

y-= fiz)

- Y

EJEMPLO 10 La funcidn seno tiene la propiedad de que —1 < sent < 1 para todo
numero real 7. Usar este hecho y el Teorema de la Intercalacion para demostrar que

1

Iim x%sen =0
Soluciéon Podemos escribir
1
— 1 =Ssen— = |
X

para todo x # 0. Multiplicando por x* (que es un numero positivo cuando x # 0), ob-
tenemos

1
—x% £ x* sen— < x2.
X
Como Iim(—x3)=0 y Imx*=0
x—*0 x—+1{)
se deduce del Teorema de la Intercalacion (2.22), con f(x) = —x> y g(x) = x?, que

] T
lim x*sen— =20 .
x—} X

Para los limites unilaterales se pueden demostrar teoremas andlogos a todos los teo-
remas sobre limites enunciados en esta seccion. Por ejemplo,

lim [ f(x) 4+ g(x)] = lim f(x)+ lim g(x)

.-pﬂ"' x_’.u'f x-"ﬂ-'-
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y lim {/f(x) = ¢/ lim f(x)

I""ﬂ-l- x—'h-u'}

con las restricciones acostumbradas acerca de la existencia de los limites y las raices
n-ésimas. Existen también resultados andlogos para los limites por la izquierda.

EJEMPLO 11 Determinar lim (1 + vx — 2).

b s 0

Solucion Aplicando teoremas sobre limites (unilaterales),

FIGURA 2.34

Fo S———
t | =14 Ve =2|

=m=F

\ lim (1 + \/E—_Z}: lim 14+ lim x — 2

: / x—+2* x-a 2 X2t
T [ 4+ lim (x —2)

i {o e A

=14+0=1

I

| 1 1 |
| ]I' L] = : T Ll
X

La graficade f(x) = 1 + vx— 2 estd trazada en la Figura 2.34. Notese que no hay
limite por la izquierda puesto que Vx — 2 no es un numero real si x < 2. :

EJEMPLO 12 Enla Teoria de la Relatividad, la formula de Lorentz para la contraccio

v?
oo

da la relacidn entre la longitud L de un objeto que se mueve con velocidad v respecte
de un observador, vy la longitud L, en reposo, donde c es la velocidad de la luz. Ests
férmula indica que un objeto es mds corto cuando se esta moviendo que cuando se halis

en reposo. Calcular e interpretar lim,—..- L y explicar por qué se requiere un limite pos
la izquierda.

Solucién Aplicando teoremas sobre limites (unilaterales),

P
lim L= lim Ly |1 ——
g f=tc™ C
2
L, lim \/ b
s i e
)
L o AN ¢

Por lo tanto, si la velocidad de un objeto pudiera acercarse a la velocidad de la |
entonces su longitud (dimension en la direccion del movimiento), medida por un obse:
vador en reposo, tenderia a cero. A veces se usa este resultado para justificar la teors
de que la velocidad de la luz (aproximiadamente 3.0 X 10° m/s, o bien 186 000 mi/
es la velocidad extrema del universo; es decir, ningta objeto puede llegar a tener
velocidad mayor que o igual a c.

El limite por la izquierda se necesita porque J1 — (v*/c?) no es un nimero r
§1 wiug. o
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:'—__ [3'13 — x4 T] ¢
e 3

-4 4

B .

2.4 Metodos para calcular limites

s 1-40: Calcule el limite, si es que existe.

im (5x° — 9x — §)

o 7 1

lim (3t + 4)(7t — 9)

==y

Hm /x* —dx + 1

Xt

dxt —6x+4+ 3
oy I- : 1!
- E 8 _f_l.ri-lz 16x3 + 8x -7
10. lfm 1._."5
s )
2x* + 5x—3 , x+3
m — - 12. lim
22 6x* — Tx + 2 -3 (/%) + (1/3)
il o Ay
M. i
-r;"_ B -3 I.lx == Z}L
B 16 x*+8
16. lim -
x _4 = =1 i IE"
=1 _
9 18. lim(x — 3.1416)
x* 1 — I
- ) 20. lim (\/x +—.)
i .' — 1 t = l I—r]_ \X'I
2% + X3 16x%3
_ \'{._ : 22. lim PR—
X + x—+—-8349 — X'
. ! + SI — 3.:’:3 . I ——— :I'I
= 3 3 24. lim s
: 8 N —— 1 X1 A + T

4 16+ h

. h
B

x°— 1
B (30 — 49 — v

"{__.,-:. 2+ 433k +2

A — X 32.

5"

5 im /5 — x
x5

26.

28.

= Hm Yx® -1 34,

E—=T1

o lim 3x* -1

=1

an 3" — 1

' x—=1

i (3) (55
im [ — —
h—o \H 1 + h

lim (x + 4)%(x — 6)

x-*H

{3] lim 1.,..’3 (oo 3-'3
X2

(b) lim /8 — x°

B e

('C} lim \.I'E = _3!:3

x=e2

(a) lim x?%3
gk —

lim x%7
Fooe =

(c) lim x3/3

X~

(b)

81

36. lim xJ/9 — x2

35. lim (vx* — 25+ 3)

-y X+ 3=
-
x — 3)° 1
37, ffm Y9 W im0
gt = s0 10 \f(x + 10)?
1 42%— 10 dx* - 16
o T e R S PN T T
x5 X + 3 x—d X + 4

Ejercicios 41-43: n denota un entero arbitrario. Para
cada funcion f lleve a cabo el trazo de la grafica de

f y calcule lim__ ~ f(x) y lim_ .+ f(x).

41. f(x)=(-1)" sinsx<n-+1

X Sx=n

0 Sl x=n
- 'ﬂ“'}:{n Six #n

© = {1 Six #n

Ejercicios 44-45;: | | denota la funcién mayor entero
y n es un entero arbitrario.

44. Determine lim,_,-[x] y im,_,-[x].

45. Sea f(x) = x— [x]. Calcule lim ..,  f(x) ¥
hm_, . f(x).

46. Ponga de manifiesto que si lim,_, f(x) = L #0
y lim,_, g(x) = 0, entonces lim,._, [f(x)/g(x)]
no existe. (Sugerencia; Supongase que hay un nu-
mero M tal que lim,_, [ f(x)/g(x)] = M y con-
sidérese que

ffm f(x) = lim [J{] - @]

x—a x—a :-’;.'{I]

Use el Teorema de la Intercalacion y el hecho de
que lim_,(|x| + 1) = 1 para demostrar que
Hm, o(x? + 1) = 1.

47.

Use el Teorema de la Intercalacion con f(x) =
0y g(x) = |x| para demostrar que

48.

L

, =0
x=0y/x* + 4x + T

Demuestre que si ¢ es un numero real no nega-
tivoy 0 = f(x) < c para todo x, entonces
limx_*nxzf(x} - ﬂ.

Demuestre que lim,_o x*sen (1/4x) = 0. (Suge-
rencig: Véase el Ejemplo 10.)

49.

50.

51. La ley de Charles para los gases afirma que si la
presion permanece constante entonces la relacion
entre el volumen ¥ gue un gas ocupa y su tem-
peratura T (en grados C) esta dada por ¥ =
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52.

53.
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Vil + 51, T). La temperatura T = —273 “C &s
el cero absoluto.
(a) Calcule ':' lim V.

S

(b) ¢Por qué se necesita un limite por la dere-
cha?

Segun la Teoria de la Relatividad, la longitud de
un objeto depende de su velocidad v (véase el
Ejemplo 12). Einstein demostro también que la
masa m de un objeto depende de v segun la for-
mula m = my/y | — (0°/c?), donde my es la
masa del objeto en reposo. Investigue lim,_, -~ m
y utilice su resultado para justificar que ¢ es la
velocidad maxima en el universo.

Una lente convexa tiene una distancia focal fen
centimetros. Si un objeto se coloca a p centime-
tros de la lente, la distancia ¢ de la imagen a la
lente est4 relacionada con p y f por la ecuacion
de las lentes (1/p) + (1/g) = 1/f. Como se

EJERCICIO 53

CBJETO IMAGEN

‘.- - L] L]

54.

EJERCICIO 54

muestra en la figura, p debe ser mayor que fpa-
ra que los rayos converjan.

(a) Analice lim,_r+ §.

(b) ;Qué sucede a la imagen cunando p = f*1

Consulte el Ejercicio 53. En la figura del Ejerci-
cio 54 se muestra una lupa formada por una len-
te convexa. Bl objeto que serd amplificado se
coloca de manera que su distancia p a la lente
sea menor que la distancia focal f. La amplifica-
cion lineal M es la razodn del tamano (altura) de
la imagen al tamafio del objeto. Usando trian-
culos semejantes, M = gq/p, donde g es la dis-
tancia de la imagen a la lente.
(a) Calcule lim, 4+ M. (Por qué se necesita
un limite por la derecha?
(b) Investigue lim,_ - M. Explique lo que su-
cede al tamano de la imagen.

IMAGEN

P FUNCIONES CONTINUAS

En la definicion de lim,.., f(x) se hizo énfasis en la restriccion x # a. En varios ejem-
plos de la seccion anterior se vio que lim, .,

f(x) puede existir aunque fno esté defini-

da en @. Ahora se prestara atencion a los casos en que @ s€ halla en el dominio de f.
Si festa definida en @ y lim,_., f(x) existe, entonces esie limite puede o no ser igual

a f(a). Silim,.,, f(x)/(a) entonces fes continua en a,

finicion.

de acuerdo con la siguiente de-

DEFINICION (2.23)

Una funcién fes continua en un nimero a si se satisfa-
cen las tres condiciones siguientes:

(i) festa definida en un intervalo abierto que contiene
“a a.
(i1) im f(x) existe.
J—=a

(ifi) 1im f(x) = f(a).

Si fno es continua en ¢ entonces se dice que es discontinua en ¢ o que tiene una

discontinuidad en 4. Si fes continua en @, entonces por la Definicion (2.23) (1), hay
un punto (cr, f{(a)) en la gréfica de f. Ademas, como lim,_., f(x) = f(a), a medida
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{a, flaj)
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que x se acerca a @, f(x) se acerca a f(a), o bien, en
términos geométricos, el punto (x, f (x}} de la grafica

I T \ de f. se acerca al punto (a, f(a)) (véase la Figura 2.35).

\ A veces es conveniente pensar que las funciones que

\ son continuas en todos los numeros de un intervalo son

’ aquellas cuyas graficas pueden trazarse sin levaniar el la-
piz del papel; es decir, que las graficas no tienen inte-

o) rrupciones. Otra interpretacion de una funcion continua
es que un cambio pequeno en x produce solamente un

2.36

| ~-
5 1

cambio pequeno en el valor de la funcién f(x). Estas
descripciones no son completamente rigurosas pero con-
tribuyen a desarrollar una idea intuitiva de las funciones
continuas.

EJEMPLO 1

(a) Demostrar que un polinomio es una funcion continua en todo numero real a.

(b) Demostrar que una funcion racional es continua en todos los numeros reales de su
dominio.

Solucién

(a) Un polinomio festa definido en todo R. Por el Teorema (2.18), lim,., f(x) = f(a)
para todo numero real ¢. Entonces f satisface las condiciones (i)-(iii) de la Definicién
(2.23) vy, por lo tanto, es una funcidén continua en a.

(b) Si g es una funcidn racional, entonces ¢ = f/h, donde fy h son polinomios. Por
lo tanto g esta definida en todos los niimeros reales excepto en los ceros de A. Resulta
que si #(a) # 0, entonces g esta definida en un intervalo abierto que contiene a a. Ade-
mas, por (2.19), lim,_, g(x) = g(a). Aplicando la Definicion (2.23) se deduce que ¢
es continua en 4. B

En la Figura 2.36 aparecen las graficas de varias funciones que no son continuas
en el nimero real ¢ v se indican los nombres que se dan a tales discontinuidades.

tinuidad de salto (ii)Discontinuidad infinita (iii) Discontinuidad evitable (iviDiscontinuidad evitable

LAY LY Ly

.

En el caso de la discontinuidad de salto (i), los limites por la derecha y por la 1z-
quierda cuando x tiende a a existen, pero son distintos y por lo tanto, lim,_., /(x) no
existe, como se requiere en (ii) de la Definicidon (2.23).

Para la discontinuidad infinita (ii), no se satisface ninguna de las tres condiciones
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de la Definicion (2.23). En la Seccion 4.6 se estudiaran con mayor profundidad las dis-
continuidades infinitas.

Las discontinuidades evitables en (iii) y (iv) son parecidas porque lim,_., f(x) existe
en ambos casos. En (iii) lim,_, f(x) # f(a), pues fno esta definida en a; sin embar-
go, en (iv) lim,_, f(x) # f(a), a pesar de que f s esta definida en a. Si f es una fun-
cién que tiene una discontinuidad evitable en a y se define (0 se vuelve a definir) f(a)
como el nimero lim,_., f(x), entonces la (nueva) funcion resultante es continua en a.
Para ilustrar esto, en el Ejemplo 1 de la Seccion 2.2 (vease la Figura 2.14) se puede

definir la funcion f de manera que

[ v —9

=

f[\.] = 5 w,.;"II — 3
3] sx =Y

sl x £ 9

y entonces la funcién resultante f es continua en @ = 9. Con esto s¢ logra “‘evitar’ la
discontinuidad de la funcién original en a = 9.

I as funciones cuyas graficas se tienen en la Figura 2.36 parecen ser continuas en
los nimeros distintos de @. La mayoria de las funciones gue se usan en calculo son de
este tipo; es decir, pueden ser discontinuas en algunos ntmeros de sus dominios, pero

continuas en el resto del dominio.
Si una funcién f es continua en todos los nimeros de un intervalo abierto (a, b

se dice que f es continua en el intervalo (a, b). Andlogamente, una f uncion es continua
en un intervalo infinito de la forma (g, @) o bien (=, b), si es continua en todos los

ntimeros del intervalo. La siguiente definicion abarca el caso de un intervalo cerrado.
%4

DEFINICION (2.24) Sea funa funcion definida en un intervalo cerrado [a, &].
La funcién f es continua en [a, b] si lo es en (a, b) y_
ademas |

lim f(x) = f(@) y lim f(x) = f(b).

e g7

Si una funcién f tiene un limite por la derecha o por la izquierda como los g
aparecen en la Definicion (2.24), se dice que f es continua en a por la derecha o que
es continua en b por la izquierda, respectivamente.

EJEMPLO 2 Sea f(x)= V9 — x?. Trazar la grafica de ]
y demostrar que f es continua en el intervalo cerrado [-3, 3]
2

-

Solucién Por (1.12), la gréficade x* + y* = 9, 0 eq
valentemente la de y* = 9 — x?, es una circunferencia cor
centro en el origen y radio 3. Resulta que la graficadey =
V9 — x? y, por lo tanto la grafica de f, es la mitad superios
de esa circunferencia (véase la Figura 2.37).

Qi —3 < ¢ < 3 entonces, usando el Teorema (2.21),

lim f(x) = im 9 — x> = 9 — ¢7 = f(0).

X =t X
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Asi, por la Definicion (2.23), f es continua en c.

Segnin la Definicion (2.24), solo falta analizar los limites unilaterales en los extre-
mos del intervalo. Como

im f(x)= lim 9—x>=9—-9=0

X3 o et Y

|
=%

|
Ll
‘;—r"

f es continua por la derecha en —3. Y como también

im f(x)= lim V9 —x*=9-9=0=f(3)

x—~3- S T

fes continua por la izquierda en 3. Esto completa la demostracion de que f es continua
en [—3, 3]. .

Definir la continuidad en otros tipos de intervalos no ofrece ninguna dificultad.
Por ejemplo, una funcion f es continua en [a, b) o bien [a, ®) si lo es en todos los
numeros del intervalo mayores que a y si, ademads, f es continua por la derecha en a.

. Para que una funcion sea continua en intervalos de la forma (a, b] o bien (=%, b] se

requiere que sea continua en todos los numeros del intervalo menores que £ y que tam-
bién sea continua por la izquierda en b.

Cuando se requiera estudiar la continuidad de una funcion f es conveniente obte-
ner los intervalos mas grandes en los que f sea continua, como se ilustra en el ejemplo
siguiente. Por supuesto, f también es continua en cualquier subintervalo de €sos in-
tervalos.

EJEMPLO 3 Discutir la continuidad de fsi f(x) = _3:_ _—

Solucion La funcién no esta definida cuando el denominador x — 4 es cero (es de-
cir, para x = 4), o cuando el radicando x* — 9 es negativo (es decir, si =3 < x < 3).
Cualquier otro niimero real estd en uno de los intervalos (—e, —3], [3, 4), o bien (4, =).
La demostracion de que f es continua en cada uno de estos intervalos es parecida a la
que se dio en la solucion del Ejemplo 23. Por E]Eﬂlpiﬂ para demostrar la continuidad
en [3, 4) hay que demostrar que =

lim f(x) = flc) sid<c<4

B T

y también que Hm fi(x) = f(3).

2+

Se dejan al lector los detalles de la demostracion para éste y para los otros in-
tervalos. .

Los teoremas sobre limites de la Seccion 2.4 se pueden usar para establecer el si-
guiente teorema.

TEOREMA (2.25) Si las funciones fy ¢ son continuas en ¢, entonces tam-
bién lo son la suma f + ¢, la diferencia f — g, el pro-
ducto fyy, s1 g(a) # 0, el cociente f,ﬂ" q.
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Demostraciéon Si fy ¢ son ambas continuas en @, entonces lim,., f(x) = fla)y
lim,., 9(x) = g(a). Por la definicién de suma de funciones, (f + ¢)(x) = Flx) 5

g(x). Por lo tanto,
lim (/" + ¢)(x) = lim [ f(x) + g(x)]

= lim f(x) + lim g(x)

e X+

= [(a) + gla)
= (f + gla)

Esto demuestra que f + ¢ es continua en . El resto del teorema se demuestra de ma-

nera parecida. * °

Si fy ¢ son continuas en un intervalo I entonces f + ¢, f— ¢ ¥ fyson contin
en I. Si ademas ¢(a) # 0 para todo a en I, entonces f/ ¢ es continua en I. Estos resulta
dos se pueden generalizar a mis de dos funciones; es decir, las sumas, diferencias, pro
ductos o cocientes que involucran cualquier nUMero de funciones continuas son continu

(siempre y cuando no se anulen los denominadores). ‘/
En el Apéndice II se da una demostracion del siguiente resultado sobre limites ¢

funciones compuestas.

TEOREMA (2.26) Si fy g son funciones tales que lim, ., g(x) = b, y
f es continua en b, entonces .

lim £(g(0) = f(b) = f (ﬁm Q.Lf])-

El Teorema (2.26) se usa principalmente para demostrar otros teoremas. Por ejé
plo, si # es un entero positivo y f(x) = Vx, entonces

_—

flylx)) = Y glx)

y f (ll’m g{x}) — ¢/lim g(x).

% B k shgnt

Aplicando ahora el hecho de que

lim flg(x)) = J (lim !T,-'[I}).

e, bt 1| Xkl

se obtiene el resultado enunciado en el Teorema (2.21); es decir,

lim &/ g(x) = /lim g(x),

X X=Fyl

siempre y cuando exista la raiz n-ésima indicada.
Del Teorema (2.26) se deduce directamente el siguiente resultado.
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TEOREMA (2.27) | Sigescontinuaenay fes continuaen b = g(a), en-
tonces

hm FlgGed) = (lim g[:-c) =i (s@icr)l

xra

Este teorema afirma que la composicion de las funciones f y ¢ es continua en 4.
Este resultado puede generalizarse al caso de funciones continuas en intervalos. A veces
se enuncia como sigue: La composicion de funciones continuas es continua.

EJEMPLO 4 Sea f(x) = |x|. Probar que f es continua en todo nimero real a.

Solucién Como |x| = VX7, por (2.21) y (2.17) tenemos que

lim f(x) = lim | x| = lim {/x?

At o X—u Xt

= limx? = /a* = la| = fla).

X

De la Definicion (2.23) concluimos que f es continua en @.

En textos mas avanzados de calculo se puede encontrar una demostracion de la si-
guiente propiedad de las funciones continuas.

TEOREMA DEL (2*23) Si f es continua en un intervalo cerrado [a, D], y w es
VALOR cualguier niimero entre f(a) y f(b), EIltDI]EE’S existe al

INTERMEDIO menos un numero ¢ en [a, b] tal que f(c) =

= -

2.38
El Teorema (2.28) afirma que cuando x varia de a a b,

la funcion continua f toma todos los valores entre f(a) y

i i) f(b). Si se considera la grafica de la funcién continua f co-

mo una curva que va del punto (a, f(a)) al punto (b, (b))

% K sin interrupciones, como se ilustra en la Figura 2.38, se ve

(a, fla)) | que para cualquier numero wentre f(a) y f(b)larecta ho-

fic) rizontal con ordenada w debe cortar a la gréafica al menos

en un punto P. La abscisa ¢ de P es un numero tal que f(c¢) =
W.

EJEMPLO 5  Verificar el Teorema del Valor Intermedio (2.28) para f(x) = Jx
en el intervalo [3, 24].

Solucién La funcién fes continua en [3, 24]. Como f(3) = 2 y f(24) =
w es cualquier numero real entre 2 y 5 debe encontrarse un numero c en el mtervaiﬂ
[3, 24] tal que f(c) = w, es decir, /¢ + 1 = w. Elevando al cuadrado ambos lados
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de la ecuacion y despejando ¢ obtenemos ¢ = w? — 1. Este niimero c est4 en el inter
valo [3, 24], pues si 2 < w < 5, entonces

4 <w?<25 obien 3<w?:-—1<24.

Para verificar nuestro resultado escribimos

f

flO=fw—D=yw =) +1=w -

Como corolario del Teorema (2.28) se obtiene que si f(a) y f(b) tienen sign
contrarios, enfonces existe un numero c entrea y b tal que f(c) = 0; es decir, f ti
un cero en c. Geométricamente esto significa que si el punto (ﬂ', f(a)) de la grafica
una funcién continua se encuentra abajo del eje x y el punto (b, f (b)) se encuent
arriba del eje x, o viceversa, entonces la grafica cruza el eje x en algin punto (c,
tal que ¢ < ¢ < b. |

La sigulente es una consecuencia util del Teorema del Valor Intermedio. El inte
lo al que se hace referencia puede ser abierto, cerrado, semiabierto (o abierto de
lado) o infinito.

TEOREMA (2..29) S1 una funcion f es continua en un intervalo y no tiene
ceros en €l, entonces f(x) > 0o bien f(x) < 0 para to-
do x en el intervalo.

Demostracion La tesis del teorema establece que, segin la hipétesis dada, f(x) ti
ne el mismo signo en todo el intervalo. Si la conclusion fuera falsa existirian nime
X1 ¥ X, en el intervalo tales que f(x;) > 0 y f(x) < 0. Por lo que se dijo anteri
mente, esto implicaria que f(c¢) = 0 para algiin namero c entre x; y X», lo que cont
dice la hipétesis. Por lo tanto, la tesis es verdadera. ° =

En el Capitulo 4 se aplicara el Teorema (2.29) a la derivada de una funcién £ co
ayuda para conocer ¢l modo en que f(x) varia en diversos intervalos. El siguiente
rolario es un caso especial muy util para estudiar polinomios. En el enunciado de
corolario, la expresion soluciones sucesivas ¢ y d significa que no hay ninguna otr
solucion entre c y d.

COROLARIO (2.30) Sea P(x) = a,x" + - + a;x + ay un polinomio. Si
los niimeros reales ¢ y d son soluciones sucesivas de la
ecuacion

g.x" 4 5 F ihx + ay = 0,

entonces los valores de P(x) para x en el intervalo abier-
to (¢, d) son todos positivos, o bien, todos negativos.

El corolario implica que si se elige cualquier nimero ktal quec < k < d, ysie
valor P(k) del polinomio es positivo, entonces P(x) es positivo para fodo x en (¢, d:
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Si P(k) es negativo, entonces P(x) es negativo en todo el intervalo (¢, d). A P(k) se
le denomina un valor de prueba para ¢l intervalo (¢, d). También pueden emplearse
valores de prueba para intervalos infinitos de la forma (—<, g) o bien (a, ), si la ecua-
cion P(x) = 0 no tiene soluciones en ellos. En el siguiente ejemplo se muestra como
se utilizan los valores de prueba.

EJEMPLO & El polinomio de Legendre de tercer grado P(x) = 1(5x? — 3x) apare-
ce en la solucion de los problemas de transmision (o transferencia) de calor en fisica
y en ingenieria. Encontrar dénde P(x) > 0 y dénde P(x) < 0.

Selucion  Comenzamos por calcular las soluciones de la ecuacion P(x) = 0. Escri-

biendo
P(x) = 4x(5x* —3) = 0,

obtenemos x = 0 y x = +v/3/5 + iﬁfﬂ = (.77. Por lo tanto, las soluciones suce-
sivas de P(x) = 0son —/15/5, 0 yV15/5, en orden creciente. Estas soluciones deter-
minan los cuatro intervalos siguientes que no contienen soluciones P(x) = 0:

(—oo, —/15/5),  (—+/15/5.0),  (0,4/15/5),  (/15/5. 0)

Escogemos luego un nimero k en cada uno de estos intervalos y aplicamos el Coro-
lario (2.30). Eligiendo el niimero —1 en (—e¢, —/15/5), resulta el valor de prueba

P(—1)=3(=D[5(—1)* = 3] = —1.

Como P(—1) = —1 < 0, del corolario se deduce que P(x) < 0 para todo x en el inter-
valo (=%, —/15/5).

Escogiendo —3 en el intervalo (—x/I_Sz"S, 0), obtenemos el valor de prueba

P—3) = (=D[5E) — 3] = 15 > 0

y por tanto, P(x) > 0 para todo x en (ﬂfﬁfﬁ, 0).
L.os intervalos restantes se estudian de la misma manera. Es conveniente ordenar
el resultado de este trabajo en una tabla como sigue (verifiquense todos los valores):

Intervalo | (=0, —JT575) (—/15/5,0) | (0,4/15/5) (+/15/5), o)
K =1 = !

! _Valur de 1;I‘UE|:IE P_{F; P —1 : 1—76: | _ —% 1

| Signode P(x) | == % N

En consecuencia, P(x) > 0 en los intervalos (—x/Ef'S, 0)y {V’EES, o)y P(x) <0
en los intervalos (—o, —V15/5) y (0, V15/5). =

ERCICIOS 2.5

1-6: Demuestre que la funcion f es conti-
2 == =l numero a dado.

Me=+2x—5+3x, a=4

2. fix}=3x*+7~ ]_ a= -2

=X

s a——— n
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3. f=—"

5, fx)=3Yx"+2, a=-—73
: VX B
6. )~ et

Ejercicios 7-10: Demuestre que fes continua en el in-
tervalo indicado.

7. Sx)=x — 4% [4.8]

8. J(x)=\16—x (—x.16]

|
-1 (0, =)

X

9. fixj=

]  (1,.3)
po (12

10. flx)=—
X

Ejercicios 11-22: Encuentre todos los nimeros en los
que la funcion f es continua.

Jx — 3 fix _:u:‘j’—ug
I fR=55——= 2. f)=—""3
. j 2 ; X
13. flx)=+2x — 3+ x 14. Jlx)= =
X —
x— 1 , X
15. xl=—F—— 3. )
\.."Ix'_ = 'I "u.-l]- ek
|x + 9| &
17. [ =" 18. flx)=—
5
19- f{t} — = 1
xT —x
, dx — 7
20 J(x)=

(x + 3)(x> + 2x — §)

| i ]
x.-'I" — 9 \,'."25 =t T

x —4

21. [f(x)=

99 flf=

1\,-'. X — 6

23-28. Describa las discontinuidades de las funciones
definidas en los Ejercicios 7-12 de la Seccion 2.2.

TR e
" G

e =3
ex 4 2

20, Sea f(x)= {

Encuentre un valor de ¢ para el cual f sea conti-
nua en todo H.

, crx six < |
30. Sea flx)=

exr — 7 six=E L

Determine todos los valores de ¢ para los que f
es continua en RE.

i

¢ six = —3
. 9 — x° -
31. Bea [(x)=+—F75—= 9 x| <3
At 7
d §lxi= 3.

L.

Encuentre valores de ¢ y d para los que f sea con-
tinua en [—3, 3].

4dx S i |
ex + d
—8x

) )
51 x> 2.

32, Sex fix)=

Obtenga valores de ¢ y d para los que f sea con-
tinua en [¥.

33. Sean

: s N =k six < ()
Jlx) = x ¥y oo oglx) = i—d| G¥s0

Determine si las funciones compuestas fo g ¥
¢ o f son continuas en 0.

34, Sea f(x) = (x—[x])? donde | | denota
funcidon mayor entero. Sea n un entero arbitra-
rio, Demuestre (a) que f es continua en el inter-
valo [n, n + 1), v (b) que f no es continua et
[n ,n + 1]. Trace la grafica de f.

35. Demuestre quesi f(x) = 1/xentonces f es con
tinua en cualquier intervalo abierto que mni
contenga al origen. ;Qué se puede decir de |
intervalos abiertos que contienen al origen?

Ejercicios 36-37: ;Es continua f en 37 Justifique s
respuesta.

I six#3
3 ﬂ”_{ﬂ o e
: |I_‘—| six # 3
37, /=% x-=3
| six =
| — x

38. Sea [(x)=
| six= —1.

(Es continua f en —17 Justifique su respuests



2.6 Repaso

Pxt= ¥ —H .
= Six 2
L O

M §1.% = 2.

.Es continua fen x = 2? Justifique su respuesta.

b Sea f(x) = 0sixesracional, y fi{x) = 1six
&s irracional. Demuestre que f es discontinua en
‘todos los numeros reales a.

Un vendedor tiene un salario basico de $12 000
{dolares) y recibe $1 000 de comision por cada
£50 000 de las ventas que excedan $100 000. Trace
wna grafica que muestre su ingreso como fun-
cion de las ventas. Discuta la continuidad de la
funcion.

- La cuota de un estacionamiento para automovi-
125 es de $1.00 (dSlar) por la primera media hora
% 30.50 por cada media hora o fraccion adicio-
'-ﬁl. hasta un maximo de $3.00. Encuentre una
funcion f que relacione la cuota con el tiempo
gue se deja un automovil en el estacionamiento.
Trace la grafica de fy discuta la continuidad de f.

seicios 43-46: Verifique el Teorema del Valor In-
medio (2.28) para la funcidn fen el intervalo [a, b],

wetrando que si w es cualquier nimero entre f(a)
&), entonces existe un numero c en [, b] tal que
9= w.

= x>+ 1, [—1.2]
B — —x; [0,2]

)= x>+ 4x+4; [0, 1]
= —x [—1,3]

8ea f(x) = x¥ —5x* + 7x — 9. Use el Teorema

91

del Valor Intermedio para demostrar gue existe
un numero real g tal que f(g) = 100.

48. Demuestre que la ecuacion x* — 3x* — 2x* —
x + 1 = 0 tiene una solucion entre 0 y 1.

49. Un meteordlogo encuentra que la temperatura T
(en °F) durante un [rio dia de invierno estuvo da-
da por

T = 0.05¢t(t — 12)(r — 24)

donde r es el tiempo (en horas) y t = 0 corres-

ponde a las 6 AM.

(a) Use el Corolario (2.30) para determinar
cuando la temperatura T estuvo arriba de
0° v cuando estuvo abajo de 0°.

(b) Demuestre que la temperatura fue de 32°F
en algin momento entre las 12 AM. y la
1 .M. (Sugerencia: Utilice el Teorema del
Valor Intermedio.)

50. Latemperatura T (en °C) a la que ¢l agua hierve
esta dada aproximadamente por la férmula

T = 100.862 — 0.0415 Vh + 431.03

donde A es la altura sobre el nivel del mar (en me-
tros). Use el Teorema del Valor Intermedio para
demostrar que entre los 4000 vy los 4500 metros
sobre el nivel del mar hay una altitud a la cual
el agua hierve a 98°C.

Ejercicios 51-52: Use el Corolario (2.30) para encon-
trar todos los valores de x para los cuales (a) f(x) >
0; (b) fix) < 0.

81. fl)=x*"=4x" + 3x°
52.  flx) = x(x + 1)*x — 3)(x — 5)

W3 REPASO

o discuta lo siguiente.

% =cia tangente a una grafica.

" =ocdad en el movimiento rectilineo.

Tefmicion del limite de una funcion.

“==rpretaciones geomeétricas de lim f(x) = L.
X R

__=u=s por la derecha y por la izquierda.

% T =oremas sobre limites.

7. Limites de polinomios y funciones racionales.
8. Teorema de la Intercalacion.

9, Funcidon continua.

1f). Tipos de discontinuidades de las funciones.
11. Teorema del Valor Intermedio.

12. Continuidad en un intervalo.
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EJERCICIOS 2.6

Ejercicios 1-20: Calcule el limite si es que existe.

Sx+ 11 6 —1x
1. ﬂl‘ﬂ . 2. lim ——
x—=3 -.,,.r_."ll'{ + I == {3 + ---"':}
3. lim (2x — J4x7 4 )
4. lim b — "'-..-I 6 — .‘EE]
X
., 2x*4x—b . 3x* —x— 10
5. lim — 6. lim —;
x=324x" —4x — 3 1 XT—Xx—2
. Y15 |
7. lim — 8. lim
X 2-:-4-__-.{_2 _l;—*_'-].':"l.ﬂ""'.?F
] 1/xy —{1/5
8 B 10. Hm (1/x) f_. )
=0Vl x— 5 A=
8x7 — 1
i1. lm - 12. im 5
x=1{2 2."1'.' — I L=
. B (el 2
13, i ——— 14. lim >
yo3* |3 —x] ' =2 X—2
. fa+byY —at . 43
15. 111'11;L e 16. lim ; a2
h—0 h PHEEENC s R B by
24+ h3-2"°
17. lim{ )
h—0) h

18. lim (/5 — 2x — x9)

X512
v — 72 o]
9. i, V= 20, Hm-—>——
2 2—x I*lhx-_ ”

Ejercicios 21-26: Trace la grafica de la funcion f defi-
nida parte por parte y calcule

(@) lim f(x) (b) lim f(x) 'y

X

(c) lim f(x)

= S+

para el valor de a indicado, si es que el limite existe.

. (3x six=<?2
21. a=2: )=
(X° SIX = 2
3 gl x = 2
22. a=2X

A S

12 —3%) six <= —3

23. o= =3 %)= { :

B0 e e 3

Pl
l,-l:
.Jr
fed

Ofx% g xer—3
24 a= -3 flx)=4"
g 1x) {4 4% BlX S —3
* six < |
25. a=1: fix) =42 gl X'=
4—x* six>1
: M x)f six#0
o og=0 Jlo= il : e
2 six =10

Ejercicios 27-28: Calcule el limite. ([ | denota la fun-
clon mayor entero.)
27. lim (}x] — x?) 28. lim (x| —x
L %=t
29. Demuestre directamente a partir de la Definiciés
(2.10) para el limite gue
lim (5x — 21) =9,
X0
30. Sea f(x) = I sixesracionaly f(x) = —1s
es irracional. Demuestre que para todo numers
real ¢ no existe lim ., f(x).

Ejercicios 31-34: Encuentre todos los nimeros en
que f es continua.

31. ) =2x* — Yx + 1

32, f(x)=+2+ x)(3— x)

Ejercicios 35-38: Determine las discontinuidades de

| x* — 16| .

35. _ x : : =S

S{x) I 36. f(x)
e :

3'?' ﬂ’f] =2 Il = EI._ 33. f{_‘l{} =

39. Sea f(x) = 1/x% Verifique el Teorema del Wi
lor Intermedio (2.28) para f en el intervalo [2,



LA DERIVADA

Ea derivada de una funcion es uno de los instrumentos mas
poderosos de las matematicas y las ciencias aplicadas. En este
capituld se define la derivada y se discuten muchas de las
propiedades relacionadas con este concepto tan importante.

B e——
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EXN DEFINICION DE LA DERIVADA

Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene al numero real a. En
la Figura 3.1 se ilustran la gréfica de /'y una recta secante /py que pasa por P(cz, fla))
y Q(I, f(x}). La recta de trazo punteado / representa una posible recta tangente en
el punto P.

FIGURA 3.1 FIGURA 3.2

iy Ay

=1

0, a 4= f X

En la Seccion 2.1 definimos la pendiente m de / como el valor de limite de la pen-
diente de /pp cuando Q tiende a P. Asi, de la Definicién 2.2,

= lim L) — ()

—a X —

siempre y cuando el limite exista. Si se introduce una nueva variable A tal que x = a +
#f1 (es decir, # = x — a), como se ilustra en la Figura 3.2, se obtiene la siguiente formula
para m:

s e RY = (g}
M = Hm
h{) h

que es equivalente a la anterior. En el Apéndice 11 se da una demostracion de esta equi-
valencia. El limite anterior es uno de los conceptos fundamentales del calculo vy se llama
derivada de la funcion f en a.

DEFINICION (3.1) Sea funa funcién definida en un intervalo abierto que
contiene a @. La derivada de f en a, denotada por f'(q),
esta dada por

fla + h) - f(a)

s1 este limite existe.

La tormula para f'(a) también se puede escribir como sigue:
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DEFINICION (3.1') b A )
ALTERNA 2 Sl e

El simbolo f'(a) se lee f prima de a. La frase f'(a) existe significa que el limite
en las Definiciones (3.1) y (3.1") existe. Si f'(a) existe decimos que la funcién fes deri-
vable en a, que es diferenciable en a 0 que f tiene derivada en a.

Suponiendo que las funciones fy s de las Definiciones (2.2) y (2.5) de la Seccion
2.1 son derivables en @, se pueden enunciar dichas definiciones de la siguiente manera:

IONES DE LA(3.%) (i) Recta tangente: La pendiente de la recta tangente
DERIVADA a la gréafica de fen el punto (a, f(a)) esf ().

(1) Velocidad: Si un punto P se mueve a lo largo de
una recta coordenada de manera que al tiempo ¢ su
coordenada es s(r), entonces su velocidad al tiem-
po a es s (a). '

Mas adelante en el texto se presentan otras aplicaciones de la derivada.

Una funcion f es derivable en un intervalo abierto (a, b) silo es en todos los niime-
ros c de (a, b). También se consideraran funciones que son derivables en un intervalo
infinito (&, ®), (—, a) o bien (—<0, o). Para intervalos cerrados usamos la siguiente

convencion que es andloga a la definicion de continuidad en un intervalo cerrado dada
en (2.24).

DEFINICION(3.3) | Una funcién fes derivable en un intervalo cerrado [a, b]
si lo es en el intervalo abierto (a, b) y los limites

R0
B0 h

oy

fla + e

Iim
o

y

existen.

Los limites por la derecha y por la izquierda en la Defi-

=l

ol *

Hu + k) - ﬂﬂ nicion (3.3) se llaman derivada por la derecha y derivada por

- Per

f

o la izquierda de fen ay b, respectivamente. Ndtese que para

iemite = b h;] - _;un—l la derivada por la derecha se tiene que A —~ 0* v @ + h tien-
. !

I' J, - de a ¢ por la derecha. Para la derivada por la izquierda se
/‘“ tiecne que h = 0" y b + h tiende a b por la izquierda.

Si f es una funcion definida en un intervalo cerrado

[a, £] v no esta definida fuera de él, entonces las derivadas

por la derecha y por la izquierda permiten definir las pen-

Rib, f(b)) dientes de las rectas tangentes en los puntos Pla, f (a}) y

R(E:r, i (E:r)), respectivamente, como se ilustra en la Figura 3.3.

siw \ Por lo tanto, para obtener la pendiente de la recta tangente
(h = 0) en P se toma el valor limite de las pendientes de las rectas

e

= T T ISR,
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secantes que pasan por Py Q cuando Q tiende a P por la derecha. Para la recta tangen-
te en R, el punto Q tiende a R por la izquierda.

La derivabilidad de una funcion en intervalos de la forma [a, &), [a, ), (a, b].
o bien (—¢°, b] se define usandc los limites por la izquierda o por la derecha en uno
de los puntos extremos.

Si f esta definida en un intervalo abierto que contiene a a, entonces f (a) existe
si y sdlo si las derivadas por la derecha y por la izquierda en a existen y son iguales.
Las funciones cuyas graficas se muestran en la Figura 3.4 tienen derivadas por la dere-
cha y por la izquierda en a que corresponden a las pendientes de las rectas [, y /,, res-
pectivamente. Sin embargo, como las pendientes de /; y [/, no son iguales, f (&) no
existe. En general, si la grafica de f tiene un pico en el punto P(a, f(a)), entonces f
no es derivable en a.

FIGURA 3.4

4¥

o8 |

Si fes derivable para todo x en un intervalo entonces, asociando a cada x el niume-
ro f'(x), se obtiene una funcién f'llamada derivada de f. El valor de " en x estd dado
por el siguiente limite (o por un limite unilateral).

LA DERIVADA (3.4) .
COMO UNA 150 i
FUNCION

Notese que en (3.4) el nimero x es fijo pero arbitrario y el limite se toma haciendo
tender £ a cero. Derivar f(x) o encontrar la derivada de f(x) significa determinar f'(x).

Jx + h) = f(x)
h

EJEMPLO 1 Sea f(x) = 3x?— 5x + 4. Encontrar:

(a) S (x);  (b) el dominio de f'; (¢) f'Q), f(—V2) ¥y f'(a);

(d) una ecuacion para la recta tangente a la gréfica de fen el punto P(2, f(2)).
Solucion

(a) Por (3.4), |

flx + h) — f(x)
h

i [3(x 4+ h)* — 5(x + h) + 4] — (3x* — 5x + 4)

h—0 h

f'(x) = lim"
h— 0
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_t¢m (3x° + 6xh + 3h* — 5x — Sh+4) — (3x* — 5x 1+ 4)

h— () h

6xh + 3h* — 5h

= lim = Iim (6x + 3h — 3)
h—0 h h— 0
=Hx— 35

(b) Como f'(x) = 6x — 5, la derivada existe para todo numero real x. Por lo tanto
el dominio de f'es R.

(¢) Sustituyendo xen f'(x) = 6x — 5,
JEy=02)—5="1

fi(=2)=6(—~2) =5 = —(6:/2+ 5)
f(a) = 6a — 5

(d) Como f(2) = 312> —5@2) + 4 = 12—10 + 4 = 6, el punto P(2, f(2)) en la gré-
fica de ftiene coordenadas (2,6). Por (3.2) (i), la pendiente de la recta tangente en P
es f(2) = 7 (ver (c)). Usando la forma de 1a ecuacion de la recta dados un punto y
su pendiente (1.15), se obtiene la siguiente ecuacion para la recta tangente en P:

Y=6 = Hx—==2); 0, equivalentemente, 7x—y—8 = 0. E

EJEMPLO 2 Encontrar f'(x) si f(x) = Vx. ;Cuél es el dominio de f'?

Solucion El dominio de f consta de todos los nimeros reales no negativos. Exa-
minaremos los casos x > 0 y x = 0 por separado. 51 x > 0 entonces, por (3.4),

O
5 g3 \."I"i’h—‘y/;
f{x) = lim 2 !

Para encontrar el limite, se racionaliza el numerador y luego simplificamos:

\,fx-}-h—-\/;_\fx*%h—l—ﬁ

‘(x) = lim
) St h—0 h Jx+h+ Jx
h s trum
— tin (x+ h)— x
() h(w'lll_f _|_ h + \/E] \
1
= lim

-0\ Jx + h+ x
1
Je 4 e 20x

Como x = 0 es un punto extremo del dominio de f, debe usarse un limite unilateral
para determinar si f'(0) existe. Suponiendo que fes derivable en 0 y usando la Defini-
cion (3.4) con x = 0, obtenemos
VO+h—yo

1
19 h-0+ h -0t B w0t (fh
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FIGURA 3.5
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Como este limite no existe (véase el Ejercicio 46 de la Seccion 2.4), f'(0) tampoco exis-
te. Por lo tanto, el dominio de f’ es el conjunto de los niimeros reales positivos. .

tes de la Definicion 3.3)cona = 0y b = 0 obtenemos:

EJEMPLO 3 Sea f(x) = |x|. Demostrar que fno es deri
vable en 0.

Solucién En ¢l Ejemplo 8 de Ia Seccion 1.4 se estudic
la grafica de f que se ilustra nuevamentc €n la Figura 3.5

la grafica tiene un pico en el origen. Puede demostrarse qu

£'(0) no existe haciendo ver que las derivadas de fporlad
recha y por la izquierda en 0 no son iguales. Usando los Ii

' = f 0+ hk|—1|0 h

fip PN SO g 0 | <101 _ 4 1B

) h h0* h hon- N
' == — /

g JOEB =IO 10+h]=10] _ o 1Pl _

f— h e i h h—=0" h

Por lo tanto, f'(0) no existe. :
Del Ejemplo 3 se concluye que la grafica de y = |x| no tiene una recta tangen

en el punto P(0, 0).

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacion de la definicién equivalente (3.1°) para cak

cular f'(a).

EJEMPLO 4 Sean f(x) = x* y a # 0. Obtener f'(a).
Solucién Usando (3.17),

si el limite existe. Para investigar la existencia del limite se requiere modificar la for
del cociente. Un medio para hacerlo es escribir

E] denominador puede factorizarse usando la formula

conp = x'® y g'= a'’. Esto da

lim s Wit e
ey X —d A--ba{xl'B}j—{al'J‘Jj

lim : : : : ;
e [Il.i — a3 (x2t & S VEPR TERPZED

(@) = lim f(x) — f(a)
- X =T X —d
11{1,-'3 o ﬂ,l,’ﬂ

— lim -
o X l:I

w13 zU3 I3 g3

P —q¢=(p—q@p*+pa+ q°)

B
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Dividiendo el numerador v el denominador entre x> — ¢!? y tomando el limite ob-
tenemos
fla) =1 I
a) = lim - S— .
. _.'!;;'E'G = _1:1'3f11"3 + H2r3

1 l

_ = ]

Fcar ?: ik ' i
H_.El _|_H..'-!..3 ‘|‘H2'3 3{1"1'3

TEOREMA (3.5) Si una funcién f es derivable en  entonces f es conti-
nua en 4.

Demostracion Si x estd en el dominio de fy x # a, entonces f(x) puede expresarse
como sigue:
f(x) — fla)

Ni—rid

f(x) = fla) + (x — a).

Usando les teoremas sobre limites v la Definicion (3.2),

lim f{x) = lim f(a) + lim /)~ Jta) “lim (x — a)

b ' x—q x—d A ¥ | =g
= fla) + f'(a) - 0 = f(a). |

Por lo tanto, de acuerdo con la Definicion (2.23), f es continua en 4. L

Aplicando los limites unilaterales, se puede generalizar el Teorema (3.5) para in-
cluir funciones derivables en un intervalo cerrado.

El reciproco del Teorema (3.5) es falso porque existen funciones continuas que no
son derivables. Por ejemplo, si f(x) = |x| entonces fes continua en 0; pero se demos-
tré en el Ejemplo 3 gue f no es derivable en 0 (vease la Figura 3.5).

Cuando y = f(x) se utilizan las siguientes notaciones para las derivadas.

NOTACIONES (3.6) | . . A i G
PARA LAS f (i’f}? D.f(x)] =D,y=y = T W[f{x)]
DERIVADAS o

Todas las notaciones anteriores se utilizan en las matematicas v sus aplicaciones,
y €s recomendable que el lector se familiarice con ellas.

El subindice x en el simbolo D, se utiliza para designar a la variable independien-
te. Por ejemplo, si la variable independiente es ¢, escribimos f'(¢) = D,[f(?)]. Los
simbolos D, y D, se llaman operadores diferenciales. El simbolo D, por si solo no tie-
ne significado simple; sin embargo, si se le agrega a la derecha una expresion que inclu-
ya a x, entonces denota a la derivada. Para ilustrar esto, usando el Ejemplo 1,

D, 3x*— 5x + 4 = 6x— 5.
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Se dice que D, opera sobre la expresién 3x* — 5x + 4. La expresion Dy puede leerse
como derivada de y con respecto a x. El simbolo d/dx se utiliza de manera parecida,

por ejemplo,

_d (342 —5x + 4) = 6x— 5.
dx

Como se indica en (3.6), las notaciones y' y dy/dx también se usan para denotar la deri-
vada de y con respecto a x. En la Seccion 3.4 se j istifica la notacién dy/dx con base

en el concepto de diferencial.
Concluimos esta seccién con una aplicacion especializada de la derivada.

EJEMPLO 5 En 6ptica, una funcion ftal que fiix) >34
FIGURA 3.6 para todo X, puede considerarse como una transformacion
$ p¥ que amplifica objetos. Como s¢ ilustra en la Figura 3.6, la
l funcién ftransforma un objeto que se extiende sobre el 1n-
erh Pl =t=8) tervalode x [a@, @ + h] enuno que se extiende sobre el inter-
valo de y [ f(a), f(a + h)]. (Piénses¢ €n una fuente de luz
oBETO Mo pacen M s ala izqu:lierda del eje x que proyecta la imagen en una pelicu-
1a localizada sobre el eje x sobre una pantalla ubicada sobre
el eje y.) La amplificacion M de f para [a, a + h] se define
como la razén del tamafio (o altura) de la imagen al tamano.
(altura) del objeto. El valor de M puede variar dependiendo

del intervalo [a, @ + h]. La amplificacion M, en x = a s¢ define como limy—q M.
(a) Expresar M y M, en términos de 7
(b) Sea f(x) = x?. Calcular M, y M,.

Solucién
(a) El tamafio del objeto es (a + h) —a = hy el tamafio de la imagen es fla + h)=

f(a). Por lo tanto,

v LEERI@ i M= @

(b) Si f(x) = v entonces, del Ejemplo 1 de la Seccion 2.1, £f'(a) = 2a, y por lo tan
to, My = f(1) =2y M, = f'(2y = 4. Notese que la amplificacion en x = 2 es
doble de la amplificacion en x = 1. o

EJERCICIOS 3.1

Ejercicios 1-10: (a) Use (3.4) para calcular %), 9 [ix)=+3x+1 10. [(x) = 1/(2x)
(b) Encuentre el dominio de f'. (c) Obtenga una
ecuacién para la recta tangente a la grafica de fen Ejercicios 11-14: Calcule D, y.

el punto P(1, f(1)). T 3. = (2x + 3
1. flx) =37 2. flx) =17 — bx 3, y=2¢ — 4+ 1 4.y =x/i3x + 0
3. flx)=9x—2 4, [(x)=Tx* =5 ' | |
5 f(x) =2+ 8x — 5x? 6. f(x)= x>+ x Ejercicios 15-20: Calcule f'(a) utilizando (3.1).
7. J=1lx—2) 5. () =(1 +3F 15 [()=x 6. Jint—fBx
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17. [(x)=6/x? 18. f(x) =8 — x° funcion f. Trace la grafica de f° y sefiale en donde
_ ' N f no es derivable.

19. f(x)=1/(x+ 3 20 flx)=/x

| e - i)

Ejercicios 21-22: Use las derivadas por la derecha v

por la izquierda para demostrar que f no es derivat ST
enx = 3.

R1. f(x)=|x—3]

Bl 7(x) = [x] ( fes la funcion mayor entero

'n:iéius 23-26: Trace la grafica de f y usela para
encontrar el dominio de f'.

2% sty =) = (S
x- Stx >0 .

f{x—}={lf* I six=l

A o el |

R
|
L
[ =
|

29. Sea f(x) = |x|. Demuestre que f*(x) = 1 si

}"{‘E}—{Ex si x| <1 x>0yaque fi(x) =—-1six<0.
ol 10T = o o . - .
3 |1|_ si x| > 1 30. Sea f(x) = |x|/x. Encuentre (a) el dominio de
X = x| sin=x<n+lynes £’ (b) f'(x) para todo x en el dominio de f".
(%) un entero par 335 _ ; e
& TIX) = % o ! i
| PS5 (B W T emuestre que si S(x)es un polinomio de gra
e i do 1 entonces ['(x) es un polinomio de grado
) P 0. ;Qué sucede cuando f(x) es un polinomio de
(] ] denota la funcién mayor entero.) grado 2 o 37

32. Demuestre que D ¢ = 0 para todo numero real
S iercicios 27-28: Cada figura muestra la grafica de una C.

EX] ALGUNAS REGLAS PARA DETERMINAR DERIVADAS

Esta seccion contiene algunas reglas generales que simplifican la tarea de encontrar de-
rivadas. En los enunciados de los teoremas se usard el operador diferencial D, para
denotar derivadas (véase (3.6)). El primer resultado de esta seccidn se enuncia expre-
sando: la derivada de una constanie es cero.

TEOREMA (3.7) ' Dy(e) = 0.

Demostracién Sea fla funcién constante definida por f(x) = c para todo x. De-
mostraremos que f (x) = 0. Como todos los valores de f son iguales a c, resulta que
f(x + h) = c para todo h. Aplicando (3.4),

i) = lﬁnﬂx + ) — Hﬂ =

k=1 JI'LII

El dltimo paso es consecuencia del Teorema (2.13). o o
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TEOREMA (3.8)

Demostracion Si f(x) = x para todo x, entonces
S ) — f(5)

(x) = lim =
fx) = lim ==
e (x + h) — x
h-0 h
h

En la demostracion del Teorema (3.10) se usard la siguiente formula.

TEOREMA (3*9) {ad + b =da" + nad" b 4 il ””” 2 h? /

1 \

DEL BINOMIO B

F g

=R ( j{;”"ff—k -4+ nab™ ' + I8
'.r.i

]

donde ¢ y b son numeros reales, # es un entero positivo y

(n)_n{n—]}{n—lﬂ}“-{ﬂ—rwl-]]_ n!

rr— 1)(r —2)-- | T n— !

"

El Teorema del Binomio puede demostrarse por el método de induccidon matematica.
Los casos particulares paran = 2, n = 3 y n = 4 son:

(a+ b)E =g*+ 2ab+ b?
(a + b)Y = a’ + 3a*bh + 3ab? + b*
(@ + by* = a* + 4abh + 6a?h? + 4abk’ + b*

REGLA DE LA (3.10)
POTENCIA

Si 7 es un entero positivo entonces D, (x") = nx"!.

Demostracion Sea f(x) = x". Se quiere demostrar que f'(x) = nx"". Por (3.4),
fx + h) — f(x)

f(x) =1lim"
=0 h
i (x + h)" — x
h—0 h

si el limite existe. Usando el Teorema del Binomio 3.9 comag = xy b =

nin — 1)

(x+ W' =x"4+nx""'h + 5

TR g 7 xR
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Todos los términos después del primero contienen un factor 4 elevado a alguna poten-
cia entera. Restando x" v dividiendo entre A se obtiene

, ) N wun —2) B
1'(x) = lim |:n_=-f” b4 { ]x" 2h 4 oo axh" 2 4 B 1].

0 £}
Como todos los términos dentro del paréntesis, excepto el primero, contienen una po-
tencia de A, resulta que f'(x) = ax™".

Para x # 0, la formula (3.10) es valida también cuando n = 0 pues en este caso

f(x) = x* = 1y, por el Teorema (3.7), f(x) =0 =0 - x"' oo
EJEMPLO 1
(a) Evaluar D, (x°) y _dgf (x%).  (b) Encontrar di si y = x100,

Solucién Aplicando la Regla de la Potencia (3.10),

- (x%) = D, (x%) = 8x'

= 5 2
(ﬂ} D_r {"" } T 3"{ Y ffx

(b) Siy = x'"" entonces j—i = D y=D. (") =100x"" o

Cuando se usan variables independientes diferentes de x, la Regla de la Potencia
se escribe en términos de esas variables:

D, (") = nt" 1, D (2% = nz2" ", D (v") =nm" L.

i,

En la Seccion 3.6 se demuestra que la citada regla para las potencias es valida tam-
bién cuando n es un numero racional.
En los enunciados de los Teoremas (3.11) a (3.14) se supone que fy ¢ son deriva-

bles en x.
Bpler o) = el el i ]

Demostracion Tomando g(x) = cf(x), se tiene

. g(x + h) — gl(x)
D, [¢f(x)] = D, [9x)] = lim h

. cf(x + h) — ¢f(x)
= lim - —
=0 h

" ,l:f(l’ + h) — .f'{-‘i]]
im ¢ T

=0 h

. Hm‘ﬂx + h) — ﬂ{;}
h—0 h

)= en [fea] o

TEOREMA (3.11)
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Para el caso especial f(x) = x”", los Teoremas (3.11) y (3.10) dan la siguiente for-
mula que es védlida para todo numero real ¢ y para todo entero positivo n:

D, (cx") = (en)x™!

Asi, para derivar cx" se multiplica el coeficiente ¢ por el exponente n y se le resta 1
al exponente original.

EJEMPLO 2
(a) Encontrar D, (7x*).  (b) Encontrar F'(z) para F(z) = -3z,

Solucién Por los comentarios anteriores tenemos

@) D AT =17 4% =28
(b) Fl(z) = D.(—321%) = (=3)(15)z'* = —45z'* o

0.5, LA+ deal'= Dy 10l + Dy Tgl S

TEOREMA (3.192) (i) D, [f(x) = g(x)] = Dy [fG)] = Dy [9(x)]

Demostracién Para demostrar (i) tomamos k(x) = f(x) + g(x). Demostraremos
que k'(x) = f'(x) + g'(x). Esto puede hacerse como sigue:

¥(x) = lim k(x + h) — @
h— 0 h
o LG ) gl + ) = [/ + (9]

h—0 h

— T L_.f-{x + h) — f(x) § glx + h) — q@jl

1) h h
x + h) — f(x x + h) — glx
_ il A ) — g(x)
-0 h h=0 h
= ['(x) + g'(x)
Se puede usar un razonamiento semejante para demostrar la parte (11). * ®

El Teorema (3.12) (i), el cual expresa que la derivada de una sumda es la suma
las derivadas, puede generalizarse al caso de sumas de un numero arbitrario de funciones
Como un polinomio es una suma de términos de la forma, cx” donde c es un nt
mero real y # un entero no negativo, pueden usarse los resultados sobre derivadas de
sumas y diferencias para evaluar la derivada, como se ilustra en el ejemplo siguiente

EJEMPLO 3 Encontrar f'(x) para f(x) = 2x* = 5x + x* — 4x + 1.

— — R e
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Solucién
) =D (2% =534 2 —dx 4 1)
= D, (2x*) — D, (5x*) + D, (x*) — D (4x) + D, (1)
= §x = 15577 2 =4 "

REGLA DEL (3. i) T |
pnop?;c-ro (3 13) D, [f(x)g(x)] = :f(x}-ﬂ;- lg(x0)] + g(x) D, [f(x)]

Demostracion Sea k(x) = f(x)y(x). Demostraremos que

Kx) = flx)g'(x) + glx)f(x).
Si k'(x) existe, entonces
k(x + h) — k(x)

k(x) = Hm
h—0 h
o SO0+ Blgl e b — f(99(9)
fr=+10)

Para cambiar la forma del cociente de manera que el limite pueda evaluarse, sumamos
y restamos la expresién f(x + A)g(x) en el numerador. Entonces

K(x) = Hm 2 &+ Bglx + ) = flx + Wglx) + Jix + Aglx) — fEx)g(x)

h—0 h

lo cual puede escribirse asi

I T+ 9(x) i

= Wit e Bl 2D O g oy i I —

h—0 —E h fi—+ 0 h—0 h

K(x) = Tim [ﬂwh} glx + h) — g(x) f(x+h)—f(x}]
h—0

Como f es derivable en x también es continua en x (véase el Teorema (3.5)). Por lo
tanto limy,—o f(x + h) = f(x). También lim, .4 g(x) = g(x), ya que x se mantiene
fijo al tomar el limite. Finalmente, aplicando la definicion de derivada a f(x) v g(x)
se obtiene

K(x) = [(x)g'(x) + g(x)f(x) o s

La Regla del Producto puede enunciarse como sigue: La derivada de un producto
es igual al primer factor multiplicado por la derivada del segundo, mds el segundo fac-
tor multiplicado por la derivada del primero.

EJEMPLO 4 Encontrar f'(x) para f(x) = (x° + 1)(2x% + 8x — 5).
Soluciéon Usando la Regla del Producto (3.13),

S )=+ 1) D, (2x" +8x — 5) + (2x2+ 8x — 5) D_(x* + 1)
= (x> + 1)(4x + 8) + (2x + 8x — 5)(3x?)
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= (4x* + 8x3 + 4x + 8) + (6x* + 24x> — 15x?)
= [10x* +32x3 — 1532 + 4x + 8 ,

En el Ejemplo 4 también se puede evaluar f'(x) multiplicando primero los dos fac-
tores x> + 1 v 2x* + 8x — 5 y derivando el polinomio resultante.

REGLA DEL (3.14) B R T BT T
COCIENTE D []z 4(x) Dy LA(x)] = f(x) Dy [9(0)]

[g(x)1*

llllllll

g(x) |
siempre y cuando g(x) # 0.

Demostracion Sea k(x) = f(x)/¢g(x). Demostraremos que
_ g0)f(x) — fxX)gtx)
[g(x)]" '

Usando las definiciones para k'(x) y k(x),

kix + h) — k(.
B} i1

flx+h)  f(x)
. glx+h) glx)
ITl

k')

=10 h

. glx)fix + h) — f(x)g(x + h)
— lim ks, :

0 hglx + h)g(x)

Restando v sumando ¢(x)f(x) en el numerador del ultimo cociente resulta

T g(x)f(x + h) — glx) f(x) + g(x)f(x) — f(x)glx + h)
T g hg(x + h)glx)

flx + h) — f(x) | glx + h) — glx)
glx) — [1X) i

/
K(x) = lim :
h—0 glx + h)gl(x)

0, equivalentemente,

Tomando el limite del numerador v el denominador se obtiene la Regla del Cocie
i °»

La citada Regla del Cociente puede enunciarse como sigue: La derivada de un c@
ciente es igual al denominador multiplicado por la derivada del numerador menos
numerador multiplicado por la derivada del denominador, todo ello dividido en

el cuadrado del denominador.
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¢ S
BEMPLO 8 ctontit -2 paeiy = & — X2
dx 4x% 4+ §

Solucién Por la Regla del Cociente (3.14),

dy (4x°+5) D, (3x* —x+2) —(3x — x + 2) D, (4x* + 5)
dx (4x* + 5)*
B (4x? + 5)(6x — 1) — (3x2 — x + 2)(8x)
B (4x% + 5)?
(24x7 — 4x* + 30x — 5) — (24x° — 8x% + 16x)
(4x2 + 5)2 -

S

B 4% + 14x — 5
C (4x? 4+ 5)2 L

Ahora resulta ficil generalizar la Regla de la Potencia (3.10) al caso en que el expo-
nente sea un entero negativo.

TEOREMA (3.15) Si 7 s un entero positivo, entonces Dy (x™") = —nx

Demostracion Usando la definicion de x™ y la Regla del Cociente (3.14),

D_t {x_”} — DI (]_) = Iﬂ ﬂ't [I} i 1 DI [IH}

X" (")
KO — ™2y —p !
i {I"]E v y2n
= _Hxlrr— L) =2n _ _”x—u*-l Sa

EJEMPLO 6 Derivar estas funciones: (a) ¢(x) = 1/w*  (b) H(s) = 3/s.

Solucién

(a) Escribiendo g(w) = w™ y usando el Teorema (3.15) (con w como la variable in-
dependiente),

gw)=D, (w ) = —4w > = —'45'
“P
(b) Como H(s) = 357,
H s = D3 N=3H—=1) = —iz .
o

Sean f'y ¢ funciones derivables tales que f(c¢) = g(c) para un mimero ¢. En-algu-
nas aplicaciones puede considerarse una particula que se mueve de izquierda a derecha
sobre la grafica de /'y luego cambia a la gréfica de gen el punto P(c, f(c)), como se
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ilustra en la Figura 3.7. Se dice que la transicion es suave (0

alisada) si f'(c¢) = ¢'(c) (o si la derivada por la izquierda de

o= J en c es 1gual a la derivada por la derecha de g en ¢). En

ese caso las rectas tangentes en Pl(c, f{c*)) tiecnen la misma

“/ pendiente. Este concepto se usa en el siguiente ejemplo (véa-
| se también el Ejercicio 53).

FIGURA 3.8

=¥

EJEMPLO 7 Una pelota rueda por el tobogdn de una pis-
cina. Al llegar al extremo del tobogan su trayectoria cambia
suavemente a una travectoria parabédlica que conserva has-
ta que cae al agua. El movimiento de la pelota se ilustra en
la Figura 3.8, donde la grafica de y = f(x) representa la for-

- . ““'__’ it | ma del tobogan y la trayectoria parabolica es la grafica de

P y = ax* + bx + c. El extremo del citado tobogan se en-

\_}’f “‘*’x! cuentra sobre el eje y y el nivel del agua coincide con el eje x.

| B h (a) Demostrar quec = f(0) y b = f'(0). (La constante a de-
~ \Q\ pende del impetu (o momentum) de la pelota en x = 0.)

= . (b) Calcular la altura maxima del movimiento libre de la pe-

b. En particular, en (0, ¢) la pendiente es 2a(0) + b = b. Como la pendiente de la rec-

lota suponiendo que f(x) = 2 + [x/(1 + x*)] vy que la bo-
la toca el agua en el punto (6, 0).

Solucién

(2) El numero c es la ordenada en el origen tanto de la pardbola como de la grafica
de fv, por lo tanto, ¢ = f(0).
La pendiente de la recta tangente a la parabola en el punto (x, y)es ¥y = 2ax +

ta tangente a la grafica de fes f'(0) y el cambio de trayectoria es suave, necesariamen-
te, b = f'(0).

(b) Por los Teoremas (3.12) y (3.7) y la Regla del Cociente (3.14),
{1_+ x2)(1) — x(2x) k= 3+

Fix) =0+

(1 +x%) 1+ X
De los resultados de la parte (a), b = f'(0) = 1 y ¢ = f(0) = 2. Por lo tanto,
p=axt 4 ed¥

es la ecuacion de una parabola. Como (6, 0) es un punto sobre la parabola,

O0=a(36)+6+2 v a=—F=—

¥ 1 1

Entonces resulta que

¥ 3 !
y= —gx"+x+ 2. -

es la ecuacion de una pardbola. La altura maxima durante el vuelo corresponde al vért-
ce de la pardbola, que es también el punto en el que la pendiente de la recta tangenis
es 0; es decir, y° = 0. Se deja al lector el trabajo de verificar que este es el punto ( ¢, 22
Por lo tanto, la citada altura maxima es %°. .
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[.as formulas de derivacion (3.12), (3.13) v (3.14) estdan expresadas en términos de

los valores f(x), ¢(x), f(x) ¥y g'(x). Si se desea enunciar estas reglas sin hacer refe-
rencia a la variable x, pueden aplicarse las siguientes formulas, en las que se supone

que £y ¢ son derivables (v que ¢ es diferente de cero en la ultima de ellas).

(3.16)

(f+9) =f +4

lid (v =gy

(i = e
i B

g g

ERCICIOS 3.2

picios 1-32: Derive la funcion.

= 10x* +9x — 4

%) = 6x7 —5x" +x+9

) = 15 — 5 + 452 — 55

b =12 — 3t + 4"

B — 7)(2<" +3)

xi= (2x* — 4x + 1)(6x — 3)
B (3rt — Tr +2)

=5 — 55+ 9)(2s + 1)

4 — 5 10, 1o SX2—6x + 11
= 2 e
8 —z+ 3z° 2
A 9 12. fiw) = e
= 3x" — 2v* +4x — 7
3
) =7+ (117)
Delx) = 2x + (2x) !
B alx) = (8x% — 5x)(13x~ + 4)
BH(y) = (1 =270y +y — 8)
Glr)=(° — D>+ 1)
B ) = (8t + 15)](17 — 2t + 3)
| ] T,
= R .4'. 231
px)=14+—+ | +L =
D <A

. ylz) = z(22° L S5z —1)(6z2 + T}

. Nie)= a0l — 2o —3

Kis) = (3s) * 26. Wi(s) = (3s)°*
hix) = (5x — 4)° 28. yir)=(5r—4)*

4

3/(50) — 1
P 0=

3L Mix) = (2% — 7x2 + 4x + 3)/x2
3L, flx)=(3x% — 5x + 8)/7

30. S{w) = 2w+ 1)°

Ejercicios 33-34: Encuentre dy/dx usando (a) la Re-
gla del Cociente (3.14), (b) la Regla del Producto
(3.13), v (c) simplificando aleebraicamente y usando
(3.12) y (3.10).

3B. y=(Bx— 1)/x* 34. y = (x* + I)/x*

35. Halle la ecuacion para la recta tangente a la gra-
fica de v = 5/(1 + x*) en cada uno de los si-
guienies puntos: '

(a) PO, 5) (b) P(1, 3) () P(—2, 1)

36. Halle la ecuacion para la recta tangente a la gra-
ficadey = 2x° + 4x? — 5x — 3 en cada uno de
los siguientes puntos:

(a) P(O, =3) (b) P(—1, 4) (¢} 24, —2)

37. Encuentre la abscisa de todos los puntos de la gra-
ficade y = x* + 2x*—4x + 5 en los que la
recta tangente es (a) horizontal v (b) paralela a
Ia recta 2y + 8x— 5 = 0.

38. Encuentre el punto Pen la graficade y = x7 tal
que la intercepcion x de la recta tangente en P
sea igual a 4.

Ejercicios 39-40: Se dan la ecuacion y la grafica de
una curva clasica, con a ¥y b constantes positivas. (Con-
sulte libros de geometria analitica para mayor infor-
macién.) Calcule la pendiente de la recta tangente en
el punto P.

g3

39. La curva de Agnesi: y = gL P(a, a/2)
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EIERCITIO 39 EIERCIAO 40
ALY Ly
&
/—\ f_\‘\-.,____
_-’/ X
=
: abx
40. La curva serpentina: y =————; Pla, b/2)
o .

41. Encuentre una ecuacion para la recta que pasa
por al punto P(3, 9) v es tangente a la grafica
de ¥ = ¥%

42. Encuentre las ecuaciones de las rectas que pasan
por el punto P(5, 9) y s tangente a la grafica
de xy = 4.

Ejercicios 43-46: Suponiendo que /'y ¢ son funciones

derivables tales que F(2) = 3, f'(2) = -1, ¢(2) =

-5 y ¢'(2) = 2, encuentre los numeros indicados.

43. (a) (f + ¢)(2)
(c) (41)(2)
(e) (f/g)(2)

44. (a) (g — (D
(c) (4¢4)1(2)

45. (a) (21— 9)(2)
[\
i i
(c) (gg)(2) (d) (,f‘ 7 H) (2)
46. (a) (3 — 2g9)(2) (b) (5/¢)(2)

, rY
(©) (6/)(2) (d) ( A {) e

#

(b (f —g){2)
(d) (fg)(2)

(b} (g/f)1(2)
(d) (f/)(2)
(b) (5 + 39)1(2)

47. Suponiendo que f, ¢ v h son derivables, use la
Regla del Producto para demostrar que

D, [_f'l[.a;}g{x}hl:r:]] = flx)g(x'(x) + fixhh(x)g (x)
+ hix)g(x)f'(x).

Suponiendo que f = ¢ = h, demuestre como co-
rolario gue

D, [fx)]? =3[ /(=] (x).

48, Amplie el resultado anterior a un producto de
cuatro funciones v obtenga una formula para

D. (ol

Ejercicios 49-50: Aplique el Ejercicio 47 para encon-
trar dy/dx.

49. v =(8x — 1){x* + 4x + T)x* — 3)

50. y = (3x* — 10x? + 8)(2x* — 10)(6x + 7)

51. En los afios cuarenta, Emmanuel Zacchini del cir-
co Ringling Brothers and Barnum & Bailey eje-
cutaba regularmente el acto de la bala humana.
L.a boca del cafién se elevaba a 15 pie sobre el
suelo y apuntaba segun un angulo de 45°. La tra-
yectoria parabdlica de Zacchini tenfa un alcance
hotizontal de 175 pie (véase la figura).

(a) Encuentre una ecuaciéon del tipo y =
ax? + bx + ¢ que especifique la trayecto-
ria parabolica.

(b) Calcule aproximadamente la altura maxima
alcanzada por la bala humana.

EJERACIO 51

52. Un cohete que se tiene emplazado al pie de una
colina cuya pendiente es 1 se dispara hacia la
loma vy sigue una trayectoria dada por y =
—0.016x* + 1.6x.

(a) ;Cual es la pendiente de la trayectoria del
cohete en el momento del disparo?

(b) ;Cual es la pendiente de la trayectoria cuan-
do choca contra la colina?

(c) Calcule la altura maxima del cohete sobre
el suelo.

FJERCITIO 52

4y

53. Un grupo de ingenieros de caminos disefia un tra-
mo de carretera que debe conectar una autopis-
ta horizontal con otra gue tiene una inclinacion
de 20° (es decir, una pendiente de 1), como s€
ilustra en la figura. El enlace debe realizarse so-
bre una distancia horizontal de 800 pie usande




una curva parabodlica para unir los puntos A vy
B. Obtenga una ecuacion del tipo y = ax? +
Bx + ¢ para la pardabola respectiva v determine
las coordenadas de B,

a3

£n la figura se muestra una grafica generada por

computadora de la ecuacion f(x) = —x3 +

9% — 18x + 6, para0 < x < 3.

128) Determine la abscisa del punto P en el que
la recta tangente es horizontal.

{b) ;Existen otros puntos en la grdfica comple-
ta para los que f'(x) = 07

O 54

LUn globo meteoroldgico se eleva verticalmente

de manera que su altura s(¢) sobre el suelo du-

rante los primeros 10 segundos de su ascenso es-

2 dada por s(t) = 6 + 2r + ° para s(¢) en

- unidades de distancia (pies) v f en segundos.

ta) Calcule la velocidad del globo parar = 1,
Fi= 4 ¥ T B
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(b) Determine la velocidad del globo en el mo-
mento en que se encuentra a 50 pie del suelo.

56. Una pelota baja rodando por un plano inclina-
do de manera que la distancia (en centimetros)
gue recorre al cabo de 3 segundos esta dada por
s(t) = 26> + 31 + 4, donde 0 = ¢ = 3 (véa-
se la figura).

(a) ;Cuales la velocidad de la pelotaen ¢ = 27
(b) ;En qué momento alcanza una velocidad de
30 cm/s?

EJERCCIO 56

57. Dos atletas se disporen a correr los 100 metros
planos. Las distancias s,(f) v s,(r) que cada
uno de ellos recorre a los ¢ segundos estd dada
por s,(t)= 4>+ 81y s,(¢) = 1100t/(¢ + 100)
para 7 = 0. Determine cudl de los corredores es
(a) el mas rapido en la salida; (b) el que gana
la carrera; v (c) el mas rdapido al cruzar la meta.

58. Cuando cierto jugador de basquetbol (o balon-
cesto) salta para hacer un enceste, la altura de
sus pies sobre el piso estd dada por s(r) =
—  gt* + 16¢ (s en pies).

(a) Suponiendo ¢ = 32, calcule el tiempo de
vielo en que el jugador se halla en el aire,

(b) Determine la velocidad inicial v la altura de
salfo o distancia maxima que alcanzan sus
pies sobre el suelo.

(c) En la Luna se tiene que . ¢ > 37, Resuelva
las partes (a) y (b) para este valor de g.

(0 RAZON DE CAMBIO)

LA DERIVADA COMO TASA DE VARIACION

Se han estudiado ya dos aplicaciones importantes de la derivada: rectas tangentes a gra-
ficas y la velocidad de un objeto que se mueve sobre una linea recta. La derivada es
util en muchas otras situaciones de la practica. Se utilizé en el Ejemplo 5 de la Seccién
3.1 para representar amplificaciones dpticas. En esta seccion se estudian algunas otras
aplicaciones que ilustran la gran utilidad de este poderoso corcepto.

La mayoria de las cantidades que aparecen en la vida diaria cambian o varian en

el tiempo. Esto es particularmente evidente en las investigaciones cientificas. Por ejem-
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plo un quimico puede estar interesado en la rapidez con la que cierta sustancia se di-
suelve en agua. Un ingeniero eléctrico quiza necesite conocer la intensidad con la que
la corriente varia en alguna parte de un circuito. Un bidlogo puede desear saber la rapi-
dez con la que las bacterias en un cultivo aumentan o disminuyen. Podrian citarse mu-
chos otros ejemplos, incluyendo algunos otros de campos fuera de las ciencias naturales.
Consideremos la siguiente situacion general, que podria aplicarse a todos los ejemplos
anteriores.

Sea w una variable que es una funcion del tiempo tal que al tiempo ¢ se tiene, w =
g(t), donde g es una funcion derivable. La diferencia entre el valor inicial y el final
de w en el intervalo de tiempo [, 7 + h] es g(f + A) — g(¢). La siguiente definicion
es andloga a la del concepto de velocidad en el Capitulo 2.

DEFINICION (3.17)

Sea w = ¢(t), donde ¢ es derivable y ¢ representa el
tiempo.
(i) La tasa (o razén) media de variacion de w = g(¢)
en el intervalo [f, f + k] es

g(t + h) — g(2) |
';I 1
(11) La tasa (o razén) de variacién de w = ¢ (f) con re(
pecto a t es I
dw ) : t + h) — gt
G = ¢ = lim g( h) g(1)

Las unidades que deben usarse en la Definicion (3.17) dependen de la naturaleza
de la cantidad representada por w. A veces se llama a dw/dr 1a tasa (o razon) instantd-
nea de variacion de w con respecto a [.

EJEMPLO 1 Un fisico descubre que cuando cierta sustancia se calienta, la tempera-
tura, medida en grados Celsius (o centigrados) después de ¢ minutos, estd dada por g(1) =
30t + 6Vi + 8 para 0 = ¢t < 5.

(8) Caleular la tasa media de cambio o variacién de g(¢) durante el intervalo de tiempo
[4, 4.41].

(B) Calcular la tasa de variacién de gi{t) en t = 4.

Solucion

(a) Sustituyendo { = 4 y A = 0.41 en la Definicién (3.17) (i) se obtiene que la tasa
media de cambio de g en [4, 4.41] es

g4.41) — g(4) _ [30(4.41) + 6./4.41 + 8] — [120 + 6./4 + 8]
0.41 i 0.41

= S
oA e
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(b) De acuerdo con la Definicién (3.17) (ii) la razén o tasa de cambio de ¢(¢) al tiempo
tes g'(¢). En el Ejemplo 2 de la Seccién 3.1 demostramos que D, (Vx) = 1/(2Vx). Por
lo tanto,

g'(t)= D, (30t + 6/t + 8)

2/t

3
o 30+_:+

Vi

En particular, la tasa de variacién de g(f)ent = 4 es

3
g'(4) = 30 + wr = 31.5°C/min .
J

St un punto P se mueve sobre una recta coordenada / de
manera que su coordenada al tiempo 7 es s(7), como se ilus-
tra en la Figura 3.9, entonces s es la funcién de posicién de
P. Segun (3.2) (ii), 1a velocidad v(t) de P al tiempo t es s'(1).
En términos de la Definicion (3.17), la velocidad es la tasa
= i — de variacion de s(#) con respecto al tiempo (su rapidez de va-
riacion).

La aceleracion a(t) de P al tiempo ¢ se define como la
tasa de cambio de la velocidad con respecto al tiempo, es de-
cir, a(r) = v'(r). Por lo tanto la aceleracion es la derivada
D, [s'(1)] de s'(¢). En la Seccién 3.7, D, [s'(1)] se llama la segunda derivada de s con
respecto a £ y se denota por s7'(¢). La siguiente definicidn resume esta discusién e intro-
duce el concepto de rapidez de movimiento (o valor absoluto de la velocidad) de P.

Posicion de P

]

DEFINICION (3.18) Sea P un puato sobre una recta coordenada / tal que su
posicion al tiempo 7 estd dada por s(¢), donde s es una
funcion derivable.
(i) La velocidad v(¢) de P al tiempo f es v(r) = s'(7).
(if) La rapidez de P al tiempo 7 es |v(¢)].

(1) La aceleracion a(z) de P(t) al t-}ﬂmp_{: tesa(t) =
F’{f) = ,_5'”(_1‘)_ ]

En los términos de esta definicidn, v se llama la funcién velocidad de P, yaesla
funcion aceleracion de P. Se utiliza también la notacién

ds dv
= — qi=—
dt Y dt
Si 7 se mide en segundos (s) y s(f) en centimetros (cm), entonces v(¢) se expresa
en cm/s y a() en cm/s” (centimetros por segundo por segundo, o por segundo al cua-

drado). Si ¢ se mide en horas y s(Z) en kildmetros o millas, entonces v(t) sc cxpresa
en km/h o mi/h, y a(r) en km/h? o mi/h? respectivamente.

L
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En el Capitulo 2 se hizo notar que si v(Z) €s positiva en un intervalo de tiempo,
entonces el punto P se mueve en la direccion positiva de /. Si v(#) es negativa entonces
el movimiento es en la direccion negativa. La velocidad es cero en los puntos donde
P cambia de direccién. Todo esto sera demostrado en el Capitulo 4 junto con el hecho
de que cuando la aceleracidén a(¢) es positiva, entonces la velocidad es creciente. Si a(f)

es negativa la velocidad es decreciente.

EJEMPLO 2 La funcion de posicién s de un punto P que se mueve sobre una recta
coordenada esta dada por

s(t) = 2 — 12t% + 36t — 20

en donde ¢ se mide en segundos y s(f) en centimetros. Describir el movimiento de P
durante el intervalo de tiempo [—1, 9].

Soluciéon Derivando,

o(t) = s'(t) = 312 — 24t + 36 = 3(t — 2)(t — 6),
y alt) = v'(t) = 6t — 24 = 6(t — 4).
Determinemos cuando v(#) > 0 y cudndo v(f) > 0, pues esto indicard cuando P se

mueve hacia la derecha vy cudndo hacia la izquierda. Vemos que v(f) = Oent = 2%
¢ = 6. Esto sugiere que se analice el movimiento en los siguientes intervalos de [-1, 9]:

-1,2 @6 (6,9

Como v(t) es un polinomio, es positivo 0 negativo en cada uno de estos subintervalos
(véase el Corolario (2.30)). Como en el Ejemplo 6 de la Seccién 2.5, podemos deter-
minar el signo de v(¢) usando valores de prueba, como s¢ indica en esta tabla (verifi-

quese cada valor):

| Intﬁ‘_,rvalu de tiempo — (—1,2) | (2, 6) i (6,9) !
k 0 | 3 | 7

| vator de prusba v(k) 36 | —9 | 5 |

j_Signn de v(t) | -+ | - | +

- + - . + - I
LDlreccmn del movimiento a la derecha a la izquierda | a la derechaw

En la siguiente tabla se muestran los valores de la funcion de posicion, la funci
velocidad v la funcion aceleracion, en los extremos del intervalo de tiempo [—1, 9], ¥
también los tiempos en los que la velocidad o la aceleracion valen cero.

II -4 69|

| 4

sy | 69 12 —4 =20 6l
) u(t) 63 0 —12 @ 63
at) | -30 —-12 0 12 30

I
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FIGURA 3.10
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Es conveniente representar graficamente el movimiento de P como en la Figura 3.10.
La curva situada arriba de la recta coordenada no es la trayectoria del punto pero indi-
ca como se mueve P sobre la recta /.

Como estd indicado en las tablas y en la Figura 3.10, al tiempo ¢ = —1 el punto
esta a 69 cm a la izquierda del origen y se mueve hacia la derecha con una velocidad
de 63 cm/s. La aceleracién negativa de —30 cm/s? indica que la velocidad estd dismi-
nuyendo a razén de 30 centimetros por segundo en cada segundo (cm/s?). El punto con-
tinua moviéndose hacia la derecha pero mads lento, hasta que su velocidad se vuelve cero
enf = 2, 12cm a la derecha del origen. En ese instante el punto P invierte la direccidn
(0 sentido) de su movimiento y va hacia la izquierda, hasta que en el tiempo ¢ = 6,
20 cm a la izquierda del origen, vuelve a cambiar de direccion. Contintia moviéndose
a la derecha en el resto del intervalo de tiempo, aumentando su velocidad. El sentido
del movimiento estd indicado con flechas sobre la curva de la Figura 3.10. o

EJEMPLO 3 Sedispara un proyectil verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial
de 120 m/s. Su altura sobre el suelo 7 segundos después esta dada por s(¢) = —4.91% +
120¢. Calcular el tiempo en el que el proyéctil llegara al suelo de regreso y su velocidad
en ese momento. ;Cual es la altura maxima alcanzada por el proyectil? ;Cudl es la ace-
leracion en cualquier instante 77

Solucion El proyectil se mueve sobre una recta coorde-
nada vertical con el origen al nivel del suelo y direccion posi-
tiva hacia arriba, como se ilustra en la Figura 3.11. El
proyectil se halla al nivel del suelo cuando —4.97% + 1207 =

‘—-a 0, es decir, euando —4.9¢(¢ — 120/4.9) = 0. Estoda ¢t = 0

yi = 120/4.9 = 24.5. Por lo tanto, el proyectil tocard el sue-
lo al caer de regreso a los 24.5 segundos. La velocidad al tiem-
po [ es

v(t) = s (1) = —9.8¢ + 120.

En particular, con ¢ = 120/4.9, obtenemos la velocidad de
impacto:

v(120/4.9) = —9.8(120/4.9) + 120 = —120m/s.

La velocidad negativa indica que en el instante en que el proyectil llega al suelo, se esta
moviendo en la direccion negativa de / (hacia abajo). Nétese que la rapidez en este tiempo
es

|v(25)] = |-120| = 120 m/s.

La altura maxima se alcanza cuando la velocidad es cero, es decir, cuando s'(f) =
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~9.8¢f + 120 = 0. Despejando ¢ obtenemos ¢ = 120/9.8 = 12.24s, y por lo tanto la
altura maxima es

$(120/9.8) = —4.9(120/9.8)> + 120(120/9.8) = 7200/9.8 = 734.7 m.

Finalmente, la aceleracion al tiempo ¢ vale

g(t) = v({t) = 9.8 m/s>.

Esta aceleracion constante se debe a la fuerza de gravedad. »

Se pueden estudiar razones de cambio o tasas de variacion con respecto a variables
distintas del tiempo, como indica en la siguiente definicion.

DEFINICION (3.19) Sea y = f(x), donde x es cualquier variable.
(1) La tasa media de variacion de y con respecto a x
en el intervalo [x, x + A] es el cociente {
Flxi h) = )
f

(ii) La tasa de variaciéon de y con respecto a x es ¢l li-
mite de la razén promedio cuando A = 0, es decir,
dy/dx. |

Segiin la Definicion (3.19) (iD), si la variable x cambia, entonces y cambia a razo
de dy/dx unidades por unidad de cambio de x. Por ejemplo, supongamos que um £
esta encerrado en un globo esférico. Si el gas se calienta o se enfria pero la presion s
mantiene constante, entonces el globo se dilata o sc contrae y su volumen ¥ es una fus
cién de la temperatura 7. La derivada dV/dT es la tasa de variacion (o razon de cams

bio) del volumen con respecto a la temperatura.

EJEMPLO 4 La corriente 7 (en amperes, A) en un circuito eléctrico esta dada por /
100/R. donde R es la resistencia (en ohms, ). Calcular la tasa de cambio o variacio

de T con respecto a R cuando la resistencia es 20 ).

Solucidén  Escribiendo 7 = 100R-' y aplicando la Regla de la Potencia (3.10)

dl ; 100
— = (=R "= ——7.
dR = R-

Sustituyendo R por 20,
dl 100 ., 1

dR 406 4
Entonces, cuando R = 20, al aumentar R, / disminuye a razén de 0.25 amperes pee
ohm (A/{1). @
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El calculo se ha convertido en un instrumento importante para resolver algunos pro-
blemas que surgen en la economia. Si para describir una cierta cantidad econdmica se
usa una funcién f, entonces, se emplea el adjetivo marginal para hacer referencia a
la derivada f.

Sea x el numero de unidades de algun bien de consumo. Los economistas usan fre-
cuentemente las funciones C, ¢, R v P definidas como sigue:

Funcion de costo: C(x) = Costo de produccion de x unidades.

C(x)
X

Funcion de costo medio: ¢(x) = = Costo medio de producciéon de una

unidad.

Funcion de ingreso: R(x) = Percepcién por la venta de x unidades.

Funcion de utilidad: P(x) = R(x) — C(x) = Utilidad (o ganancia) por la venta
de x unidades.

Para utilizar el cdlculo, se supone que x es un nimero real, aunque en general esta va-
riable toma s6lo valores enteros. Se supone siempre que x = 0, ya que la produccion
de un niimero negativo de unidades no tiene sentido en la practica.

EJEMPLO 5 Un fabricante de grabadoras portdtiles tiene un costo fijo mensual de
$10 000 (ddlares), un costo de produccion de $12 por unidad y un precio de venta
de $20 por unidad.

(a) Calcular C(x), c(x), R(x) y P(x).
(b) Determinar los valores de las funciones en la parte (a) para x = 1000.
(¢) (Cuantas unidades deben fabricarse para no salir perdiendo?

Solucion

(a) El costo de produccién de x unidades es 12x. Como hay ademas un costo fijo men-
sual de $10 000, el costo mensual total cuando se fabrican x unidades es

C(x) = 12x + 10000

: 1
En consecuencia, c(x) = Cf) = 12 + {]EGU :

Vemos también que
R(x) = 20x

y P(x) = R(x) — C(x) = 8x — 10000.

(b) Sustituvendo x = 1000 en la parte (a),

C(1000) = 22000 (costo de fabricacién de 1000 unidades)
c(1000) = 22 (costo medio de fabricacién por unidad)
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R(1000) = 20000  (ingreso total por la venta de 1000 unidades)

P(1000) = —2000 (utiidad en la fabricacion y venta de 1000
unidades)

Notese que el fabricante tendria una pérdida de $2000 por mes si se fabricaran y vendie-
ran solamente 1000 unidades.

(c) Para que no haya pérdida, la ganancia minima debe ser cero, es decir, 8x — 10000 =
0. Esto da

8&x = 10000 0 bien x = 1500.

Por lo tanto, para el punto de equilibrio (no salir perdiendo) es necesario producir y
vender 1500 unidades al mes. e

Las derivadas C', ¢’, R' y P’ se llaman funcion de costo marginal, funcion de costo
medio marginal, funcion de ingreso marginal y funcién de utilidad marginal, respecti-
vamente. El nimero C'(x) es el costo marginal asociado a la produccién de x unidades.
Si se interpreta la derivada como la tasa de variacion o de cambio, se dice entonces que
el costo varia con respecto a la cantidad de unidades producidas x a razén de C'(x)
unidades monetarias por unidad de produccion. Pueden hacerse afirmaciones semejan
tes para ¢'(x), R'(x) v P'(x).

Si C es la funcion de costo y 7 es un entero positivo entonces, por la Definicién (3.1),

Por lo tanto, s1 2 es pequefio entonces

C(n + h) — C(n)
h

C'(n) =

Cuando la cantidad n de unidades producidas es grande, los economistas suelen tomar
h = 1 en la formula anterior y estimar el costo marginal por

C'(n) = C(n + 1) — C(n).

En este contexto, e/ costo marginal asociado a la produccion de n unidades es (aproxi-
madamente) igual al costo de producir una unidad mds.

Algunas empresas consideran que el costo C(x) de producir x unidades de un bien
de consumo esta dado por una férmula como ésta:

C(x) = a + bx + dx? + kx3.

La constante @ representa un costo fijo por conceptos como alquiler, electricidad vy ca-
lefaccion, que son independientes del nimero de unidades producidas. Si el costo de
producir una unidad fuera b y no hubiese otros factores implicitos, entonces el segundo
término bx en la férmula representaria el costo de produccién de x unidades. Cuando
x es muy grande, entonces los términos dx* y kx® pueden afectar significativamente
los costos de produccion.
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EJEMPLO 6 Una fabrica de productos electronicos calcula que el costo de producir
Xx componentes para juguetes de tal tipo esta dado por

C(x) = 200 + 0.05x + 0.0001x>

(a) Calcular el costo, el costo medio y el costo marginal por la produccion de 500 uni-
dades, de 1000 unidades y de 5000 unidades.

(b) Comparar el costo marginal por la produccion de 1000 unidades, con el costo de
producir la milésimo primera (o 1001-ésima) unidad.

Solucion
(a) El costo medio de producir x componentes es

c{x) = Clxy 200 + 0.05 + 0.0001x

X X
El costo marginal es

C'(x) = 0.05 + 0.0002x.

Se deja al lector el trabajo de verificar los valores de la tabla siguiente en la que se han
desechado los milésimos de unidad monetaria.

Unidades  Costo Costo medio | Costo marginal
C‘ : |
. Clx) e(x) = ﬂ | C'(x)
| x
500 | 250,00 | 0.50 | 0.15
1000 | 350.00 0.35 0.25
5000 | 2950.00 0.59 | 1.05 |

(b) Usando la funcion de costo,
C(1001) = 200 + 0.05(1001) + (0.0001)(1000)* = 350.25
Por lo tanto, el costo de producir la milésimo primera unidad es
C(1001) — C(1000) = 350.25 — 350.00 = 0.25

que es igual al costo marginal C’(1000). .

Las empresas deben tener en cuenta muchos factores para determinar el precio de
venta de cada producto. Ademads del costo de produccion y la ganancia deseada, la fa-
brica debe considerar el comportamiento de la demanda con respecto a los incrementos
de precio. Para algunos productos la demanda es constante y los cambios de precio tie-
nen poco efecto en las ventas. Un aumento de precio en los articulos que no son de
primera necesidad normalmente produce una disminucion en la cantidad de unidades
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vendidas. Una compailia puede conocer por experiencia el precio por unidad p(x) que
induce una venta de x unidades; p se llama funcién de demanda para el producto en
cuestion y se dice que p(x) es el precio por unidad cuando la demanda es de ¥ unidades.
El ingreso total, o percepcion, es el nimero de unidades vendidas multiplicado por el
precio por unidad, es decir, x - p(x). Por lo tanto,

R{x)

xp(x).

La derivada p’ se llama funcién de demanda marginal. M4s adelante se daran algunos
ejemplos de funciones de demanda.

EJERCICIOS 3.3

lq

b

:.n

Un globo esférico se infla v su radio (en centi-

metros) a los ¢ minutos estd dado por r(f) =

Wr, donde 0 < ¢ = 10. Calcule la razon de

cambio con respecto a fen f = 8 de las siguien-

tes cantidades,

(@) r(t) (Sugerencia: Véase el Ejemplo 4 de la
Seccion 3.1.)

(b) EI volumen del globo.

(c) Elarea de la superficie del globo. (Sugeren-
cig: Usar la Regla del Producto.)

- El volumen V (en pie') de una pequefia represa

durante la época de lluvias esta dado por V =
3000(¢ + 1)°, donde ¢ se mide en meses y 0 <
! = 3. La tasa de cambio del volumen con res-
pecto al tiempo es el flujo instantaneo hacia la
represa. Calcule el flujo en los tiempos ¢t = 0 y
t = 2. ;Cual es el valor del flujo cuando el volu-
men es de 11 250 piel?

- duponga que el pulso de un individuo (en lati-

dos/minuto) a los ¢ segundos de haber comenza-
do a correr, esta dado por P(t) = 56 + 212 —
f,para 0 = ¢ = 7. Calcule la tasa de cambio de
P(t)con respectoa‘en(a) ¢ = 2, (b)) f=4 y
(¢} & =6:

La temperatura 7 (en °C) de una solucién al tiem-
po ¢ (en minutos) esta dada por T(¢) = 10 +
4t + [3/(t + 1)] paral < ¢ =< 10. Calcule la ta-
sa de variacion o cambio de 7(7) con respecto
aten(a)i=2,b)t=5vy (c)t =29,

Un piedra se deja caer a un estanque y produce
ondas de agua que forman circulos concéntricos.
El radio de una onda es de 40¢ centimetros a 1os
¢t segundos. Calcule la tasa de cambio con res-
pecto a ¢ del drea del circulo en (a) f = 1,
(b) t =2y (c) t = 3.

6.

La ley de Boyle para los gases dice que pv = ¢
donde p es la presion, v el volumen y ¢ una cons-
tante. Suponga que al tiempo ¢ (en minutos) la
presion es 20 + 2t cm/Hg para 0 < 1 = 10, y
que el volumen en ¢ = 0 es de 60 cm?®. Determi-
ne la razon de cambio del volumen con respecto

altent = 5. '

Una poblacion de moscas crece en un recipiente
grande. El nimero de moscas P (en cientos) a las
! semanas estd dado por P = 12¢2 — ¢ + 5,
;Cudando deja de crecer la poblacién? ;En qué
intervalos de tiempo es positiva o negativa la ta-
sa de crecimiento de Ia poblacion?

Cuando se calienta un frasco que contiene 10 mo-
les de un gas A, la velocidad de las moléculas del
gas aumenta y se forma un segundo gas B. Cuan-
do chocan dos moléculas del gas A, se originan
dos moléculas del gas B. El numero y de moles.
(mol) del gas B a los ¢ minutos estd dado por
y = 10t/(r + 4). Evalie la rapidez de la reac-
cion (en mol/min) cuando el nimero de moles
del gas A es igual al numero de moles del gas B.

Ejercicios 9-14: Encuentre la velocidad v la acelera-
cion al tiempo ¢ correspondientes a las funciones de
posicion § de un punto en movimiento rectilineo, y des-
criba el movimiento del punto durante el intervalo de
tiempo indicado. Ilustre el fendmeno con un diagra-
ma como el de la Figura 3.10.

9. sft) =312 — 12t + 1, [0, 5]
10. si)=¢*+ 31 -6, [-2.2
I st =0 — 91+ 1, [-3,3
12, s(t)y=24 + 6t — ¢°. [ -2, 3]
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) — 21 — 610, [—2.2]
Sl) = 2" — 617, [—1.1]

Se dispara un provectil verticalmente hacia arri-
ba con una velocidad inicial de 144 pie/s. Su al-
tura sobre el suelo s( 1) (en pies) a los ¢ segundos
{s) esta dada por s(f) = 144t — 1677, ;Cual es
1a velocidad y cudl la aceleracion a los ¢ segun-
dos? ;jcudles son alos 3 s? ;Cual es la altura ma-
xima? ;Cuando llega al suelo?

LUn automovil baja por un plano inclinado (ver
1a figura). El nimero de pies s(7) recorridos a
105 1 segundos esta dado por s(t) = 5¢% + 2.
2Cuadl es la velocidad en ¢t = 15? (Ent¢ = 25?
cCuando aicanza una velocidad de 28 pie/s?

0a0 16

La iluminacion producida por una fuente de luz
£ directamente proporcional a la intensidad de
iz fuente ¢ inversamente proporcional al cuadra-
20 de la distancia s a la citada fuente. A una dis-
1ancia de 2 pie de una hoguera, el luxdmetro de
un fotografo registra 120 unidades. El fotogra-
fo se aleja poco a poco de la hoguera. Calcule
12 tasa de cambio de la lectura del luxometro con
‘especto a § cuando esta a 20 pie de la hoguera.

Demuestre que la tasa de cambio del volumen de
una esfera con respecto al radio es igual al drea
Z¢ la superficie.

-~ Demuestre que la tasa de cambio del radio de una
~arcunferencia con respecto a su perimetro es in-
‘dependiente de su tamafio.

121

20. La relacion entre la temperatura F en la escala
Fahrenheit y la temperatura C en la escala Cel-
stus esta dada por C = J (F — 32). ;Cudles la
razon de cambio de F con respecto a C?

21. La resistencia eléctrica R de un alambre de co-
bre de longitud constante es inversamente pro-
porcional al cuadrado de su didmetro 4. ;Cual
es la tasa de cambio o variacion de R con respec-
toad?

22. En la éptica se utiliza la ecuacion de las lentes
1/f = (1/p) + (1/gq), donde fes la distancia fo-
cal de una lente convexa y p y g son las distan-
cias de la lente al objeto y a la imagen
respectivamente. (Véase la figura del Ejercicio 53
de la Seccion 2.4.) Encuentre una férmula gene-
ral para la tasa de cambio de ¢ con respecto a
p cuando f se mantiene fija.

Ejercicios 23-26: C es la funcion de costo de un pro-
ducto. (a) Calcule el costo de produccién de 100 uni-
dades, v (b) encuentre las funciones de costo medio
y marginal y obtenga sus valores en x = 100.

23, Clx) = 800 + 0.0dx + 0.0002x>
24. C(x) = 6400 + 6.5x + 0.003x>
25. C(x) = 250 + 100x + 0.001x3
26.  C(x) = 200 + (100/x) + (x/100)

Z7. Un fabricante de motores pequefios calcula que
el costo de produccion de x unidades al dia esta
dado por C(x) = 100 + 50x + (100/x). Com-
pare el costo marginal de producir 5 motores con
el costo de la produccion del sexto motor.

28. Una compania lleva a cabo una serie de pruebas
piloto para la produccion de un nuevo solvente
industrial, y encuentra gue ¢l costo de producir
X litros para cada prueba esta dado por C(x) =
3 + x + (10/x). Compare el costo marginal de
producir 10 litros con el costo de producir el un-
décimo litro.

a X;, ERLONCES

EWT INCREMENTOS Y DIFERENCIALES

Consideremos la ecuacion y = f(x) en donde fes una funcién. En muchas aplicacio-
nes la variable independiente x puede cambiar ligeramente v es necesario encontrar el
cambio correspondiente de la variable dependiente y. Un cambio en x se denota fre-
cuentemente por ¢i simbolo Ax (que se lee “‘delta x*). Por ¢jemplo, si x varia de x;

AX = ", 7 Rt
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El numero Ax es el incremento de x. Notese que x; = x; + Ax, es decir, el nuevo

valor x, es igual al valor inicial x; mas el incremento Ax. El

FIGURA 3.12 simbolo Ay se usa para denotar el cambio en la variable de-
g pendiente y que corresponde a Ax. Entonces

Ay = f(x) — f(x) = f(x; + Ax) — f(x).

Ofx; + Ax, fix, + 4x))

J;' En la Figura 3.12 se ilustran graficamente los imcrementos
Ax y Ay.

A En ocasiones se utiliza x para representar el valor inicial

de la variable dependiente. En ese caso, para indicar un cam-

bio (pequefio) de esta variable, se dice que x fiene un incre-

Plx;, flx;))

=Y

mento Ax. Con esto la definicion de Ay adquiere la siguiente
forma.

DEFINICION Siy = f(x)y xtiene un incremento Ax, entonces el in-
cremento Ay de y es

Ay = flx + Ax) — f(x)

EJEMPLO 1 Seay = 3x?— 5.

(a) Calcular el incremento Ay correspondiente a un incremento Ax de x.
(b) Calcular Ay cuando x cambia de 2 a 2.1.

Soluciéon
(a) Sea f(x) = 3x? — 5. Aplicando la Definicién (3.20),

Ay = f(x + Ax) — f(x)
= [3(x + Ax)* — 5] — [3x* — 5]
= [3(x* + 2x(Ax) +(Ax)*) — 5] — [3x* — 5]
— 3% 4 6x(A) L AN — S —3x*+ 5
= 6x(Ax) + 3(Ax)*

&

(b) Deseamos calcular Ay cuando x = 2 y Ax = 0.1 Sustituyendo en la féormula para
Ay,

Ay = 6(2)(0.1) + 3(0.1)*
= 12(0.1) + 3(0.01) = 1.2 + 0.03 = 1.23
Por lo tanto, el cambio de yes 1.23 cuando x variade 2a 2.1. También podemos calcu-
lar Ay directamente como sigue:
Ay = f(x + Ax) — f(x) = f(2.1) — f(2)
=[3(2.1)* = 5] —[3(2)* = 5] =123 »
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La notacion de incrementos puede usarse para definir la derivada de una funcion.
Basta sustituir # por Ax en (3.4) y asi:

(3121) f;{.f] = lim Jil‘-[I fonky f(x] = |lim ,Ey_

Ax—=0 Ax Ax—0 AX

Esto puede expresarse: La derivada de f es el limite de la razon del incremento Ay de
la variable dependiente al incremento Ax de la variable independiente , cuando Ax tien-
de a cero. En la Figura 3.12 puede verse que Ay/Ax es la pendiente de la recta secante
que pasa por Py Q. De (3.21) se advierte que si f'(x) existe, entonces

Ay

— x f'(x) cuando Ax
Ax

il

0 o bien Ay = f'(x)Ax cuande Ax = (.

il

En la siguiente definicion se da un nombre especial a f'(x) Ax.

DEFINlCIéH (3.22) Sea vy = f(x), donde f es una funcion derivable, y sea |

Ax un incremento de x.

(i) La diferencial dx de la variable independiente x es
gx A

(ii) La diferencial dy de la variable dependiente y es

dy = fi(x)Ax = f'(x)dx

En (3.22) (i) puede verse que la (variacion) diferencial dx de la variable indepen-
diente x es igual a su incremento Ax. Sin embargo, esto no sucede con la variable de-
pendiente y. Como puede verse en (ii) el valor de dy depende de x y de dx.

Si ambos lados de la ecuacion dy = f'(x) dx de la Definicion (3.22) (ii) se dividen
entre dx (suponiendo que dx # 0), se obtiene lo siguiente.

ain A A
(3*23) i ik = i}f}n A

Por lo tanto, la derivada f'(x) puede expresarse como €l cociente de dos diferenciales.
Esto justifica la notacion dy/dx que se presento en (3.6) para la derivada de y = f(x)
con respecto a X.

[.os comentarios previos a la Definicion (3.22) conducen a lo siguiente.

(3.24) Si Ax = 0, entonces Ay ~ dy = f'(x)dx = (D.y)dx.

N P IR SR e

Por tanto, si y = f(x), dy puede usarse como un valor aproximado del incremento
exacto Ay de la variable dependiente correspondiente a un incremento pequefio Ax de
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+. Esta observacion es util para las aplicaciones en que se requiere una estimacion de
la variacion de y.

EJEMPLO 2 Sea y = 3x? — 5. Utilizar dy para estimar Ay cuando x cambia de 2 a
2k

Solucién Sea f(x) = 3x*> — 5. En el Ejemplo 1 vimos que Ay = 1.23. Usando la
Definicion (3.22),

dy = f'(x)dx = 6xdx.
En este ejemplo, x = 2, Ax = dx = 0.1y
= (6)(2)(0.1) =
Obsérvese que el valor 1.2 coincide con el valor exacto hasta la primera cifra deci-

mal. e

EJEMPLO 3 Sea vy = x' y Ax un incremento de x. Calcular (a) Ay, (b) dy,
(¢) Ay — dy y (d) el valor de Ay — dy para x = 1 y Ax = 0.02.

Solucion
(a) Usando (3.20) con f(x) =

= f(x + Ax) — f(x) = (¥ + Ax) - x°.
Aplicando el Teorema del Binomio (3.9) con n = 3,
= 2} + XX Ax) + 3x(Ax)? + (Ax)'] - ¥
= 3x3(AX) + 3x(Ax)* + (Ax)
(b) Por la Definicion (3.22) (1),
= f(x)dx = 3xtdx = 3Ix*(Ax)
(¢) De las partes (a) y (b),

Av — dy = [3x3(Ax) + 3x(Ax)* + (Ax)*] — 3x*(Ax)
= 3x{Ax)? + (Ax)’

(d) Sustituyendo x = 1 y Ax = 0.02 en la parte (c),

Ay — dy = 3(1)(0.02)* + (0.02)°
= 3(0.0004) + (0.000008) = 0.001208 =~ 0.001

Esto muestra que si dy sc¢ usa para estimar Ay cuando x cambia de 1 a 1.02, el error
que se comete es de 0.001, aproximadamente. o

Las graficas en la Figura 3.13 ilustran la interpretacion geométrica de dx y dy en
relacion con la recta tangente [ en el punto P. Se han representado Ax y Ay suponien-

— — R | — _
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FIGURA 3.13
(i)

e

X r+ Ax

X x+ Ax o

do que son positivos, sin embargo, pueden tomar valores negativos. En el triangulo PRT
puede apreciarse que la pendiente f (x) de la recta tangente [ es la razon R7/Ax, donde
RT es la longitud del segmento que une R y 7. Por lo tanto,

RT

e f(x) obien RT = f'(x)Ax = dy.

Cuando los incrementos son negativos se obtiene un resultado analogo. En general, si
X tiene un incremento Ax, entonces dy es lo que la recta tangente en P sube (0 baja)
cuando la variable independiente cambia de xa x + Ax. Esto es distinto de la cantidad
Ay que es lo que la grdfica sube (o baja) entre Py Q. Esta interpretacion geométrica
también muestra que dy = Ay cuando Ax es pequeno.

El ejemplo siguiente muestra como se pueden usar las diferenciales para obtener
formulas de aproximacion.

EJEMPLO 4

(a) Usar diferenciales para llegar a una férmula que dé el valor aproximado del volu-
men de una envolvente cilindrica delgada de altura A, radio interior r y espesor 7.

{(b) ;Cudl es el error que se comete al usar esta formula?

Solucion

(a) En la Figura 3.14 se ilustra la cubierta cilindrica de espesor 7 denotado por Ar.
Hay que calcular el volumen comprendido entre el cilindro interior de radio r y ¢l cilin-
dro exterior de radio r + Ar. El volumen V del cilindro interno es

V = nrih.

Si r se incrementa en Ar, entonces el volumen de la envol-
vente es el cambio AV de V. Considerando V como funcion
de r v aplicando (3.24),

AV = dV = (D, V)dr = (2zrh)dr

condr = Ar, va que res la variable independiente. Entonces

AV = (2xrh)dr = 2#xrh)T

es una formula aproximada para el volumen del cascaron c¢i-
lindrico. En palabras,
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FIGURA 3.15

CAPITULO 3 = LA DERIVADA
Volumen = (Area de la cara cilindrica interior) x (Espesor).

(b} El volumen exacto de la envolvente es

AV = w(r + Ary*h — xr?h
que da, simplificando,

AV = Qnrh)Ar + wh(Ar) .
El error que se comete al usar dV para estimar AV es

AV —dV = mwh(Ar)

Esto muestra que la aproximacion dV es muy precisa cuando Ar es pequerio en compa-
racion con A. 5

El siguiente ejemplo ilustra el uso de las diferenciales para evaluar los errores de
calculo provenientes de errores de medicion. Como se indica en la solucién, es impor-
tante considerar primero las formulas generales y no sustituir las variables por sus valo-
res especificos sino hasta los ultimos pasos de la solucidn.

EJEMPLO 5 Elradio de un globo esférico mide 30 cm y el error méximo en la medi-
cion es de 0.15 cm. Estimar el médximo error que se comete al calcular el volumen de

la esfera.

Solucion Consideramos primero la férmula general que relaciona el radio con el
volumen. Definimos

x = valor medido del radio
dx = Ax = error maximo en x.

Suponiendo que Ax es positivo, tenemos que

X — Ax = radio exacto = x + Awx.

Si Ax es negativo, podemos usar |Ax| en vez de Ax. En la
Figura 3.15 se muestra una parte de la seccion transversal del
globo que indica el posible error Ax. Si se calcula el volumen
V de la envolvente cilindrica usando el valor medido x, en-

:\‘“ tonces ¥V = $rx°.
k- o Sea A Vel cambio en V correspondiente a Ax. Podemos
7 %, interpretar A V como el error en el volumen calculado debi-
it do al error Ax. Podemos estimar A V en términos de &¥ co-
L mo sigue:

AV = dV = (D, V)dx = 4rx*dx.
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Finalmente, sustituimos los valores especificosde xydx, Conx = 30 y Ax = dx =
+(0.15 obtenemos

dV = 47(30°)(£0.15) = +(540)7 = +1696.

Por lo tanto, el error maximo posible en el volumen calculado debido al error de medi-
cion del radio es, aproximadamente, +1696 cm®. o

En el Ejemplo 5 el radio medido del globo fue de 30 cm con error maximo de 0.15 cm.
La razon de 0.15 a 30 se llama error medio en la medicion del radio. Por tanto

Error medio = 0.15 = 0.005.

30
Este numero significa que el error en la medicion del radio es, en promedio, 0.005 cm
por cm. El error porcentual se define como el error medio multiplicado por 100%. En
este ejemplo,

Error porcentual = (0.005)(100%) = 0.5%.

A continuacion se enuncia la definicion general de estos conceptos.

DEFINICION (3.25) Sea x una medida con un error maximo Ax. Por daﬂn
nicion, L O )

(i) Error medio = 2%

X {i
(ii) Error porcentual = (Error medio) X (100%).

En términos de diferenciales, si x representa una medida con un error posible dx,
entonces el error medio es (dx)/x. Si dx es una aproximacion al error en x entonces,
por supuesto, (dx)/x es una aproximacion al error medio. El siguiente ejemplo ilustra
estos comentarios.

EJEMPLO 6 El radio de un globo mide 30 cm con un error maximo en la medicion
de 0.15cm. Estimar el error medio y el error porcentual para el valor calculado del
volumen.

Solucién Este ejemplo es continuacion del Ejemplo 5, donde encontramos que si
el error maximo en la medicion del radio es 0.15 cm, entonces el error maximo A Ven el
volumen calculado V del globo puede aproximarse por

dV = +(540)r = +1696 cm’.
El volumen calculado es
V =% 7(30) = 360007 cm’.
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Aplicando la Definicion (3.25) a la variable V:

Error medio

AV _dV  £(540)7

.I..."r T

— = = =+0.015.
V 36 000 7

Error porcentual = +(0.015)(100%) = +1.5%.

Por lo tanto, en promedio, hay un error de +0.015 cm® por cm” del volumen calcula-
do. A continuacion del Ejemplo 5 encontramos que el error porcentual para el radio
es 0.5% . Notese que esto da un error porcentual de 1.5% para el volumen, .

EJERCICIOS 3.4

Ejercicios 1-4: (a)y Utilice la Definicion (3.20) para en-
contrar una formula general para Ay. (b) Calcule el
cambio en y correspondiente a los valores x v Ax,

usando Ay.
1. v=2x*—dx + 5 x=2 Ax=—02
2, y=x"—4 x= -1, Ax =01
3, r=1/x* x=3 Ax=03
4. = 124w o= 0, 45 = =015
Ejercicios 5-12: Determine (a) Ay, (b) dyy (¢c) dy —
Ay,
E p=3%"45v—3 8§ v=4—Tx—2x*
7. ¥y=1K 8. y=Tx+ 12
9. v=4 —Yx 10. v =8
1. y=x* 12. v=x°

Ejercicios 13-14: Use diferenciales para estimar el cam-
bio en f(x) cuando x varia de a a b.

13,

14.
15.

16.

17.

18.

Fx) = 4x° — 6x* 4 3% — 5

fixy==—3x"4+8x—T.a=4. h=1396

o S

Sean f(z) =z'—-3z224+2z—-T7Ty w= f(2)
Encuentre dw. Use dw para estimar ¢l incremen-
to de w cuando g varia de 4 a 3.95.

Sean F(¢) = 1/(2— %) v 5 = F(t). Determi-
ne ds v utilice este valor para estimar el incremen-
to de s cuando ¢ varia de 1 a 1.02.

El radio de la tapa circular de un pozo de alcan-
tarilla es de 40 cm aproximadamente, con un
error en la medicior de 0.15 cm. Utilizando di-
ferenciales, estime ¢l error maximo en el calculo
del arca de un lado de la tapa. Calcule el error
medio vy el error porccntual.

El lado de una baldosa cuadrada mide 30 ¢cm con
un error de medicion de 0.15 em. Use diferencia-

19.

20.

21.

2

EJERCICIO 22

-
-

les para estimar el error maximo en el calculo del
area. Calcule el error medio y el error porcentual.

Emplee diferenciales para estimar el incremento
en volumen de un cubo cuando sus lados cam-
bian de 10 a 10.1 ¢cm. ;Cual es el incremento exac-
to del volumen?

Un globo esférico se infla con gas. Use diferen-
ciales para estimar el incremento del drea de la
superficie del globo cuando el diametro varia de
60 cm a 60.6 cm.

Un lado de una casa tiene Ia forma de un cua-
drado coronado por un triangulo equilatero. La
base mide 48 pie con un error maximo en la me-
dicion de 1 pulg. Calcule el area del lado v use
diferenciales para estimar el error maximo come-
tido en el calculo. Evalde el error medio y el error
porcentual.

Los pequefios errores en la medicion de las di-
mensiones de grandes recipientes tienen un efec-
to importante en el calculo de sus volumenes. Un
silo tiene la forma de un cilindro circular recto
coronado por una semiesfera (véase la figura).
La altura del cilindro es exactamente de 50 pie.
Suponga que la circunferencia de la base mide
30 pie con un error maximo en la medicion de
6 pulg. Calcule el volumen del silo a partir de es-
tas medidas vy use diferenciales para estimar el
error maximo en el calculo. Determine el error
medio v el error porcentual.
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La arena que se escapa de un recipiente va for-
mando un monticulo conico cuya altura siempre
&s igual a su radio. Use diferenciales para esti-
nar el incremento del radio correspondiente a un
pumento de 2 cm® en el volumen del monticulo,
wando el radio mide 10 cm.

%¢ el método ilustrado en el Ejemplo 4 de esta
gocion para encontrar formulas aproximadas del
solumen de una envolvente solida delgada cuya
' il supe.rficial es (a) ESfél'iEﬂ, (b) cubica.

2 ley de gravitacion de Newton dice que la fuer-
22 de atraccion entre dos particulas con masas
® ¥ m,estd dada por F = gm;m,/s?, donde ¢
= una constante y s es la distancia-entre las par-
sculas. Use diferenciales para estimar el incre-
=nto en § que se requiere para aumentar F en
. 10% cuando s = 20 cm.

L2 ley de Boyle establece que la presién p y
& volumen v de un gas encerrado estdn rela-
cionados por la f6rmula pv = ¢, donde ¢ es una
constante; o, equivalentemente, por p = c/v,
suponiendo v # 0. Demuestre que dp y dv estdn
elacionados por la formula pdv + vdp = 0.

¥ Haga uso de diferenciales para estimar (0.98)°.
ASugerencia: Tome y = f(x) = x* y considere
'_ {x + Ax) = f(x) + Ay,conx =1y Ax =
—0.02.) ;Cual es el valor exacto de (0.98)*?
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28. Emplee diferenciales para estimar el valor de
N = (2.01)* — 3(2.01)° + 4(2.01)*> — 5.

i Cual es el valor exacto de N7

29. Elarea A de un cuadrado de lado s esta dada por
A = s?. Suponga que § tiene un incremento As.
[lustre geométricamente dA4 v AA — dA.

30. Elvolumen V de un cubo de lado x esta dado por
V = x*. Suponga que x tiene un incremento Ax.
[lustre geomeétricamente dV v AV — dV.

31. La obstruccion de las arteriolas es una de las cau-
sas de hipertension sanguinea. Se ha comproba-
do experimentalmente gque cuando la sangre fluye
por una arteriola de longitud dada, la diferencia
de presion en los dos extremos de la arteriola es
inversamente proporcional a la cuarta potencia
del radio. Suponga gue ¢l radio de una arteriola
disminuye en 10% . Use diferenciales para calcu-
lar el cambio porcentual en la diferencia de
presion.

32. La resistencia eléctrica R de un conductor es di-
rectamente proporcional a su longitud e inversa-
mente proporcional al cuadrado de su diametro.
Suponiendo que la longitud es constante, jcon
qué precision debe medirse el didmetro (en tér-
minos del error porcentual) para mantener el

error porcentual en el valor de R entre —3% v
30 ?

y entonces

ER-] LA REGLA DE LA CADENA

Las reglas de derivacién presentadas en las secciones anteriores se pueden usar sola-
mente para sumas, restas, productos y cocientes de expresiones de la forma x” donde
n es un entero. Hasta ahora no se ha presentado ninguna regla que pueda aplicarse di-
rectamente a una expresion como (x> + 1)’. Es claro que

D.y =

D.(x* + 1P + 3(x* 4+ 1)?
pues cambiando la forma de la expresion puede escribirse

po=(xF 1)y =28 £ 4+ 3% 41

6x° + 12x% + 6x
6x(x* + 2x2 + 1)
6x(x* + 1)
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Por lo tanto D, (x* + 1) = 6x(x* + Iy

Estos desarrollos pueden llegar a ser muy complicados para potencias mayores, co-
mo por ejemplo (x* + 1)!°. Por esto es conveniente tener métodos mas sencillos para
calcular la derivada. El que se usa en este caso parte de expresar y como una funcion
compuesta de x. Recordemos que si fy ¢ son funciones tales que

y=Jfw y u=yg4x),

y s1 g(x) estd en el dominio de f entonces puede escribirse

y = flu) = flg(x),

es decir, ¥ es una funcion de x. Esta ultima es la funcién compuesta f o g definida en
la Seccién 1.5. Nétese que y = (x? + 1) puede expresarse de esta manera definiendo

y=u*® v wu=x*+ 1l

Si se pudiera encontrar una regla general para derivar f (9(x)), entonces se podria apli-
caray = (x? + 1)’ como un caso especial y también a cualquier expresion de la for-
ma y = | f(x)]?, donde n es un entero.

Para dar una idea del tipo de regla esperada, regresemos a las ecuaciones

y= flu) vy u=gx).

El objetivo es encontrar una formula para la derivada dy/dx de la funcién compuesta

dadapory = f (y(x}). Si [y ¢ son derivables, entonces, usando la notacion de dife-
renciales,

dy du

=t ¥ ==yl

du
Considerando el producto

dy du
du dx
y tratando las derivadas como cocientes de diferenciales, se /llega a la siguiente regla:

v  dydu .
e S o = f(u)y'(x).

dx  dudx

Notese que ésta proporciona la derivada correcta de y = (x* + 1)°, pues escribiende

¥y = v =+

y usando la regla, se obtiene

dv  dyv du 5
et e R e 2; :6_' "?':Ep_ ! 2 2_
P e (3u~)(2x) X x{x~ + 1)
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Aunque no se ha demostrado la citada regla, se ha planteado el siguiente teorema,
en €l que se supone que las variables se eligen de manera que la funcién compuesta f o g
esta definida y que si g tiene derivada en x entonces f tiene derivada en g(x).

dy du
g e
existen ambas, entonces la funcion compuesta definida
por y = f(g(x)) tiene una derivada dada por

d |
_g- i .ji t;; = f'(wgx) = fg(x)g' ().

1 REGLA (3.26) Si y = f(u), u = g(x), y las derivadas
DE LA CADENA

Demostracion Parcial Sean xy Axtales que tanto x como x + Ax estén en el domi-

nio de la funcién compuesta. Como y = [ (g(.r)), el incremento de y correspondiente
estd dado por

Ay = flglx + Ax)) — flg(x)).

S1 la funcion compuesta tiene una derivada en x, entonces por (3.23),

Considerando # = ¢(x), sea Au el incremento de u correspondiente a Ax, es decir,

Au = g(x + Ax) — glx).
Puesto que glx + Ax) = glx) + Au = u + Au

la formula Ay = f(g(x + Ax)) — f(9(x)) puede expresarse como

Ay = flu + Au) — f(u).

S1 y = f(u) es derivable en u entonces

dy , , Ay
du _f(")_‘}}i*“ﬂ Au -

Analogamente, si u = g(x) es derivable en x entonces

du ) = 1 Au
— = g'(X) = lim —,
d.".': J Ax—{ ﬂ,‘{

Supongamos que existe un intervalo abierto 7 que contiene a x tal que siempre que
X + Axestaen Iy Ax # 0, entonces Ax # 0. En este caso puede escribirse

dy oo Ay lim Ay Au " Ay I Au
_ = e — — == 1Im — —
7 5 T , < SN W, TN Ax—0 A ﬁ_:lil.lﬂ Ax
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siempre y cuando el limite exista. Como g es derivable en x entonces es continua en
x. Como Ax — 0, entonces g(x + Ax) tiende a g(x) vy por lo tanto Au = 0. Resulta
que la formula del limite dada anteriormente se puede escribir

£ lim Ay lim L
g NioaRu Ao Nx

dy dn_q gpe, oo 4 Wy
- (E) (cﬂ) = fu)g'(x) = f'(g(x))g'(x)

que es lo que se queria demostrar.

En la mayoria de las aplicaciones de la Regla de la Cadena, u = ¢g(x) tiene las pro-
piedades utilizadas en el parrafo anterior. Si ¢ no satisface esta propiedad, entonces
todo el intervalo abierto que contiene a x contiene también a un numero x + Ax, con
Ax # 0, tal que Au = 0. En este caso la demostracion no es valida va que Au aparece
en un denominador. Para tener una demostracion que se aplique a funciones de este
tipo es necesario desarrollar otros métodos. En el Apéndice II se da una demostracion
completa de la Regla de la Cadena. ° s

EJEMPLO 1 Seay = (3x? — 7x + 1)°. Usar la Regla de la Cadena para encontrar
dy/dx.

Solucién Considerando

y=u> y u=73x>-7x+ 1.

se expresa y como una funcién compuesta de x. Si se utiliza la Regla de la Cadena (3.26).

dy dydu
dx  dudx

= S5u*(6x — 7)

=53x—Tx+ 1)H6x —7T) »

Una de las aplicaciones principales de la regla mencionada es para desarrollar otra
formulas de derivacion. Como un primer ejemplo se demostrard una férmula para I
derivada de una potencia de una funcion.

REGLA DE (3.27) | Si g es una funcién derivable y n es un entero entonces

D, [¢(x)]" = nlg(x)]""" D, [g(x)].

Demostracion Siy = " y u = g(x), se tiene que y = [¢g(x)]". Por la Regla

la Cadena,

dv  dvd

E - ;’_.u ;,’*: ="' D u=n[g(x)]"" ! D, [g(x)].
Esto completa la demostracion. > o
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La siguiente forma equivalente para la Regla de la Potencia en el caso de Funciones
es mas facil de recordar que (3.27).

REGLA DE LA (3.28) DAu") = nu' Dyg,  paraw—g00)
POTENCIA
A ALTERNA)

Notese que si 4 = x entonces D,.u = 1, con lo que (3.28) se reduce a (3.10).

EJEMPLO 2 Encontrar f'(x) para f(x) = (x> — 4x + 8)".
Solucién Usando la Regla de la Potencia (3.28) conu = x> —4x + 8y n = 7,

f(x)=D (x> —d4x+ 8) =T(x> —d4x 4+ 8§)° D, (x> — 4x + §)
= 7(x®> — 4x + 8)%(5x* — 4) N

: dy |
EJEMPLO 3  Determinar —-— para y = Py —e

Solucién Escribiendo y = (4x* + 6x — 7)7° y aplicando la Regla de la Potencia
(3.28)con u = 4x* + 6x— T y n = —3,
dy

=D _(4x* + 6x—T7)""
dx

= —3(4x* + 6x —T)" " D, (4x* + 6x — 7)
= —3(4x% + 6x — 7)"48x + 6)

—6(4x + 3)
(4x> 4 6x — 7)*

EJEMPLO 4 Sea F(z) = (2z + 5’03z — 1)*. Encontrar F'(z).

Solucién Usando primero la Regla del Producto, después la Regla de la Potencia
y factorizando el resultado,

Fiz)=0Q2z+ 5D, Bz—1D)*+ (32— 1*D, (22 + 5
= (22 + 5% -4(3z — 1)*(3) + (3z — 1}4- 3 2z + 5*%2)
= 6(2z + 5)%(3z — 1)*[2(2z + 5) + (3z — 1)]
RECTA TANGENTE = 6(2z + 5’3z — 1)’(7z + 9) :

| Sea funa funcién derivable. La recta normal a la grafi-
el eey ca de fen el punto P(a f(a)) es la recta que pasa por Py
es perpendicular a la recta tangente en el mismo punto, co-
mo se ilustra en la Figura 3.16. Si f'(¢) # 0, entonces por
el Teorema (1.19), la pendiente de la recta normal es
-1/ f'(a).Si f'(a) = 0, entonces la recta tangente es hori-
zontal y, en este caso, la recta normal es vertical y tiene por
ecuacion x = 4.

RECTA NORMAL

B 9
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EJEMPLO 5 Sea f(x) = (x* — 1)*. Encontrar la pendiente de la recta normal a -
grafica de f en el punto P( 3. (1 )}_ Ilustrar esto con un croquis.

Solucién Por la Regla de la Potencia,

FIGURA 3.17 fi(x) = 4(12 = 1)3(21) = SI{IE — 1.

] 4y La pendiente m de la recta tangente en P es

m= 1) =8)(— = —H~ —17

Por lo tanto, la pendiente de la recta normal es —1/m
16/27 = 0.6.

\ La grafica de fes simetrica con respecto al eje y, &2

abscisas de sus intersecciones con el eje x son +1, ¥
ordenada de la interseccion con el eje yes 1. En la Fig:

ra 3.17 aparece un croquis de la graficade fysur
normal en P. o

=¥

2

Si g es una funcidn derivable v v = ¢(x), entonces (3.28) también se puede expre
sar en cualquiera de las siguientes formas.

n B Uayiig R d_}’
3.29) | DM = Dy = mrly =y L

La variable dependiente y representa la expresion ¢(x) y por lo tanto, al deri
y" es necesario multiplicar ny"! por la derivada y’. En general, D, y" #ry™'. LaF
mula (3.29) sera de gran utilidad en la siguiente seccidn para trabajar con las funcio
implicitas.

EJERCICIOS 3.5

Ejercicios 1-26: Derive la funcion. 9. F(v) = (17v — 5)100¢

1 f(x) = (x* — 3x + 8)° 10. K(x) = (3x> —5x + 7)!

11.s(t) = (46> — 3> + 21)*

12.p(s) = 1/(8 — 55 + 7s7)'"
13.N(x) = (6x — 7)(8x* + 9)°
14.f(w) = 2w? — 3w + 1)(3w + 2)*

—— X i

C'5l fix)= _afx) = - 16 3t 4+ 4\
LI =7 Iy 6.4X) = —5—"3) 15.9(2) =( 2 —;) 16. S(1) = (m e ?)
1. /) =08x-2x* +x—7)°

8 glw) = (w* — 8w* + 15)°

2. f(x) = (4x> + 2x* — x = 3)?

3.9(x)=8x—7)""7
g M)y={(5x" =Zx 1}

(u? + 1)°
(4u — 5)°

17. ku) =
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8. ) = (3x — 8) " YTx2 + 4)
_ IxZ — 53\ =3 4 27
19
[ X)= Miz) = =
f(x) (thr ?) 20. Mz = s
B Ol — (538 L
2. Floy=(v'—202 3

235. h(x) = [(2x + 1)1° + 1]'°

fm=[O+f)ﬂ+1T'

25, Fir) = 26(2t + 122t + 3)°
Tx(x? + 1)°
.ﬁ‘ N =
X =G T 107

‘Ejercicios 27-30: (a) Encuentre ecuaciones para la rec-
‘12 tangente v la recta normal en el punto P de la gra-
fica de 1a ecuacion dada. (b) Determine los puntos de
la grafica en los que la recta tangente es horizontal.

27* y = {4_‘.{2 — 8x H 3}:": PEZ* El}

I ] 5
28. = (,H—) . P(1,32)
X

9., _ 2y — 1)'° P(1,1)
3.y = (2 - 17 PO, —1)

3. gea y = (x* — 3x2 + 1) Encuentre dy y use-
la para estimar el incremento de y cuando x va-
riade 1 a 1.01.

32. Sea w = z3(z — 1)°. Halle dw y usela para esti-
mar el incremento de w cuando z varia de 2 a
1.98.

33 Sean w = f(z) ¥ z = g(s)- (a) Exprese la
formula de la Regla de la Cadena para dw/ds en
términos de la notacién con diferenciales. (b) De-
termine dw/ds para w = z° — (2/z) yparaz =
(52 + 1).

3. Seanv = F(u) v u = G(1). (@) Exprese la for-
mula de la Regla de la Cadena para dv/df en tér-
minos de la notacion con diferenciales. (b) En-
cuentre dv/dt parav = (u* + 2u* + 1P yu =
417,

- Si un cuerpo de masa m tiene velocidad v, en-
tonces su energia cinética K esta dada por K =

! mv2. Suponiendo que v es una funcién del
tiempo ¢, aplique la Regla de la Cadena para en-
contar una formula para dK/dr.

L]

-
4

“%. Cuando un globo meteoroldgico se estd inflan-
do, su radio r es funcion del tiempo /. Sea V el

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.
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volumen del globo. Aplique la Regla de la Cade-
na para obtener una férmula para dV/dl.

Cuando se lanza un astronauta al espacio, el pe-
so de su cuerpo disminuye hasta llegar a un esta-
do de ingravedad (o ingravidez) total. El peso W
de un astronauta de 150 libras (Ib), a una altu-
ra de x km sobre el nivel del mar esta dado por

400 |*
W =150 6 — .
6400 + x

;A razon de cudntas libras por segundo (lb/s)
pierde peso el astronauta si cuando x = 1000 km
la astronave se va alejando a razén de 6 km/s?

La relacion de longitud a peso del pez llamado
hipogloso del Pacifico esta descrita por la for-
mula W = 10.375L°, donde la longitud L esta
en metros y el peso W en kilogramos. Su tasa de
crecimiento en longitud dL/dt esta dada por
0.18(2 — L), para { medido en afios.
(a) Encuentre una férmula para la tasa de cre-
cimiento en peso dW/dt en términos de L.
(b) Use la férmula de la parte (a) para calcular
la tasa de crecimiento en peso de un hipo-
gloso de 20 kg.

Calcule £(2) y k'(2) suponiendo que k(x) =
fla) y @ = -4, g = 2, @ = 3,
g(2) =

Sean p, g y r funciones tales que p(z) = q[r{z)).
Suponiendo que r(3) = 3, g(3) = =2, r'(3) =
4y q'(3) = 6, calcule p(3) y p'(3).

Sea (1) = g(h(1)). Suponiendo que f(4) =
g@d) =3, h(4) =4, f@) =2y 9@ =
evalie h'(4).

Sea u(x) = v(w(x)). Considerando que v(0) =
—1, w(0) = 0,u0) =—1,v(0) =-3yu=
2. calcule w (0).

Consulte la Definicion (1.21). Sea f derivable.
Aplique la Regla de la Cadena para demostrar
(a) que si f es par, por lo tanto f' es impar,
y (b) que si fes impar, entonces f es par. Dé
ejemplos de (a) y (b) utilizando funciones poli-
nomiales.

Seanz = k(y), ¥y = f(u) y u = g(x). Demues-
tre que segun hipotesis restrictivas adecuadas
dz  dzdydu
dx  dy dudx’
Generalice este resultado a un nimero arbitra-
rio de funciones.




136

CAPITULO 3 e LA DERIVADA

DERIVACION IMPLICITA

Dada una ecuacién de la forma
y=2x*-3
se dice que y es una funcion de x, ya que
y= f(x) con f(x)=2x*-3.

La ecuacion 4x2 — 2y = 6

define la misma funcién f, pues al despejar y se obtiene
~2y = —4x* + 6 obien y = 2x2-3.

En el caso 4x* — 2y = 6 se expresa que y (o bien f) es una funcién implicita de x,
o0 que festa definida implicitamente por la ecuacién. Sustituyendo y por f(x) en 4x?* —
2y = 6, se obtiene

4x% — 2f(x) = 6
4x° —2(2x* —3) =6
4 —4x2+6=6

La ultima ecuacion es una identidad, pues es valida para todo x en el dominio de I
Esto es lo que caracteriza a las funciones f definidas implicitamente por una ecuacion
en x y y. Es decir, festd definida implicitamente por una ecuacion si ¥ solo si al susti-
tuir y por f(x) se llega a una identidad. Como (x, f (x)) es un punto de la grafica de
J, el enunciado anterior implica que /a grdfica de la funcién implicita f coincide con
una parte de (o con toda) la grdfica de la ecuacion.

En el siguiente ejemplo se muestra que una ecuacién en x y y puede definir a mds
de una funcién implicita.

EJEMPLO 1 ;Cuantas funciones diferentes quedan definidas implicitamente por la
ecuacion x2 + y? = 127

Solucion La grafica de x* + y? = 1 es la circunferencia unitaria con centro en
el origen. Despejando y en términos de x obtenemos

B= -_f_—x,fi -—II.

Dos de las funciones implicitas de la ecuacién estan dadas por

fR=V1-x* y g0=-41

Las graficas de fy g son, respectivamente, la mitad superior y la mitad inferior de la

circunferencia unitaria (véase la Figura 3.18(i) y (i1)). Para encontrar otras funciones
implicitas podemos tomar cualquier niimero « entre —1 y 1, y definir una funcién k por

{ *M-II—IE Si—lﬂlﬂﬂ

—/1 —x* sig<x<l.

3
_I""

i) =
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FIGURA 3.18
ﬂ} Y “i} AV {iii} Frl

-y A
o B W A

La grdfica de k aparece en la Figura 3.18(iii). Obsérvese que hay una discontinuidad

de salto en x = a. La funcién k estd definida implicitamente por la ecuacion x2 +

y* =1, ya que

= [k ]P =1

para todo x en el dominio de k. Haciendo que a tome diferentes valores podemos obte-
ner tantas funciones implicitas como queramos. Hay muchas otras funciones determi-
nadas implicitamente por x* + y* = 1, y la grafica de cada una de ellas es una parte
de la grafica de la ecuacion., -

No es obvio que la ecuacidn
4 0o
¥ o+ 3y —dx® = 5x 4 1]

defina una funcion implicita f en el sentido de que al sustituir y por f(x),

[F()]* + 3[f(x)] — 4x3 = 5x + |

sea una 1dentidad para-todo x en el dominio de f. Se pueden enunciar condiciones en
las cuales una funcion implicita existe y es derivable en algunos nimeros de su domi-
nio; sin embargo, se omite la demostracion pues requiere métodos mas avanzados. En
los siguientes ejemplos se supone que una ecuacidn en x v y define una funcién deriva-
ble ftal que al sustituir y por f(x) la ecuacion se convierte en una identidad para todo
x en el dominio de f. La derivada de f puede evaluarse por el método de derivacién

-imphieita.

EJEMPLO 2  Suponiendo que la ecuacién y* + 3y — 4x* = 5x + 1 define implici-
tamente una funcion derivable f tal que y = f(x), encontrar su derivada.

Solucion Tomamos a y como un simbolo que denota a f(x) y consideramos la
ecuacion como una identidad para todo x en el dominio de f. Entonces las derivadas
de ambos lados son iguales; es decir,

D, (y*+3y—4x’)=D_(5x + 1), o bien
(*) D, (y*) + Dy (3y) = D, (4x%) = D, (5x) + D, (1).
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Es importante recordar que en 1general D, y* # 4y>. Como Yy = f(x), por medio d:
(3.29) obtenemos D,(y*) = 4y°y'. Andlogamente, D,(3y) = 3D,y = 3. Sustitu-
yendo en (*),

4y°y' + 3y — 12x* =54 0.
Despejando y’,
(4y° +3)y' =12x2 + 5

; 12x7% 5
y y_-’-l}'3+3

siempre y cuando 4y° + 3 # 0. En términos de 7,

oo 12x*P45
SO = a7 + 3

Las dos ultimas ecuaciones en la solucion del Ejemplo 2, muestran una desventaia
de la derivacion implicita: la formula para y* (o f'(x)) puede tener la expresién y

f(x)). Sin embargo, estas férmulas son muy utiles para analizar fy su grafica.
En el ejemplo siguiente se usa la derivacion implicita para calcular la pendiente

P

coincide con la de la ecuacion para todo x en algin intervalo abierto que contiene

a. Observese que, como P(a, b) es un punto de la grifica, el par ordenado (a, b) debe
ser solucion de la ecuacion.

EJEMPLO 3 cCalcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de

yE+ 3y —4xd = 5x + 1
en el punto P(1, —2).

Solucion Nétese que P(1, —2) estéd en la grafica, ya que
(—2)* + 3(=2) — 4(1)° = 5(1) + 1.

La pendiente m de la recta tangente en P(1, —2) es el valor de la derivada y" cuands
X =1y y = -2 Laecuacién dada es la misma que la del Ejemplo 2. Ahi encontram
que ' = (12x* + 5)/(4y® + 3). Sustituyendo x por 1 y y por —2 obtenemos

_ R 4+5 1T
H—-2P+3 29

EJEMPLO % Suponiendo que x* + y* = 1 define una funcién ftal que y = f(x).
encontrar y'.
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Sclucién Las funciones implicitas definidas por x* + y? = 1 se estudiaron en el
Ejemplo 1. Como se hizo en el Ejemplo 2, derivamos ambos lados de la ecuacién con
respecto a x y asi

D.(x*) + D.(¥*) = D.(1).

Por lo tanto,

2x + 2y’ =0 obien ' = —x
y y' = -2  sip#0. 0
¥

El metodo de derivacion implicita proporciona la derivada de cualquier funcién
derivable definida por una ecuacion en dos variables. Por ejemplo, la ecuacién x? +

y? = 1 determina muchas funciones implicitas (véase el Ejemplo 1). La pendiente de
la recta tangente en un punto (x, y) de cualquiera de las graficas de la Figura 3.18
estd dada por y' = —x/y, siempre y cuando la derivada exista.

EJEMPLO 5 Encontrar y' suponiendo que 4xy> — x%y + x} - 5x + 6 = 0.

Solucion Derivando ambos lados de la ecuacién con respecto a x,
D_ (4xy®) — D, (x*y) + D, (x°) — D, (5x) + D, (6) = D, (0).

Como y denota a f(x) para alguna funcion f, aplicaremos la Regla del Producto a
D, (4xy*) vy D, (x%y). De este modo,

D.(4xy?) =4x D_(y*) + y* D, (4x)
= 4x(3y%y) + y°(4)
= 12xy*y' + 4y°
y D,(x*y)=x*D,y+ yD,(x%
= x*y' + y(2x).

Sustituyendo esto en la primera ecuacion de la solucion y derivando los otros términos
obtenemos

(12xy%y" + 49) — (%" + 2xp) + 3x2 -5 = 0.

Reuniendo los términos que contienen y° v pasando los restantes al lado derecho de
la ecuacion resulta

(12xy* — xY)y" = 5 —3x% + 2xy — 4)3.
Por lo tanto,

y

_5—=3x% 4+ 2xy—4y°
B 2%y —x®

siempre que 12xy? — x2 # Q. °
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EJERCICIOS 3.6

Ejercicios 1-8: Encuentre al menos una funcion fde-
finida implicitamente por la ecuacion dada v especi-
fique el dominio de f.

=2y +4=2x*+3y—Tx
Xt —xy+dy=1
x4 y2—16=0

x* —2xy 4+ y: = x

fad B

4. 3x* —4y* =12
6. 3x* —4xy + y* =0
8. |[x—y|=2

¥ 7]

i i \."Ilr.;; - 5 '\,-"_l = ]

Ejercicios 9-20: Encuentre ¥y suponiendo gue la ecua-
cion define una funcién derivable ftal que y = f(x).

9. 8xt 4+ y* =10

11, 2x* + x*y+y* =1

10, 4x* — 23 = x

12, Sx®4 2x%y 4 2 =8
13, 5x> —xy—4y* =0

14. x* + 41’2}’2 3%y’ +2x=0
15. (1/x%) + (1/y%) =1

16. x=y+ 2> + 3?

17. x°y° +dxy + x— 6y =2
18. 4 — Txy = [};2 4 4)3

19. (32 — 9 = (4x? + 3x — 1P
20. (1 + xy)=2x>—9

Ejercicios 21-24: Se dan la ecuacion de una curva cla-
sica y un croquis de su grafica para algunos valores
positivos de las constantes ¢ y b. (Para mayor infor-
macion consulte libros de geometria analitica.) Cal-
cule la pendiente de la recta tangente en el punto P
para los valores dados de a v b.

21. Ovalos de Cassini: (x% + y* + a?)y —d4a’x* =
b a = 2, b = V6, P(2, V2).

-

X

22, Folio de Descartes: x* + y*— 3axy = 0;
a = 4, P(6, 6).

AN
_\

23. Lemniscata de Bernoulli: (x* + y*)? = 2axy:
a = V2, P, 1).

LYy

24. Concoide de Nicomedes: (y — a)*(x* + y*) =
by a = 2, b = 4, P15, 1).

£

N e

o

-

Ejercicios 25-28: Encuentre una ecuacion para la rec-

ta tangente en el punto P a la grafica de la ecuacion
dada.

25. xy+16=0, P(—2, 8)

26. y*—4x*=35 P(—1,3)

27. 2x" —x*y+y —1=0, P2, —=3)
28. (1/x}4-(3/y) = 1, P2, 6)

29. Demuestre que la ecuacion x> + y* + 1 = One
define una funcién ftal que y = f(x).

30. Demuestre que la ecuacién y? = x determina un
numero infinito de funciones implicitas. Trace las
graficas de cuatro de esas funciones.

31. (Cuantas funciones implicitas quedan definidas
por cada una de las ecuaciones?
(@ x* + y*=1 =0
(b) x* 4 y* =)
() ¥* +ax +4 =0




. LUltilice la derivacion implicita para tornar patente
‘gue s1 P es cualguier punto de la circunferencia
x° + y? = 4% larecta tangente en P es perpen-
gicular a OF.

Suponga que 3x2 — x%y3 + 4y = 12 define una
funcion derivable ftal que y = f(x). Use dife-
‘renciales para estimar el incremento de f(x)

3.7 Potencias y derivadas de orden superior

34.
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cuando x varia de 2 a 1.97, suponiendo que

f@ = o.

Considere que x° + xy + y* = 19 define una
funcion diferenciable ftal que y = f(x). Supo-
niendo que P(1, 2) es un punto de la grafica de
S, use diferenciales para estimar la ordenada b
del punto de la grafica Q(1.10, b).

EXv4 POTENCIAS Y DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

La regla de la potencia (3.10) se puede ampliar al caso de exponentes racionales. Si

m/in

¥y ==X
donde m y n son enteros v n ¥ 0, entonces

P n

P =

Suponiendo gue y existe v que los denominadores no se anulan, derivando implicita-
mente se obtiene que

B vi= D 4

o bien " i D y=mx" 1.

Por lo tanto,

Loom

m
— e Im_l}’l_" i Im—l(xmfn}l—n‘
ny" n n

mxm

D,y=

El lado derecho se puede simplificar con las leyes de los exponentes, con lo que se llega
a la Regla de la Potencia para Exponentes Racionales: Si m y n son enteros y n # 0,
entonces

m
BJ; (xm,fr:] = I{m,.'n]-— 1_
!

Esta es una demostracién incompleta de la formula pues en ella se supone que y’ existe.
Puede darse una demostracion completa mediante la definicion de derivada.

Encontrar y’ si y = 63/x* + i

: Vx
Solucion Utilizando exponentes racionales podemos escribir y = 6x
Aplicando la Regla de la Potencia,

P - J‘:III — 6{%}_}:(‘”31_1 -+ 4(_%}:{_‘1!2}_1
= R0 = Dy AR

2

e —

IS,.’I

EJEMPLO 1

4/3 e

+ 4dx

= fa i
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y en términos de radicales,

2
V=8 -
X

i

La Regla de la Potencia para Funciones (3.27) es valida para cualquier exponente
racional. El siguiente ejemplo ilusira esta regla.

EJEMPLO 2 Encontrar f'(x) si f(x) = 3/5x2 —x + 4.

Solucién  Escribiendo f(x) = (5x% — x + 4)'? y usando la Regla de la Potencia
para Funciones con n = 1,

f(x)=45x2 = x +4) 22 D_(5x% — x + 4)

1 1
B (E) (5x% — x + 4)*7 (0 — 1)

B 10x — 1
33/(5x% — x + 4)?

EJEMPLO 3 Hallar dy/dxsiy = (3x + 1)°2x — 5.

Solucién Comoy = (3x + 1)°2x — 5)"2, aplicando las reglas del Producto y de
la Potencia obtenemos
dy

7o = (Bx+ 1)°3(2x — 5)” Y3(2) + (2x — 5)126(3x + 1)°(3)

3x + 1)
_ {\/;_tij +18(3x + 1) /2x — 5
x Cl-

(3x + 1)® + 18(3x + 1)°(2x — 3)
J2x—35
(3x + 1)5(39x — 89)

N2x— 5 :

El interés del siguiente ejemplo radica en que ilustra el hecho de que para obtener
una derivada, a veces hay que aplicar la Regla de la Potencia mas de una vez.

EJEMPLO 4 Determinar f'(x) para f(x) = (7x + /x> + 6)*.

Soluciéon  Aplicando la citada regla para las potencias,

f(x)=4(7x + /x> + 6)’ D, (7x + /x* + 6)
= 4(7x + M]a[ﬂx (7x) + Dx~ x* + 6].
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Aplicando otra vez la Regla de la Potencia,
D .Jx*+6=D_(x>+6)>=4(x*>+6)"12D_(x*+ 6)

Y

1
2% S b -.fxl—i—é.

Por lo tanto,

f(x) =4(7Tx + x* + 6)° [? e ] o
JxZ+6

EJEMPLD 5 La tripulacion de un barco divisa desde cubierta una ballena y calcula
que tiene una longitud L de 32 pie con un error posible de =2 pie. Las investigaciones
sobre las ballenas han mostrado que su peso W (en toneladas meétricas) se relaciona con
L segiin la férmula W = 0.000137L%'8. Usar diferenciales para estimar el error en el

cdlculo del peso de la ballena con una precision de un décimo de tonelada metrica. ;Cuan-
to vale aproximadamente el error porcentual?

Solucién  Para utilizar los métodos del célculo debemos suponer que W es una fun-
cion derivable de L. Usando la formula para hallar W con L = 32 obtenemos

W = (0.000137)32%1% = (0.000137)(61,147.25) = 8.4 toneladas métricas.

Denotemos por AL el error en la medicion de L y por A W el error correspondiente
en el valor calculado de W. Podemos estimar estos errores usando dL y dW, como se
hizo en la Seccion 3.4. Aplicando la Definicion (3.22)(11) y la Regla de la Potencia para

Exponentes Racionales,

W
dW = (i—L) dL = (0.000137)(3.18)L*'2 dL

— (0.00043566 1.5 dL.

Sustituvendo L = 32 v dL = +2, y usando calculadora, se ve que ¢l error en la estima-
cion de W es aproximadamente

dW = (0.0%43566]322'15[ + 2)
~ (0.00043566)(1910.85)(+2) =~ + 1.7 toneladas métricas.

Por la Definicidon (3.25),

: AW dW 1.7
Error medio = ~ ~ +
w W 8.

y Error porcentual = +(0.20)(100%,) = +20%,

~ +0.20

N =N

Cuando se deriva una funcién f, se obtiene otra funcién f'. Cuando f tiene deri-
vada, €sta se denota por f ' y se la llama segunda derivada de f. Asi

f"(x) =D, [f'(x)] = D, [D, (f(x))] = D5 f(x).
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Como estd indicado, puede utilizarse el operador D para denotar segundas deriva-
das. La tercera derivada /' de fes la derivada de la segunda derivada. Concretamente,

f"(x) = D [f"(x)] = D, [Dg f(x)] = D3 f(x).

En genecral, si » es un entero positivo, entonces /' denota la n-ésima derivada de
[, la cual se calcula tomando f y derivando n veces sucesivamente. Con la notacién
de operadores, f(x) = D! f(x). El entero n se denomina orden de la derivada
F"(x). A continuacién se presenta un resumen de las diversas notaciones que se utili-
zan para estas derivadas de orden superior de y = f(x).

NOTACIONES PARA (3.30) a0 Sk il o) Wl M 2 i 6 RIS )
LAS DERIVADAS DE D e R i I e L 0 Ty
ORDEN SUPERIOR SRR o R
Ay iy lid iy d d"y |
de ' de? e’ a7 de” |

La notacion diferencial d"y/dx" para derivadas de orden superior no debe inter-
pretarse como un cociente.

EJEMPLO 6 Sea f(x) = 4x*—5x + 8 — (3/x). Encontrar las primeras cuatro deri
vadas de f(x).

Solucion Como f(x) = 4x* — 5x + 8 — 3x°L.

3
fix)=8x—5+3x" %= 8 _5+?
f”[IJ = 8 — ﬁx—_"'.- = ‘53
~ 18
jn.r{x] _ ]8:":_4 _ -

X
FH) === _2 d
X

El siguiente ejemplo muestra como pueden evaluarse las derivadas de orden sup
rior de las funciones implicitas.

EJEMPLO 7 Hallar y" para y* + 3y — 4x® = 5x + 1.

Solucién Ya estudiamos esta ecuacion en el Ejemplo 2 de la Seccién 3.6, do
encontramos que

12574 5
4y 43

!

}!
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12%* + 5
i =R =B :

Por lo tanto,

Ahora derivamos implicitamente empleando la Regla del Cociente como sigue:

& 3D, (x5 + 5) — (12x* + 5) D, (4y°> + 3)

r

(4y3 4 3)?
_ @y + 3)(24x) — (12%* + 5)(12y%y)
(4y> + 3)° ;
Sustituyendo y’ obtenemos
[2x>45
3 24x) — : B
. (4y” + 3)(24x) — (12x= + 5) - 12y (4}?3 - )
S (4y* + 3)
. (4'_}"3 =+ 3]1{24}5) — 12}:3“21—3 4 5]1
B (4y* + 3)° .

En la Definicion (3.18) se definio la aceleracion en el movimiento rectilineo como

la segunda derivada s'* de la funcion de posicién s. En el siguiente capitulo se estu-
diardn algunas otras aplicaciones de las derivadas de orden superior.

RCICIOS 3.7

reicios 1-24: Derive la funcién dada.

e Y - ]
Jlx) = Jx? +4yx7

Kr) = /8r° + 27

o) = (22° — 9z + 8)~ -

Elo)=53v°—32 6. ks)=13s—4
it = V/2x 8. glx) = ¢1/x

) = 100 + (3/35)

i = 3/ — (1)

) = (w? — 4w + 3)/w 2

K(x) = 8x2/x + 3x3/x

M(x) = /4x> — Tx + 4

Fis) = /55 — 8

1) = 4/(9r% + 16)*°

dr) = 1/t + 3P

- JEH —I—E
W= ts

2. f(x)=10¢x3 + x5

19. k(s) = 4fm(45_|_ 5)*
20. g(y) = (15y + 2)(y> — 2)>*
21. hix)=(x* + 4P3 (x> + 1)*°
22. f(w) = JwiOw + 1)°

23. fix)=(Tx +x* +3)°

2. pz) =1+ 1+ 22

Ejercicios 25-26: Encuentre la ecuacion de la recta tan-
gente a la grafica de la ecuacion en el punto P.
25. y=v2x* + 1. P(—1.\/3)

26. y=(5x— 873, P(7.3)

27. Determine el punto P de la grafica de y =
/2x — 4 para el que su recta tangente pasa por
el origen.

28. Determine los puntos de la grafica de y =
x33 4 xV3 para los que su recta tangente es per-
pendicular a la recta 2y + x = 7.

Ejercicios 29-32: Evalue y’ suponiendo que la ecua-
cidon dada define una funcion ftal que y = f(x).
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29. .Jx +Jp= 100
31. bx + \,,"L'_}‘ == 3}' =4

3_“. A_Z,..i + },lrl — 4
32. xp? + Yy +xt=7

33. Los pinnipedos, como las focas y las morsas, son
un suborden de los mamiferos acudticos carni-
voros cuvas extremidades se han convertido en
aletas. La relacion entre la longitud y el peso du-
rante su crecimiento fetal esta dada por W =
(6 x 107%L%™, donde la longitud L se mide en
centimetros v el peso Wen kilogramos. Usando
la Regla de la Cadena encuentre una formula
para la tasa de crecimiento del peso con respecio
al tiempo 7, suponiendo que L es una funcion de-
rivabie de 7. Si una foca pesa 0.5 kg y crece a ra-
z6n de 0.4 kg por mes, gcudl es la tasa de creci-
miento de su longitud?

34. 1 formula para la expausion adiabatica del aire
es pv'* = ¢, donde p es la presion, v el volumen
y ¢ una constante. Obrenga una formula para la
tasa de cambio de la presidon con respecio al
volumern.

35. Elarea Sde la superficie curva de un cono circu-
lar recto de altura A y radio r esta dada por § =
xryrt + h*. Un cono con radio r = 6 cm, tie-
ne una altura de 8§ cm, con un error maximo en
la medicién de 0.1 cm. Calcule S a partir de
estas medidas y use diferenciales para estimar el
error maximo en el cadlculo. Calcule tambien

el error porcentual.

36. El periodo T de un péndulo simple de longitud
[ se puede calcular con la formula 7 = 2 q.;iTq
donde g es una constante. Use diferenciales para
estimar el cambio en / gue provoca un incremen-
to de 1% en T.

Ejercicios 37-40: Determine f(x) aprovechando el he-
cho de que |a] = /a~. Halle también el dominio de
f' y trace la grafica de f.

37. Hx]= | [ — 1!
3. fix)=[L—x"

8. fx)=|x>— x|
40. fix) = x/| x|

Ejercicios 41-46: Determine la primera v la segunda
derivadas.

41. giz) = /32 + ]
42, kis) = (5% + 47

43. kir)= (4r + T7)°

4. f(x)= /10x + 7

45. j{x} — Fx— e S ey

46. g(x)=3x"—2x>

Ejercicios 47-50: Determine Dj y.

41 y=2x5 +3x —dx+1 48, y=./2 - 5x
49. y=(2x — 3)/B3x + 1) 50. y=(3x+ 1)

Ejercicios 51-54: Suponiendo que la ecuacion define
una funcién ftal que y = f(x), encuentre y" si es
que existe.

3. x> — =1
82 oy =]
53, ¥ —3xy4+y-=4

54, \Jxy —y+x=0

55. Sea f(x) = 1/x. Encuentre una formula pa
fW(x) para todo entero positivo n. Hallg
el valor de f1(1).

56. Sea f(x) = Vx. Encuentre una formula pas
fi)(x) para todo entero positivo .

57. Demuestre que si f(x) es un polinomio de grade
n, entonces ¥ (x) = 0 para k > n.

58. Seanu = f(x) y v = g(x), donde fy g tien&
derivadas de todos los 6rdenes. Sea tambicn y =
uy, Demuestre que

it

' = e 4 20+ ur”
i

yW= g+ 3" + Juwe” +ow”

Py 4 e+ b+ AT+ '

Proponga una férmula para v, (Sugerenci
Use el Teorema del Binomio (3.9).)

59. Seay = f(g(x)), donde "y g existen. Aph
que la Regla de la Cadena para expresar DS
en términos de la primera v la segunda deriv
das yde fy ¢g.

60. Suponga que ftiene segunda derivada. Demucs
tre (a) que si fes una funcidn par entonces f
es par, ¥ (b) que si fes una funcion impar es
tonces f es impar. Ejemplifique estos results
dos con funciones polinomiales.
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RAPIDECES DE VARIACION RELACIONADAS

En las aplicaciones frecuentemente aparecen dos variables x v y que son funciones deri-
vables del tiempo f; por ejemplo x = f(f) v ¥y = g(t). Ademas, x y y pueden estar
relacionadas entre si por medio de una ecuacion como la siguiente

x* =y’ =2x 4+ Ty*—-2 = 0.

Derivando con respecto a ¢ y usando la Regla de la Cadena se obtiene una ecuacion
en la que aparecen las razones de cambio respecto al tiempo dx/df y dy/di:

dx dy ax dy

2x——3p2 ——2— + l4y—=0D.

dr T di di " dt
Las derivadas dx/dt v dy/dr se llaman rapideces de variacion relacionadas ya que es-
tan vinculadas o relacionadas efectivamente por medio de una ecuacion. Tal ecuacion
puede usarse para evaluar una de las derivadas cuando se conoce la otra. Esto tiene
muchas aplicaciones prac:icas como se verd en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 1 Una escalera de 20 pie de largo estd apoyada contra la pared de un edifi-
cio. La base de la escalera se desliza horizontalmente a razon de 10 pie/s. ;Con qué
rapidez resbala el otro extremo de la escalera cuando se encuentra a 12 pie del suelo?

Solucion Comenzamos por representar esquematicamen-
te la posicion de la escalera en la Figura 3.19 usando la va-

b« riable x para denotar la distancia del edificio a la base de la

? X escalera y otra variable y para denotar la altura sobre el sue-
K \x lo del otro extremo de la misma.
20" Como x aumenta a razon de 2 pie/s,

dx

\ = 2 pie/s.

Nuestro Dbjetiwm es hallar dy/dr, la rapidez de cambio de la
altura del extremo superior de la escalera en el momento en
que y = 12 pie.

Se puede encontrar una relacion entre x v y aplicando el Teorema de Pitdgoras al
triangulo rectangulo formado por la pared, el suelo y la escalera (véase la Figura 3.19).
Esto da

x2 + y? = 400.

Derivando ambos lados de la ecuacion con respecto a t,

dx dy
2% 4 2yt =
c%  Ta "

dy  xdx

o bien, si y # 0,
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Esta tiltima ecuacion es una foérmula general que relaciona las dos derivadas dx/dt v
dy/dt. Consideremos ahora el caso especial en que y = 12. El valor correspondients
de x se puede obtener de

x> + 144 = 400 o bien x? = 400 — 144 = 256.

Por lo tanto x = Jﬁ = 16 cuando y = 12. Sustituyendo en la férmula general de
dy/dt obtenemos

d 16 8§ .
T’;, = ——5(2) = —3-pie/s. *

A continuacidn se dan algunas recomendaciones que pueden servir de guia para
problemas de rapidez de variacion como el del Ejemplo 1.

GUIA PARA RESOLVER (3.31) L. Leer cuidadnsameﬁte el problema varias veces y pen-
PROBLEMAS DE sar en los datos y en las cantidades que se desea

RAPIDECES calcular.
DE VARIACION 2. Hacer un croquis o esquema apropiado y dar nombre

RELACIONADAS a las variables y a las cantidades desconocidas.

3. Escribir los hechos conocidos expresando las rapide-
ces de variacién dadas v las desconocidas como deri-
vadas de las variables.

4. Encontrar una ecuacion general que relacione las va-
riables.

5. Derivar con respecto a 7 ambos lados de la ecuacion
del punto 4 para obtener una relacién general entre
las razones de cambio respecto al tiempo.

6. Sustituir los valores y las derivadas conocidas y des-
peiar la rapidez de cambio desconocida.

Un error que se comete frecuentemerte es usar los valores especificos de las deri
das y las variables demasiado pronto en la resolucion. Recuérdese siempre obtener
férmula general que correlacione las rapideces de variacion para fodo tiempo /.
valores especificos de las variables deben sustituirse solamente en los ultimos pasos
la resolucion.

EJEMPLO 2 Un tanque de agua tiene la forma de un cono circular recto de 12p
de alto y 6 pie de radio en la base. Si se suministra agua al tanque a razén de 10 gal |
por minuto (gal/min), ;cudl sera la rapidez de cambio del nivel del agua cuando la
fundidad es de 3 pie? (1 gal = 0.1337 pie?).

Soluciéon  Aplicando el punto 2 de la Guia, comenzamos por esquematizar el
que como se ve en la Figura 3.20, usando r para denotar el radio de la superficie
agua cuando la profundidad es h. Adviértase que r y h son funciones del tiempo

—
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dh
dt
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Siguiendo el consejo 3, se expresan las relaciones cono-
cidas entre V, r v h. Sabemos que dV/dt = 10 gal/min v se
desea encontrar dh/dr cuando & = 3 pie. El volumen V del
agua en el tanque que corresponde a una profundidad h es

V = inrh.

Esta formula para V relaciona V, r y k (véase el conse-
jo 4 de la Guia). Antes de derivar con respecto a f debe
expresarse V en términos de una variable. Consultando
la Figura 3.20, por tridangulos semejantes obtenemos

r_ 6 bi _h
r =13 o bien P

Por lo tanto, cuando la profundidad es A,

L (RN 1 .,
V‘;"jﬂ(E) h=1—2—ﬂ'h 5

Derivando con respecto a 7 (véase el punto 5 de la Guia) se obtiene la siguiente relacion
general entre las derivadas de V' y & en todo tiempo:

Cuando A # 0 se puede despejar dh/dt y obtener una formula equivalente:

dh_idV
dt  wh* dt’

Por ultimo (véase el punto 6 de la Guia), sustituimos A = 3 y dV/dt = 10gal/min =
1.337 pie’/min, obtenemos

4 . i
= —— (1.337) = 0.189 pie/min. 5
) ( ) D

En los ejemplos restantes ya no se hard referencia a las recomendaciones de la Guia.
El lector podra reconocerlas al estudiar las soluciones.

EJEMPLD 3 A las 13:00 horas el barco A se encuentra a
25 millas al sur del barco B. Suponiendo que A navega hacia
el oeste a razon de 16 mi/h, y que B navega hacia el sur a
20 mi/h, evaluar la rapidez de cambio o variacion de la dis-
tancia entre los dos barcos a las 13:30.

Solucien En la Figura 3.21 aparece un croquis del pro-
blema. En ella se han usado x y y para denotar las millas re-
corridas por los barcos A y B, respectivamente, ¢ horas
después de 1a una de la tarde (13:00). Los puntos Py Q mar-
can las posiciones a las 13 horas y z denota la distancia entre
las embarcaciones al tiempo 7.
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Sabemos que
dx dy

Deseamos determinar dz/dt. Por el Teorema de Pitdgoras,

22 = x2 + (25 — ¥~

Esta es una ecuacidn general que relaciona las variables x, v v z. Derivando ambos
dos con respecto a 1,

5 aL dx dv

At T de dt
, dz dx dy
b =Xy — 05—
0 bien Edr xa’t + (y )df

A las 13:30 los barcos han navegado durante media hora y asi

x = 8, y
Por lo tanto,

= 64 + 225 =

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn en la que aparece dz/dt, obtenemos

dz
b=
dt

dz

o bien 28
dr

El signo negativo indica que a las 13:30 horas la distancia entre los barcos va dism

nuyendo.

Otro métodc para resolver el problema consiste en escribir x = 161, y = 204,
— y*]Y? = [25612 + (25 — 200)2]1/2.

La derivada dz/dt puede evaluarse directamente y, sustituyendo ¢ por & , se obti

z =[x + (25

la rapidez de variacion deseada.

EJERCICIOS 3.8

1. Una escalera de 20 pie de largo esta apoyada con-
tra la pared de un edificio. La base de la escalera
resbala alejandose de la pared a razon de 3 pie/s.
¢Con queé rapidez desciende el extremo superior
de la escalera cuando se encuentra a 8 pie del
piso?

2. Cuando un disco metalico circular se calienta, su
diametro aumenta a razdn de 0.01 em/min. ;Cual

es la rapidez de cambio del area de uno de sus
lados?

289 o bien z

8(16) + (—15)(20)

3. Se inyecta gas a un globo esférico a raznnt

. Una nifia comienza a correr a partir de un p

y 5 Rl T [

b

~ —10.12 mi/h.

5 pie’/min. ;Si la presion se mantiene const
te, cual es la rapidez de cambio del radio cuan
el diametro mide 18 pulg?

A hacia el este, a 3 m/s. Un minuto después,
nifia sale corriendo desde A hacia el norte
2m/s. ;Cual es la rapidez de variacion de [a @
tancia entre las nifias un minuto mas tarde’
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. Un farol se encuentra en lo alto de un poste de
16 pie de altura. Un nifio de 5 pie de estatura se
‘aleja del poste a una velocidad de 4 pie/s (vease
la figura). ;Con qué rapidez se mueve la extre-
midad de su sombra cuando ¢l se encuentra a
18 pie del poste? ;Cuadl es la tasa de crecimiento
de su sombra?

4;
|

—T_
5-'
l é&

Un hombre que estd en un muelle tira de una
cuerda atada a la proa de un bote que se halla
30 cm sobre el nivel del agua. La cuerda pasa so-
Sre una polea simple que se encuentra en el muelle
22 m del agua (véase la figura). Si tira de la cuer-
ia a razén de 1 m/s, jcon qué rapidez se acerca
=l bote al muelle en el momento en que la proa
‘esta a 6 m del punto sobre el agua gue se encuen-
tra directamente abajo de la polea.

‘La cubierta de un silo tiene la forma de un he-
‘misferio de 6 m de diametro. En dicha cubierta
<= deposita una capa de hiclo de 5 cm de grueso
‘gue disminuye a razén de 0.5 cm/h. jCudl es la
rapidez de variacion del volumen de hielo?

I a arena que escurre por un agujero de un reci-
~iente forma un monticulo conico cuya altura es
zual al radio de su base. Cuando la altura del
—onticulo es de 25 cm, aumenta a razon de
% em/min. Calcule el volumen de arena gue sa-

- del agujero por minuto, cuando la altura es de
B |

_n nifio que hace volar una cometa sostiene el
-ordel a 5 pie del suelo y lo va soltando a razén
4e 2 pie/s, mientras la cometa se mueve horizon-

i
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talmente a una altura de 105 pie (véase la figu-
ra). Suponiendo que el hilo se mantiene recto, en-

cuentre la rapidez con la que se mueve la cometa
cuando se han soltado 125 pie del hilo.

EJERCICIO

7 105’

10. Un globo de aire caliente se eleva en forma ver-
tical v una cuerda atada a la base del globo se
va soltando a razon de 1.5 m/s. El torno desde
el cual se suelta la cuerda estd a 6 m de la plata-
forma de abordaje. ;Si se han soltado 150 m de
cuerda, con qué rapidez asciende el globo?

EJERCICIO 10

S e g — — —— — — — —

11. La leyv de Boyle de los gases asevera que py =
¢, donde p es la presion, v el volumen y ¢ una
constante. En cierto momento el volumen €5 de
75 pulg?, la presion es de 30 Ib/pulg” y ésta dis-
minuye a razon de 2 1b/pulg® por minuto. ;Cual
es la rapidez de cambio del volumen en ese
momento?

12. Una bola esférica de nievelsc derrite de manera
que su radio disminuye con rapidez constante,
de 30 a 20 cm en 45 min. ;Cudl era la rapidez de
cambio del volumen en el momento en que el ra-
dio media 25 cm?

15. Los extremos de un abrevadero de 3 m de largo
tienen la forma de tridngulo equilatero, con la-
dos de 60 cm. Se suministra agua al abrevadero
a razon de 20 L/min. ;Cual es la rapidez de cam-
bio o variacion del nivel del agua cuando la pro-
fundidad es 20cm? [1 L (litro) = 1000 cm?.]
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EIERCICIO 13
AGUA,
60 cm
14. Resuelva el Ejercicio 13 suponiendo que los ex-

16.

17.

'18.

19.

21.

tremos del abrevadero tienen la forma de la gra-
ficade y = 2|x| entre los puntos (—1, 2) y (1, 2).

. Un cable de 100 pie de largo y 4 pulg de didme-

tro esta sumergido en el mar. Debido a la corro-
sion, el area de la superficie del cable disminuye
a razon de 750 pulg?/afio. Encuentre la rapidez
con la que decrece el didmetro, despreciando la
corrosion en los extremos del cable.

Un incendio que comenzo €n un terreno seco se
extiende formando un circulo. El radio del circu-
lo crece a razon de 1.8 m/min. Calcule la rapi-
dez con que crece el area del circulo cuando el
radio es de 45 m.

El area de un tridngulo equildtero disminuye a
razon de 4 cm?/min. Calcule la rapidez de varia-
cion de la longitud de sus lados en el momento
en que el area del tridngulo es de 200 cm®.

El gas contenido en un globo esférico escapa a
razon de 10 L/h (libros por hora). ;A razon de
cuantos centimetros por hora disminuye el radio
del globo en el momento en que el volumen es
de 400 L?

Se lanza una piedra a un lago y produce ondas
circulares cuyos radios crecen a razon de 0.5 m/s.
A razén de cudntos metros por segundo aumen-
ta el perimetro de una onda cuando su radio mi-
de 4 m?

El ‘“‘diamante’’ de un campo de softball tiene la
forma de un cuadrado de 60 pie de lado. Una ju-
gadora corre de segunda a tercera base a 25 pie/s.
;A razoén de cudntos pies por segundo va cam-
biando su distancia a ‘‘home plate’’ cuando esta
a 20 pie de la tercera base?

Cuando dos resistencias R, y R, s¢ conectan en
paralelo (véase la figura), la resistencia total R es-
ta dada por 1/R = (1/R)) + (I/Ry). Si R, y R,
aumentan a razon de 0.01 2/s (ohms por segun-
do) y 0.02Q/s, respectivamente, ja razon de
cuantos ohms por segundo varia R en el momento
enque R, = 30Q vy R, = 9007

EIERCICIO 1 I

22.

23.

24.

25.

26.

27,

28.

|
e §ﬂ'| lgﬂ-_-

La férmula de la expansion adiabatica del ai
es pvl4 = ¢, donde p es la presién, v es el v&
lumen v ¢ es una constante. En cierto momeni
la presion es 40 din/cm?® (dinas por centimets
cuadrado) y aumenta a razén de 3 din/cm? p&
segundo. En ese mismo momento el volumen &
de 60 cm?®. Calcule la rapidez de variacion s
volumen. |

Un tanque esférico de agua de radio a contiess
este liguido con una profundidad # y el vol&
men del agua en el tanque estd dado por ¥ =
1xh*3a — h). Suponga que un tanque esféries
de 5 m de radio se esta llenando a razon de 408
L/min. Calcule a razén de cuantos metros pa
segundo se eleva el nivel del agua cuando A =

1.25 m.

Un tanque esférico estd cubierto por una cap
uniforme de hielo de 2 pulg de grueso. El vols
men de hielo se derrite con una rapidez direcis
mente proporcional al drea de la superfic
Demuestre que es constante la rapidez de cas
bio del diametro exterior,

Un nifio deja caer una piedra a un lago desde &
acantilado de 60 m de altura y, dos segundos d&
pués, deja caer otra piedra desde el mismo luge
Describa la rapidez de cambio de la distancia &
tre las dos piedras durante el siguiente segum

(suponga que la distancia que recorre un cuerg
que cae durante ¢ segundos es 4.9¢* m).

Una barra de metal tiene la forma de un cilinds
circular recto. Cuando se calienta, su longitué
su didmetro aumentan a razén de 0.005 cm/mS
y 0.002 cm/min, respectivamente. ;A razon
cudntos centimetros ciibicos por minuto aumes
ta el volumen de la barra en el momento en g
mide 40 cm de largo vy 3 cm de diametro?

Un avion vuela con velocidad constante
500 km/h y.con una inclinacion de 45° hacia are
ba. Encuentre la rapidez de cambio de la distas
cia del avion a una torre de control en tierra,
minuto después de que éste paso directaments
3 km arriba de ella (desprecie la altura de
torre).

Una carretera A gue va de norte a sur y otra.
que va de este a oeste se cruzan en un punto &




3.9 El Método de Newton

A las 10:00 horas un automovil pasa por P via-
:ando hacia el norte por la carretera A a 80 km/h.
.: €se mismo momento, un avion que vuela ha-
“oia ¢l este a 320 km/h y a 8000 m de altura, se
“encuentra directamente arriba de un punto en la
carretera B que se halla 160 km al oeste de P. Si
‘ambos mantienen la misma velocidad y la mis-
a direccion, jcual es la rapidez de cambio de
12 distancia entre el avién y el automovil a las
0:15 horas?

~Un vaso de papel con agua tiene la forma de un
gono circular recto truncado de 15 cm de altura
con radios de la base y de la orilla libre de 2 cm
% 4 cm, respectivamente. El agua se fuga del va-
50 a razon de 100 cm®/h. ;A razdn de cuantos
centimetros por hora disminuye la profundidad
‘@l agua cuando es de 10 em? (Nota: El volumen
de un cono circular recto truncado de altura
& vy radios ¢ y b en los extremos estd dado por
B~ lxh(a? + B2 + ab))

L2 orilla de una piscina es un rectangulo de 60 pie
de largo v 30 pie de ancho. Su profundidad
‘2umenta uniformemente de 4 a 9 pie en un tra-
‘mo horizontal de 40 pie y después continiia al
‘mismo nivel los 20 pie restantes, como se ilustra
‘en la figura, la cual representa una seccion trans-
‘wersal. La piscina se esta llenando a razon de
500 gal/min de agua. Calcule aproximadamente
a rapidez de cambio del nivel del agua en el mo-
‘mento en que la profundidad en la parte mas hon-
a es de 4 pie (1 gal = 0.1337 pie’).

153

31. En la figura se muestran las posiciones relativas
de una pista de aeropuerto y una torre de con-
trol de 20 pie de altura. El principio de la pista
esta a una distancia perpendicular de 300 pie de
la base de la torre. Un avién alcanza una veloci-
dad de 100 mi/h después de recorrer 300 pie so-
bre la pista. Calcule la rapidez de cambio de la
distancia entre el avion y la cabina de la torre de
control.

EJERCICO 37

32. A través de un filtro de papel conico escurre agua
a una taza, como se muestra en la figura. Sea x
la altura del agua en el filtro v y 1a altura del agua
en la taza. Determine la relacion entre dy/dt v
dx/dt, cuando el filtro contiene 10 pulg? de
agua.

EJERGQIO 3¢

=2

EL METODO DE NEWTON

En esta seccidn se expone un método para calcular aproximadamente un cero real de
una funcién derivable f, es decir, un numero real r tal que f(r) =
método se comienza tomando una primera aproximacion x; al cero r. Como r es la
abscisa de la interseccion de la grafica de f con el eje x, la aproximacién x, se puede
escoger observando un croquis dé la grafica de f. Sea / la recta tangente a la grafica

0. Para usar el
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FIG &!ﬂ - - - &

HRA 3 de f en el punto (xl, F(x )). Si x; esta suficientemente ces
¥ : i |

} [ = ; cano a r entonces, como se ilustra en la Figura 3.22, la abs&

sa x, de la interseccion de / con el eje x debe ser una mejo
aproximacion a r.
Como la pendiente de / es f'(x;),

- flx) = F(x)x—x)

]\ rixs J(I-| b _
/ es una ecuacion para la recta tangente. Como X, €s la abse
sa de la interseccion con el eje x (o intercepcion X), COTTEs
ponde al punto (x;, 0) de [, se obtiene asi

0—f(x) = F100)(x — xp)-

Si f'(x;) # 0, esta ecuacion es equivalente a

- flxy)

_3{2--3:1—,'1:}.
et |

Tomando X, como una segunda aproximacion a r se puede repetir el proceso usans
la recta tangente en (xy, f (x,)). Si f'(xy) # 0, puede obtenerse una tercera aproxima

cion x;, dada por

 coy el
T Sl et —— —ui

1(x5)
El proceso se puede continuar hasta alcanzar el grado de precisidn que s¢ desee.
método de aproximaciones sucesivas a los ceros reales se llama Método de Newton.

continuacidn se enuncia formalmente.

TR !=,5--:-i! _____ -,u FL ;ﬂ:q 1l:-i‘l.11 T AT

METODO DE (3.22) | S
NEWTON L"Q,' i

'.'.l--'.."- i 5-_:_1 ~- T
I1‘ '. " TR lL :
i" ||I
il | 1
II L\IM mh“ HARE

'-|.I' i "'Il" LTI ‘|l|,'| | H\r\
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FIGURA 3.23

LY

El Método de Newton no garantiza que X, | 5€a una i
jor aproximacion a r que X, para todo #. Se debe tener ¢
dado al elegir la primera aproximacion x;. Si x; no es
suficientemente cerca de r, es posible que la segunda aprc
macion x, sea menos adecuada que x;, como se ilustra en

..r"""'r.rl I i - = - r
2 / * Figura 3.23. Es evidente que no se debe elegir un numero
para el cual f'(x,) sea casi cero porque entonces la rec

__...-l-l"'
\E tangente / es casi horizontal.

fxys lx0)

=Y
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Al aplicar el Método de Newton usaremos la siguiente regla: Si se desea una aproxi-
macion de k cifras decimales calcularemos cada uno de los niimeros x5, x3, ... con una
precision de & cifras decimales, y se continuara el proceso hasta que dos aproximacio-
nes consecutivas sean iguales. Esto se 1lustra en los ejemplos siguientes.

EJEMPLO 1 Estimar V7 con cinco cifras decimales, usando el Método de Newton.

Solucion FEl problema equivale al de estimar el cero real positivo r de f(x) =
x> — 7. En la Figura 3.24 se tiene la grdfica de f. Como f(2) = -3 y f(3) = 2, de
la continuidad de fresulta que 2 < r < 3. Mads atin, como f es creciente en el intervalo
(2, 3), solamente puede haber un cero en €l.

Si x, es una aproximacién a r, entonces por (3.32) la siguiente aproximacion X,
esta dada por

e Y R
Andl T e — m :
J(x,) 2%,
Escojamos x; = 2.5 como una primera aproximacion.
Usando la formula para x,,; con n = 1 obtenemos

@a—1_
T 2.65000

:’:_2 - 2+5 -

=

Aplicando de nuevo la féormula con n = 2 resulta la siguien-
te aproximacion

(2.65000)> — 7
. = 265000 — o2 — Loy sunesas
Ay el 2(2.65000)

S Lt

Repitiendo el procedimiento (con n = 3),

(2.64575)> — 7
2(2.64575)

Xy = 264575 — = 2.64575

Como ya tenemos dos valores consecutivos de x,, que son iguales (con el grado de pre-
cisién deseado), se tiene que V7 = 2.64575. Es posible demostrar que, con una preci-
sion de nueve cifras decimales, V7 = 2.645751311. & |

EJEMPLO 2 Calcular la mayor raiz positiva real de x° —
3x + 1 = 0 con una precision de cuatro cifras decimales.

Solucién  Sidefinimos f(x) = x° — 3x + 1, entonces el
problema es equivalente a encontrar el mayor cero real posi-
tivo de f. La grdfica de f se tiene en la Figura 3.25. Obsérve-
se que f tiene tres ceros reales. Deseamos calcular el cero que
se encuentra entre 1 y 2. Como f'(x) = 3x? — 3, la férmu-
la para x,,, en el Método de Newton es

= —3r+ 1

=3
. Xy — 08k

1 Xp+1 — Xy — 3:{3_3
"
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(1.5° = 3(1.5) + 1

= 15— ~ 1.5333
X, = 1.3 T
(1.5333)% — 3(1.5333) + 1
i o ~ 1.5321
e oo 3(1.5333)2 — 3
1.5321)° — 3(1.5321) + 1
x, = 1.5321 _ ! ) ( )+ 1 <1532

Por lo tanto, la aproximacion deseada es 1.5321. Las otras dos raices reales se pu
estimar de manera parecida (véase el Ejercicio 13). o

EJERCICIOS 3.9

Ejercicios 1-2: Utilice el Método de Newton para es-
timar el nimero dado con una precision de cuatro ci-
fras decimales.

1. 32 2. 3

Ejercicios 3-8: Use el Método de Newton para esti-
mar la raiz real con una precision de cuatro cifras de-
cimales.

La raiz positiva de x° + 5x— 3 = 0.

La mayor raizde 2x3 —4x?—3x + 1 = 0.

th & W

La raiz de x* + 2x* — 5x? + 1 = 0 que esta
entre 1 y 2.

6. Laraizdex*—5x? + 2x— 5 = 0 que estd en-
tre 2 ¥ 3.

7. Laraizde x° + x*—9x — 3 = 0 que se halla
entre —2 y —1.

8. Laraizdex® + x¥ + 2x— 5 = 0 que se halla
entre 1 y 2.

3(1.5321)* — 3

Ejercicios 9-10: Estime el mayor cero de f(x) con
precision de cinco cifras decimales.

9, flx)=x*—11x* —44x — 24
10, filx)= x> — 36x — 84

Ejercicios 11-18: Utilice el Método de Newton
calcular todas las raices reales con una precisié
dos cifras decimales.

11. x* =125

12. 10x*—1=0

13. x*—x—-2=0

fd. ¥ —2x24-4=0

15. x*=3x+1=0

16. x> +2x* —8x—3=0

17. x*—x*—10x*—x+1=0

18. 4x° —4x+1=0

ERT] REPASO

Defina o discuta lo siguiente.
1. La derivada de una funcidn.
2. Funcion derivable.
3. Funcion derivable en un intervalo.

4. Derivada por la derecha de una funcion.

n

Derivada por la izquierda de una funcion.

6. Relacidn entre la continuidad v la derivabils
de una funcién.

7. Regla de Ia Potencia.




3.10 Repaso
2=l Producto.
gzl Cociente.

vada como una tasa de variacion o razon

eeleracion en el movimiento rectilineo.

ciones de la derivada en economia y ad-
“racion.

si6n de incrementos.

-

snciales.

IC10S 3.10

s 1-2: Encuentre f'(x) directamente a partir
Sinicion de derivada.

— 4/3x% + 2) 2. f(x) =+/5—Tx

@s 3-30: Determine la primera derivada.

1
R N 3_ —
3 =2x3—Tx+2 4. k(x) =
1
6t + 5 6. hit) =
Vot + 5
B =722 —4z+3 8. flw)=33w’
| 6 (3x* —1)*
’ _. }= (3:(2 . 1]4 10. H{I] D 6

-

W =0"—y3?
= [{EI . 1]5 . 1]5
olx) = J(3x + 2)°

x 4
P )= (x + x 12 1D, s = (85 4)
A 1 — 9s°

_(w—D)w—3)
T (w4 Dw+ 3)

%) = (x° + 1)°(3x + 2)°
, . [Ez + (22 + 9}1;:]152

=0y —2 2y +1)*"

Xt b 3t — 1

IE

ey
L

. Error medio en una medicion.
16. Error porcentual.

17. Regla de la Cadena.

18. Regla de la Potencia para Funciones.
19. Recta tangente a una grafica.

20. Derivacion implicita.

21. Derivadas de orden superior.

22. Rapideces de variacion relacionadas.

23. Meétodo de Newton.

21. f(x) = (x* + 1)(x
22. H{t)=(t° + t7%)°

23. h(x}=\/x+u’x+\,&

2 4 2)(3%2 4+ 3)

24. K() =~/rvr+1r+2
25 f{x)___-#ﬁx-i-S

V3x + 2

5 2
26. f(x) = 6x° —;+

3_-_,:1

5t — 7T

27. g(z) = (92°" — 52%°)° 28. F(t) =

42
29. k(s) = (25 — 35 + 1)(9s — 1)*
30, f(w) = /(2w + 5)/(Tw — 9)

Ejercicios 31-34: Evalte y’ suponiendo que la ecua-
cion define una funcién derivable ftalquey = f(x).

31. Sxt =22y 4y =7=0

32, Ix*—xy*+y =1

\/_+1

\/v+1

—Jxy +3x=2

Ejercicios 35-38: Encuentre ecuaciones para las rec-
tas tangente y normal a la grifica de fen el punto P.

sl

34. ¥

4
35 y=2x ——

NS

P(4, 6)
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36. y=(x>+2)% P(=11)
37. x’y— y* =8, P(—=3 1)
38. x = y*3, P(0,0)

CAPITULO 3 = LA DERIVADA

39. Calcule la abscisa de todos los puntos de la gra-

ficadey = x* —2x? + x — 2 en los que la rec-
ta tangente es perpendicular alarecta dx + 2y =
S

-

40. Sea v = 2x* — x* — 3x. (a) Calcule la abscisa
de todos los puntos de la grafica en los que la
recta tangente es horizontal. (b) Calcule la pen-
diente de la recta tangente en los puntos donde
la grafica corta al eje x.

¢

Ejercicios 41-42: Evalte y', y" v »'".

41. y=5x3 +4x 42. y=(1/x% +(1/x)

43. Calcule y" por derivacion implicita suponiendo
que-x* + dxy — y* = 8.

44, Sea F(x) = x3—x*—5x¢ + 2,

(a) Halle la abscisa de todos los puntos de la
grafica de fen los que la recta tangente es
paralela a la que pasa por A(—3,2) ¥y
B(1, 14).

(b) Halle el valor de f" en cada uno de los ce-
ros de f'.

45. Sea f(x) = 1/(1 — x). Encuentre una férmula
para SN x) para todo entero positivo .

46. Sea vy = 5x/(x* + 1). Obtenga dy vy usela para
estimar el incremento de y cuando x cambia de
2 a 1.98. ;Cual es el incremento exacto de y?

47. Se calcula que el lado de un tridngulo equilatero
es de 4 pulg con un error maximo de 0.03 pulg.
Use diferenciales para estimar el error maximo
en el calculo del darea del tnangulo. Calcule el
error porcentual.

48. Sean s = 3r2— 2r + 1 o =i 5
Use la Regla de la Cadena para obtener el valor
de ds/dten t = 1.

49, Sean f(x) =2x* + x*—x + 1y g(x) = x° +
4x? + 2x. Use diferenciales para estimar el in-
cremento de g-( f{x}} cuando x varia de —1 a
—T1.0

50. Utilice diferenciales para estimar 364.2. (Suge-
rencia: Considere y = /x.)

51. Suponga que f v ¢ son funciones tales que

J@2) =-1, f(2) =4, {2 =-2,9(2) =3,

53.

54.

83,

56.

57,

58.

. La funcion de costo por la produccion de un com-

g (2) = 2 y g’ () = 1. Calcule los valores d¢
las siguientes funciones en x = 2.

il Y’
. (fy [
alg) . 0G)

(d} ( fg)”

ponente para un microprocesador esta dada por
C(x) = 1000 + 2x + 0.005x%. Suponiendo que
se fabrican 2000 unidades, calcule ¢l costo, el cos
to medio, el costo marginal y el costo medio mar-
ginal,

Un fabricante de hornos de microondas determi-
na gue ¢l costo de produeir x unidades esta dade
por

C(x) = 4000 + 100x + 0.05x* + 0.0002x"

Compare ¢l costo marginal de producir 100 hor—
nos con el costo en la produccion del centésime
primero.

El volumen y el area de la superficie de un globe
esférico se denotan por V y §, respectivamente
El didmetro es de 8 cm y el volumen aumenta en
12 em®. Aplique diferenciales para estimar ¢l in-
cremento en S.

Segun la ley de Stefan, la encrgia de radiacios
emitida por la superficie de un cuerpo esta dada
por R = kT, donde R ¢s la emision por unidad
de area, T es la temperatura (en kelvins, °K) ¥
k es una constante. Suponiendo que el error &g
la medicion de T es 0.5%, evalue el error por
centual correspondiente en el calculo del valor ¢
M

La iluminaciéon producida por una fuente de lu2
es inversamente proporcional al cuadrado de &
distancia a la fuente. Un estudiante trabaja e&
un escritorio que esta a cierta distancia de uns
lampara. Use diferenciales para calcular el cams
bio porcentual en la distancia que aumentara &
iluminacion en 10%,

La funcion de posicion de un punto gue se muss
ve a lo largo de una recta coordenada esta dads
por s(t) = (r* + 3¢ + 1)/(¢* + 1). Calcule &
velocidad y la aceleracion al tiempo ¢ y describs
el movimiento del punto durante el intervalo @8
tiempo [—2, 2].

Un punto P(x, y) se mueve sobre la grédfica &8
y* = 2x? de manera que dy/dt = x para &
tiempo t. Calcule dx/dt en el punto (2, 4).




3.10 Repaso

Los extremos de un abrevadero horizontal de
10 pie de largo son trapecios isosceles cuya base
‘ rior mide 3 pie, la superior 5 pie y la altura
s de 2 pie. El nivel de agua sube a razon de z
pulgada por minuto cuando la profundidad
‘:rﬂE 1 pie. ;Queé cantidad de agua por minuto
ntra al abrevadero?

=

Dos automoviles A y B viajan hacia un cruce o
mierseccion por carreteras perpendiculares. A se
]&za a 40 km/h, vy B, a 80 km/h. En cierto
momento A estd a 400 m de la interseccidn v B
800 m. Calcule Ia rapidez con que los automo-
HIES 5€ acercan en ese momento.

ley de Boyle dice que pv = ¢, donde p es la
gesion, v el volumen y ¢ es una constante. Ob-

snga una férmula para la razén de cambio de
| CON Tespecto a v.

 puente de ferrocarril pasa por arriba de un
3 2 8 m de él. Una persona a bordo de un tren
s corre a 100 km/h pasa por el centro del puen-

159

te en ¢l momento en que otra pasa por debajo
del centro del puente en una lancha de motor que
va a 30 km/h (véase la figura). ;A qué velocidad
se alejan las dos personas 10 segundos despues?

=JERCICIO 62

63. Ultilice el Método de Newton para calcular 1a raiz
de Ta* + 2% = 3x2 = T =5 = 0 que se en-
cuentra entre 0 vy —1 ¢con una precision de cuatro
cifras decimales.

64. Aplique el Método de Newton para estimar ¢/5
con una precision de tres cifras decimales.




ULO

VALORES EXTREMOS
Y ANTIDERIVADAS

En este capitulo se usa la derivada para investigar los valores
méximos v minimos de las funciones, las aplicaciones ge los
valores extremos y los conceptos gréficos de concavidad y
puntos de inflexion. En la Seccion 4.6 se discuten los limites
infinitos, en particular los de las funciones racionales. En la Ultima
seccion se presenta el concepto de antiderivada y se aplica a
los problemas de movimiento.

161
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CAPITULO 4 ¢ VALORES EXTREMOS Y ANTIDERIVADAS

FIGURA 4.1
by
|
|

MAXIMOS Y MINIMOS LOCALES DE LAS FUNCIONES

Supongamos que la grafica de la Figura 4.1 fue trazada,
cierto instrumento que mide y registra alguna cantidad §
ca. El eje x representa el tiempo y las ordenadas represent
las magnitudes de la cantidad fisica medida por el instrume
to, que pueden ser la temperatura, resistencia en un circt

‘ eléctrico, presion arterial de una persona, cantidad de alg
o £y £ e £ LI

—

W na solucion quimica o el niimero de bacterias en un culis
La gréfica indica que la cantidad aumento durante el

tervalo de tiempo [a, ¢;], disminuy6 durante [c;, ¢;], aumenté durante [c,, ¢3], e
tera. Si solo se considera el intervalo [¢;, ¢4], se ve que la cantidad tuvo su mayor
lor (0 su mdximo) en c¢; y su valor mds pequeiio (o minimo) en ¢». En otros interva
hubo diferentes maximos y minimos. Por ejemplo, el maximo sobre todo el interve
[a, b] se da en ¢; y el minimo en a.
La terminologia que se usa para describir la variacion de cantidades fisicas se ap

ca también a las funciones.

DEFINICION (4.1) | Sea funa funcion definida en un intervalo Iy sea:n v
X dos numeros que estdn en /.

(i) f'es creciente en I si f(x;) < f(x;) siempre qt

Xp < X3, I
(ii) fes decreciente en I'si f(x;) > f(x;) siempre qu

XY s Xl i
(iii) f es constante en I'si f(x;) = f(x;) para todo

¥y Xa. i

La Figura 4.2 ilustra graficamente la Definicidon (4.1).
A lo largo del texto, las frases f es creciente y f(x) es creciente tienen el MISH
significado. Lo mismo ocurre con el término decreciente. Si una funcidn es crecien
entonces su grafica sube o asciende cuando x aumenta. Si una funcidn es decrecie
te entonces su grafica baja o desciende cuando x aumenta. Si la Figura 4.1 representa
grafica de una funcion f, entonces f es creciente en los intervalos [a, ¢;], [¢3, &)

FIGURA 4.9
() Funcion creciente (i) Funcion decreciente (iif) Funcion constante

p p p
| |

=1 (xs) _I||' RYRE
| ] i) I as)
| 1\

X, ' X \ o X X, ¥y R
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[c4, ¢5]. Es decreciente en [c¢y, ¢, [c3, ¢5] v [65. ¢]. La funcién es constante en el
intervalo [cg, b]-

La siguiente definicion presenta la terminologia que se usa para denotar los valores
mas grandes y los mds pequenos de una funcién en un intervalo.

DEFINICION (4.2) Sea f una funcion definida en un intervalo 7 y sea ¢ un
numero en /. .

(i) f(c) es el mdximo (o valor maximo) de fen [ si
f(x) < f(c) para todo x en I

(ii) f(c) es el minimo (o valor minimo) de fen [ si

| f(x) = f(c) para todo x en I.

Las Figuras 4.3 y 4.4 muestran un maximo y un minimo. En ellas se representa
I como un intervalo cerrado [a, b], pero la Definicion (4.2) puede aplicarse a cualquier
intervalo. Aunque las gréficas que se muestran tienen tangentes horizontales en el pun-
to (r:, f(¢)), los maximos y minimos también pueden darse en puntos donde la gréfica
tiene picos o saltos, o en los extremos del dominio de la funcidn.

FIGURA 4.3 FIGURA 4.4

Valor maximo f(c) Valor minimo f(¢)

A%
T-'L-

I | ~

: l?-,.f'h':l
| { I
{9

i

o J
-

¥ b

£ I

'a_‘r,_._.-'
Il'__ W

I =L

| -

|

=1

[ S, » i b A o

Si f(c) es el maximo de fen I, se dice que f alcanza su méximo en ¢, y en ese
caso, el punto (¢, f(c)) es el punto mas alto de la grafica. Si f(¢) es el minimo de
fen I, se dice que f alcanza su minimo en ¢, y en ese caso, (¢, f(c¢)) es el punto més
bajo de la grafica. Los médximos y minimos son los valores extremos de f. Una funcidn
puede alcanzar un maximo o un minimo mas de una vez. Si fes una funcién constante,
entonces f(c)es ala vez un maximo y un minimo que falcanza en fodo niimero real c.

EJEMPLO 1 Sea f(x) = 1/x* Determinar si f es creciente o decreciente en los si-
guientes intervalos y encontrar sus maximos y minimos en cada intervalo:

.21 (1,21 1,2 (2,-1] [-1,2]
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FIGURA 4.5
p

L M:iximo Minimo

: Intervalo f de f de f
= | s ) [1, 2] decreciente () = 1 [ =4
ol | o (1, 2] decreciente no tiene £(2) =58
{1, 2) decreciente no tiene no tieng
(=2, =1 creciente Jit=1) = 1 no tiene
-1, 2] ni uno ni otro no tiene f(2) =3

Solucién

Por inspeccion de la grafica de f mostrada
la Figura 4.5, obtenemos la siguiente tabla.

Notese que fno tiene un maximo en (1, 2], pues si ¢ es cualquier numero en (1,
vsil < ¢ < a, entonces f(¢) > f(a). En el intervalo abierto (1, 2), J no alcan
un maximo ni un minimo.

La funcién no es continua en [—1, 2]. Aungue fes creciente en [—1, 0) y decrecie
te en (0, 2], no se puede decir de f ninguna de las dos cosas en el intervalo [—1, 2].

El ejemplo anterior muestra que la existencia de maximos y minimos puede depe
der del tipo de intervalo y de la continuidad de la funcion. El siguiente teorema enunt
condiciones bajo las cuales una funcion alcanza un maximo y un minimo en un inters
lo. La demostracion se puede consultar en textos de calculo mas avanzados.

TEOREMA (4.3)

Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado
[a, b], entonces [falcanza un minimo y un Maximo pos
| lo menos una vez en [a, b].

LLos valores extremos de una funcion también se llaman minimo absoluto y mas
mo absoluto de fen un intervalo. Los maximos y mininos locales de una funcion tas
bién son importantes v se definen como sigue.

DEFINICION (4.4)

Sea ¢ un numero en el dominio de una funcion f.

(i) f(c) es un maximo local de fsi existe un intervale
abierto (@, b) que contiene a ¢ tal que f(x) = f(e
para todo x en (a, b).

(i1) f(c) es un minimo local de / si existe un Enterv'{'
abierto (a, b) que contiene a ¢ tal que f(x) = f{¢)
para todo x en (a, b).

La palabra local se refiere a que estos maximos y minimos 1o son en relacion ce
una region, un intervalo abierto pequefio que contiene a ¢. Fuera de ese intervalo abies
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FIGURA 4.6
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to f puede tomar valores mayores o menores. También se¢ puede hablar de maximos
y minimos relativos en vez de locales. Los maximos o minimos locales se denominan
valores extremos locales de /. En la Figura 4.6 se ilustran varios ejemplos de valores
extremos locales. Como se indica en la figura, un minimo local puede ser mayor que
un maximo local.

Los maximos y minimos locales pueden no incluir entre ellos a los maximos y mini-
mos absolutos de f. Por ejemplo, en la Figura 4.1, f(a) es el minimo absoluto de f
en [a, ] pero no es un minimo local ya que no existe un intervalo abierfo I conte-
nido en [a, b] en el que f(a) es el menor valor de fen I.

En los puntos correspondientes a los extremos locales de la funcién cuya gréfica
aparece en la Figura 4.6, la recta tangente es horizontal, o bien la grafica tiene un pico.
Las abscisas de estos puntos son niimeros en los que la derivada es cero o no existe.

El siguiente teorema muestra que esto es cierto en general. La demostracion se da al
final de la seccion.

TEOREMA (4.5) | Siuna funcién ftiene un maximo local o un minimo lo-
cal en un numero ¢ de un intervalo abierto, entonces
f'(c) = 0 o bien f'(c) no existe.

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del Teorema (4.5).

COROLARIO (4,6) Si fi(c) existe y f'(c) # 0, entonces f(c) no es ni un

maximo local ni un minimo local de la funcién f.

Hay un resultado similar al Teorema (4.5) para los maximos y minimos absofutos
de una funcién que es continua en un intervalo cerrado [a, ] y que los alcanza en el
intervalo abierto (a, b). Este resultado se enuncia como sigue.

TEOREMA (4.7) Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado
[a, b] y alcanza su mdximo o su minimo en un NUMmMero
¢ del intervalo abierto (a, b), entonces f'(c) = 0o bien
f'(¢) no existe.
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FIGURA 4.7

Valores extremos en la frontera de f sobre [a, b]

(i} Minimo absoluto f(a) (ii) Maiximo absoluto f(a) (iii) Minimo absoluto f(b) (iv) Maximo absoluto f{i
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CAPITULO 4 = VALORES EXTREMOS Y ANTIDERIVADAS

La demostracion del Teorema (4.7) es idéntica a la de (4.5) pero omitiendo la pala-
bra local.
De los Teoremas (4.5) y (4.7) se ve que los nimeros en los que la derivada es cero
0 no existe, desempefian un papel importante en la determinacion de los maximos 3
minimos de una funcién. Por este motivo se da un nombre especial a estos numeros.

- —
DEFINICION (4.8) | Un nimero ¢ en el dominio de una funcion f se llama
niumero critico de fsi f'(c) = 0o bien f'(¢) no existe-

1N

De acuerdo con el Teorema (4.7), resulta que si fes continua en un intervalo cerra-
do [a, b], entonces el maximo y el minimo absolutos se alcanzan en un nimero critice
de fo en los extremos @ o b del intervalo. Si f(a) o f(&) es un valor extremo abso-
luto de fen [a, b], se llama valor extremo en Ia frontera. Los croquis de la Figura 4.
ilustran este concepto.

LY v 4 ¥

.*mwi | . > fih)

[/ ) |

GUIA PARA (4.9)
DETERMINAR EL
MAXIMO Y EL MINIMO
ABSOLUTOS DE UNA

FUNCION f EN UN respectivamente, el mayor vy el menor de los valores

INTERYALO CERRADO de la funcion determinados en los pasos 2 y 3.

w ¥

De la discusion anterior se obtiene lo siguiente:

. Encontrar todos los ntimeros criticos de f.
. Calcular f(c) para cada numero critico c.

. Calcular f(a) v f(b).
. El maximo y el minimo absolutos de fen [a, b] son,

EJEMPLO 2 Sea f(x) = x* — 12x. Calcular el maximo y el minimo absolutos de
en el intervalo cerrado [—3, 5]. Trazar la grafica de f.

Solucién Siguiendo la Guia (4.9), comenzamos por encontrar los numeros critice
de f. Derivando,

fix) = 3x2—12 = 3(x* — 4) = 3(x + 2D(x— 2).
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Como la derivada existe para todo x, los tinicos niimeros criticos son aquellos en los
que la derivada es cero, a saber, —2 y 2. Como fes continua en [—3, 5], de Ia discusién
anterior se deduce que el mdximo y el minimo absolutos se encuentran entre los niime-
ros f(=2), f(2), f(=3) y f(5). Calculando estos valores (pasos 2 y 3 de la guia)
obtenemos

f(=2)=(—2—12A—2)= —8 + 24 =16
fQ)=2°-12(2)=8—24= —16

(=3)=(=3P - 12(-3)= —27+36=9
f(8)=5% = 12(5) = 125 — 60 = 65

Por el paso 4 de la guia, el minimo de f en [-3, 5] es

. Ry f(2) = —16 v el mdximo es el valor extremo en la frontera
| F€3) = 65.
Usando los valores calculados de la funcién y trazando
 — algunos puntos adicionales s obtiene el trazo de la Figura 4.8,
'L ABSOLUTO en el que las escalas de los ejes x y y son diferentes. 1a recta
S8 =65 tangente es horizontal en los puntos correspondientes a los
numeros criticos —2 y 2. De lo que se vera en la Seccion 4.4
= puede deducirse que f(—2) = 16 es un mdximo local de T,
;.-umtm & como se indica en la grafica.
ABSOLUTO
fiet="=J¢ A veces se hace referencia a los m4ximos y minimos de

manera incorrecta. Notese que en el Ejemplo 2 el minimo se
da en x = 2 pero el minimo es f(2) = —16. Cuando se pide
calcular un minimo (o un méximo) no basta encontrar el valor de x donde éste se alcan-
za: Asegurese de completar el problema calculando el valor de la funcion.
Del Teorema (4.5) se ve que si una funcion tiene un valor extremo Jocal, éste debe
darse en un numero critico; sin embargo, no en cualquier niimero critico se da un valor
extremo local, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3 Sea f(x) = x’. Demostrar que f no tiene
maximos v minimos locales.

Solucién Enla Figura 4.9 aparece un croquis de la gra-

fica de f. La derivada es f'(x) = 3x?, que existe para todo
Xy es cero solamente si x = 0. Por lo tanto, el tnico niimero
critico es 0. Sin embargo, f(x)esnegativaparax <0y f(x)
¥ es positiva para x > 0. Por lo tanto, f(0) no e¢s un maximo
local n1 un minimo local. Como los valores extremos locales
deben darse en los niumeros criticos (véase el Teorema (4.5)),
resulta que f no tiene valores extremos locales. Notese que
la recta tangente en el punto (0, 0) es horizontal y cruza ahi
a la grafica. o

o R e T

EJEMPLO 4 Encontrar los numeros criticos de la funcién f dada por f(x) =

(x + 5)* x— 4.
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Solucién Derivando f(x) = (x + 5 (x— 4)/2, obtenemos
Fi(x) = (x + 525(x — 4723 + 2x + Slx — 4.

Para encontrar los niimeros criticos simplificamos f '(x) como sigue:
(x 4+ 5)% + 6(x + 5)(x — 4)

, (%4 5 |
= e U e S — 4P P = - e
_x+ S[(x + 5) + 6(x — 4}]_ x4+ 3)(0x — 19)
= 3(x —4)*? O 3(x—4pP
Por lo tanto, f'(x) = 0 si x = —5 0 bien x= 19 La derivada f'(x) no existe

v = 4. Entonces f tiene tres numeros criticos: —3, 12y 4.

Demostracion del Teorema (4.5) Sea c un numero en el que f tiene un MAXImo &
un minimo local. Si f'(¢) no existe, no hay nada que demostrar. Si f'(c) existe
entonces sucede una y sélo una de las tres posibilidades siguientes: (i) f'(¢) > 0,
(i) f'(c) < 0o bien (iii) f'(¢) = 0. Se llegara a (iii) demostrando que (i) y (11) no pus
den ser ciertas. Supongamos que f'(c) > 0. Usando la Definicion (3.1,

von ane JEX)=JUC)
J(e) = 1:1-133 X~ c >0
y por el Teorema (2.12), existe un intervalo abierto (@, b) que contiene a c tal que
f(x) = flc)
e > 0

para todo x en (a, b) diferente de c¢. Esta ultima desigualdad implica que si @ <
x < by x#c,entonces f(x)— f(c) y Xx—cson ambos positivos 0 ambos negats

vos es decir.
{f[x)—f(c} < (0 siempre que x — ¢ < 0, y
f(x)— f(c) >0  siempre que x — ¢ > 0.

Otra manera de enunciar esto es: Si x estd en (g, b) y x ¥ ¢, entonces

{f{x) < fle) siempre que x < ¢, y
f(x) > f(c) siempre que X > C.

Resulta que f(c) no es un maximo local ni un minimo local de f, lo que contradice

la hipdtesis. Por lo tanto, (i) no puede ser cierta. Anglogamente, suponer que f'(¢) €
0 lleva a una contradiccion. De donde, por fuerza, (iii) es la unica posibilidad y co

esto el teorema queda demostrado. ° o

EJERCICIOS 4.1

Ejercicios 1-4: Calcule el maximo y el minimo abso- 2. flx)=3x>—10x+7. [—1,3]
lutos de f en los intervalos indicados. g Tt [=1.8]

3
1. f(x)=5—6x*—-2x% [-3,1] 4. f(x)=x*—=5x"+4 [0.2]
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(a) Sea f(x) = x'3. Demuestre que el unico  21.
numero critico de fes 0 y que f(0) no es 17
un valor extremo local.

(b) Sea f(x) = x*°. Demuestre que ¢l unico 23.
nimero critico de f es 0 v que f(0) es un 24.
minimo local de f. 5.

- Sea f{x) = |x|. Demuestre gue el inico numMero 26.
critico de fes 0, que f(0) es un minimo local

de fyque la grafica de fno tiene recta tangente 27.

en el punto (0, 0).

peicios 7-8: Demuestre que f no tiene maximos ni
smos locales. Trace la grafica de f. Demuestre que
s continua en el intervalo (0, 1) pero no tiene
mo ni minimo en (0, 1). ;Por que esto no con-
see el Teorema (4.3)?

28.

- - 3 Tt 2
,_{,xJ = %= 4 1 8. fix) = 1/x 29.

geios 9-26: Encuentre los numeros criticos de la

O
EL .

- 30.
flx) = 4x* — 3x + 2
#x)=2x + 5

) =2t + 1 — 20t + 4
Riz) =4z + 522 —42: + 7
Flw) = w* — 32w

=7 23 4 r—12

31.

33.

32.

34.
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ft) = (t* — 91y’

g(x) = x* + (6/x)

F(x) = x23(x* — 9)

H{p) = u*3{5u — 2)

J¥) = (x + 5*(2x— 3)°
Gir) = (r — V)1 — 6r)*"°

Demuestre gue un polinomio de grado 1 no tiene
maximos ni minimos absolutos en el intervalo
(—ee, ). ;Qué s¢ puede decir de los maximos
y minimos en un intervalo cerrado [a, £]7?

Demuestre que si f es una funcion constante y
(a, b) es cualguier intervalo abierto, entonces
para todo nimero ¢ de (a, b) se tiene que f(c)
es a la vez un valor extremo local v absoluto de f.

Sea fla funcidon mayor entero. Demuestre que
todos los numeros reales son numeros criticos de

I

Sea f una funcion definida por las siguientes
condiciones: f(x) = Osixesracionaly f(x) =
| si x es irracional. Demuestre que todos los
ntimeros reales son nimeros criticos de f.

Demuestre que una funcion cuadratica tiene uno
y s6lo un numero critico en (—o°, ).

Demuestre que un polinomio de grado 3 puede
tenier dos numeros ¢riticos o uno o Ninguno en
(—ee, o), Trace graficas que ilustren como puede
darse cada una de estas posibilidades.

Sea f(x) = x", donde n es un entero positivo.
Demuestre gue ftiene un valor extremo local en
(=0, ) si 1 es par, y no tiene ninguno Si A es
impar. Trace una grafica tipica que ilustre cada
caso.

Pruebe que un polinomio de grado n puede tener
a lo mas n — 1 valores extremos locales en

lr._m! m}

21 TEOREMA DE ROLLE Y TEOREMA DEL YALOR MEDIO

A veces puede ser muy dificil determinar los numeros criticos de una funcion. De he-
cho, no siempre hay nimeros criticos. El siguiente teorema, que se atribuye al matema-
tico francés Michel Rolle (1652-1719), da condiciones suficientes para la existencia de
un numero critico. El teorema se enuncia para una funcion f que es continua en un
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FIGURA 4.10

AN IV A

intervalo cerrado [a, b], derivable en el intervalo abierto (a, b) y tal que f(a) = f(bk
La Figura 4.10 muestra las graficas de algunas funciones de este tipo.
Al examinar las graficas de la Figura 4.10, parece razonable esperar que haya al

menos un numero c entre ¢ v b tal que la recta tangente en el punto (c, f(c}) sea hori-
zontal o, equivalentemente, que f'(c¢) = 0. Esta es precisamente la conclusion del si-
gulente teorema.

TEOREMA DE ROLLE (440) Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado |
[a, b], derivable en el intervalo abierto (a, b) y f(a) =
" f(b), entonces EIIStE al menos un numero c en (&, E:r)f

tal que f'(¢) =

Demostracion La funcidn f debe satisfacer al menos una de las tres condiciones si
guientes:

(i) f(x) = f(a) para todo x en (a, b). En este caso fes una funcion constante ¥
entonces f (x) = 0 para todo x. Por lo tanto, fodo numero ¢ en (a, b) es un
numero critico.

(i) f(x) > f(a) para algun x en (a, b). En este caso el maximo de fen [a, b]
mayor que f(a) o f(b) y por lo tanto, se alcanza en algin numero ¢ del in-
tervalo abierto (a, b). Como la derivada existe en todo (a, b), del Teorema (4.7
se deduce que f(¢) =

(i11) f(x) < f(a) para algiin x en (a, b). En este caso, el minimo de fen [a, b] &5
menor que f(a) o f(b)y se alcanza en algin numero ¢ de (@, ). Como en (i),

S(e)y = 4.

COROLARIO (4.11) Si fes continua en un intervalo cerrado [a, b] v f(a) =

f(b), entonces f tiene al menos un numero critico en ell
intervalo abierto (g, b). :

Demostracion . Si /' no existe en algiin numero ¢ de (@, b), entonces, por la Defini-
cion (4.8), ¢ es un numero critico. Por otro lado, si f' existe en todo (a, b), entonces,
por el Teorema de Rolle, también existe algun nimero critico. « e
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EJEMPLO 1 Sea f(x) = 4x* — 20x + 29. Demostrar que fsatisface las hipotesis del
teorema de Rolle en el intervalo [1, 4] y encontrar todos los numeros reales ¢ en el inter-
valo abierto (1, 4) tales que f'(¢) = 0.

Solucién Como fes un polinomio, es también una fun-
¢ion continua y derivable para todo x. En particular, es con-
ST — R 20 tinua en [1, 4] y derivable en (1, 4). Ademas,

fil)=4 —20+29 =13
f(4) =64 — 80 +29 = 13

y por lo tanto, f(1) = f(4). Entonces fsatisface las hipote-
s1s del Teorema de Rolle en [1, 4].
Derivando,

=Wy

f(x) = 8x — 20.
Resolviendo f'(x) = 0 obtenemos 8x = 20 o bien x =3. Por lo tanto,
=0 y 1<3<4

La grafica de f (una pardbola) se tiene en la Figura 4.11. Como f'(3) = 0, la recta
tangente en el vértice ( 3, 4) es horizontal.

El Teorema de Rolle se puede generalizar al caso en que f(a) # f(b). Consi-

deremos los puntos P(a, f(@)) y OQ(b, f(b)) en las graficas de f que se ilustran en
la Figura 4.12.

FIGURA 4.12

L
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Si f' existe en todo el intervalo abierto (a, b), existe al menos un punto T(c, f{c)) de
la grafica en el que la recta tangente / es paralela a la recta secante / po Que pasa por
Py O. En términos de las pendientes,

pendiente de / = pendiente de /pg

o bien T ey = f(b; i ::(a} .

Multiplicando ambos lados de esta ecuacion por b — « se obtiene la férmula del siguiente
teorema.
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TEOREMA DEL YALOR (4.12) Sj una funcién f es continua en un intervalo cerrado

FIGURA 4.13
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MEDIO [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b), enton-.
ces existe un numero ¢ en (a, H) tal que

FlB) = Jla) = J(cNb —a)

Demostracion Para todo x en el intervalo [a, b], sea g(x}
la distancia vertical (con signo) de la recta secante /pp a I&
srafica de f, como se ilustra en la Figura 4.13. (Distancia c¢ol
sigho significa que g(x) es positiva si la grafica de festa arriba
de /pp, v negativa si esta abajo.)

Se ve que si T(c, f(c)) es un punto en el que la recté
tangente / es paralela a /pg, entonces la distancia g(c) es "_L'
valor extremo local de g. Esto sugiere buscar los niimeros cri-
ticos de la funcion g. |

Se puede obtener una férmula para g(x) como sigue. Pri-

Foa

-"!'Ir

mero, de la Forma de Punto y Pendiente (1.15), se tiene que

b. —
yom iy~ =D
0, equivalentemente,
y = @y + LTI g

es una ecuacidn para la recta secante /po. Como se ilustra en la Figura 4.13, g(x) &
la diferencia de las distancias del eje x a la grafica de fy a la recta /pg, es decir,

glx) = flx) — [ﬂu] -+ 1) = 1a) (x — u):|.

h—a

Ahora se usard el Teorema de Rolle para encontrar un nimero critico de g. Obsér
vese que como f es continua en [a, b] y derivable en (@, b), lo mismo se puede decs
de la funcién g. Derivando se obtiene

gl{x) = f(x)—

f(b)— f(a)
b—a

Ahora, por sustitucion directa, se ve que g(a) = g(&) = 0 y entonces la funcion ¢ sa&
tisface las hipotesis del Teorema de Rolle. Por lo tanto, existe un numero ¢ en el inter
valo abierto (a, b) tal que g’ (¢) = 0 o, equivalentemente,

b =
T e B L

Esta ultima ecuacion se puede escribir en la forma de la conclusion del teorema.

El Teorema del Valor Medio, llamado también Teorema de la Media, se utilizar
mas adelante para demostrar varios resultados importantes.
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EJEMPLO 2 Sea f(x) = x* — 8¢ — 5. Demostrar que f satisface las hipdtesis del
Teorema del Valor Medio en el intervalo [1, 4] y encontrar un numero c en ¢l intervalo

abierto (1, 4) que satisfaga la conclusion del teorema.

Solucion Como f es un polinomio, también es una funcion continua v derivable
en todos los niumeros reales. En particular, es continua en [1, 4] y derivable en el inter-
valo abierto (1, 4). De acuerdo con el Teorema del Valor Medio, existe un numero ¢
en (1, 4) tal que

A4 — f(1)y = f{edd — 1)
Como f(4) = 27, f(1) = —12 y f'(x)= 3x* — 8, esto equivale a
27 — (—12) = (3¢c* —8)(3) osea 39 = 3(3c* - 8).

Se deja al lector demostrar que la ultima ecuacion implica que ¢ = +v7. Por lo tanto,
el nimero buscado en el intervalo (1, 4) es ¢ = V7. -

En estadistica, media es nombre dado al promedio de un conjunto de numeros.
Esta palabra tiene una connotacion parecida en Teorema del Valor Medio. Por ejem-
plo, si un punto P se mueve sobre una recta coordenada y s(f) denota su coordenada
en el tiempo ¢ entonces, por la Definicién (2.4), la velocidad media de P en el intervalo
[a, b] es

_ s(b) —s(a)
Vined = h—ag .

El Teorema del Valor Medio dice que esta velocidad media es igual a la velocidad v'(¢)
para algun tiempo ¢ entre ¢ y b.

EJEMPLO 3 El velocimetro de un automovil sefiala 80 km/h al pasar por una
marca en una carretera. Cuatro minutos (4 min) mas tarde, cuando el automovil pasa
otra marca de kilometraje que se¢ encuentra a 8 km de la primera, el velocimetro indica
90 km/h. Usar el Teorema del Valor Medio para demostrar que el automaovil excedio
una velocidad de 110 km/h en algin momento cuando viajaba entre las dos marcas.

Solucién Podemos suponer que el vehiculo va a lo lar-
go de una carretera recta y que las marcas se encuentran en

4.14 los puntos A y B, como se ilustra en la Figura 4.14. Denote-
mos por f el tiempo transcurrido (en horas) desde que el auto-

L A 8 n*%cml pasa por A y cle.:nntemas por () su distancia (en
e A kilémetros) a A en el tiempo (. Como el auto pasa por B
2 = en! = 5 = iz horas, la velocidad media durante el trayec-

5 to entre A v B es
g = OO B psyye,
(1/15) — 0 (1/15)

Si suponemos que $ es una funcion derivable, entonces aplicando a s el Teorema del
Valor Medio (4.12), cona = 0 vy b = =, resulta que hay un tiempo c en el intervalo
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[0, 5] en el quela velocidad s'(¢) del automovil es de 110 km/h. Notese que las velos
dades en A v B no desempefian ningin papel. °

EJERCICIOS 4.2

1. Sea f(x) = |x|. Demuestre que f(=1) = f(1)
pero f'(c) # 0 para todo nimero ¢ en el intervalo
abierto (—1, 1). ;Por qué esto no contradice el
Teorema de Rolle?

2. Sea f(x) = 5 + 3(x— 1)*3. Demuestre que
aunque f(0) = f(2), f'(c) # 0 para todo nume-
ro c en el intervalo abierto (0, 2). ;Por que esto
no contradice el Teorema de Rolle?

3. Sea f(x) = 4/x. Demuestre que no existe ningun
numero ¢ tal que f(4) —f(=1) = f'(¢)4 — (—1)].
; Por qué esto no contradice el Teorema del Va-
lor Medio aplicado al intervalo [—1, 4]?

4. Sean f la funcidn mayor entero y a y b dos
numeros reales tales que b — a = 1. Demuestre
que no existe ningun numero ¢ tal que f(b) —
fla)y = f'(eXb — a). ;Por que esto no contra-
dice el Teorema del Valor Medio?

Ejercicios 5-8: Demuestre que fsatisface las hipotesis
del Teorema de Rolle en el intervalo [a, &] vy encuentre
todos los numeros ¢ en (@, b) para los que f'(¢) = 0.

5. flx)=3x">—12x + 11, [0, 4]

6. f(x)=5—12x—2x* [-7,1]
7. f(x)=x%*+4x* + 1, [-3,3]

8. fixl=x" —ix [-11]

Ejercicios 9-18: Determine si la funcion fsatisface las

hipotesis del Teorema del Valor Medio en el intervalo

[@, b]. Si es asi, encuentre todos los mimeros ¢ en

(a, b) para los que f(b)— f(a) = f(c)Xb— a).
9. fix)=x"4+1,[-2 4]

10. flx)=5x*—-3x+ 1, [1, 3]

11. f(x)=x+(4/x), [1,4]

12. f(x)=3x>+ 5x + 15x, [—1, 1]

13. flx)=x*7, [-8, 8]

14. f(x)=1/x— 1) [0, 2]

15. fx)=4+x—1, [1,5]

16. S)=1-3x"7 [-8, —1]

17. f)=x—2x*+x+3, [-1,1]

18. fix)=|x—3|, [—1,4]

19. Demuestre que si fes una funcion lineal entoms
f satisface las hipdtesis del Teorema del Va8
Medio en cualquier intervalo cerrado [a, bl ¥
cualgquier nimero ¢ satisface la conclusion
teorema.

20. Sea funa funcion cuadratica y [@, b] un ing
valo cerrado arbitrario. Demuestre que ex
solamente un niimero ¢ en el intervalo (a, b)¢

satisface la conclusion del Teorema del Va
Medio.

21, Demuestre que si f es un polinomio de grad
y [a, b] es un intervalo cerrado arbitrario, &
tonces hay a lo mas dos numeros en (a, b)
satisfacen 1a conclusién del Teorema del Vai
Medio. Trace graficas que ilustren las dive
posibilidades. Generalice este resultado a pol
mios de grado 4 e ilustrelo con esquemas. G&
ralice el resultado para polinomios de cualg
grado n, donde »n es un entero positivo.

22. Sea f(x) un polinomio de grado 3. Utilice
Teorema de Rolle para demostrar que f g
lo mds tres raices reales. Generalice este resuls
para polinomios de grado n.

Ejercicios 23-29: Use el Teorema del Valor Medio p
cada nna de las demostraciones.

23. Demuestre que si f es continua en [a, &
f({x) = 0 para todo x en (a, b), ento
f(x) = & para algun numero real k.

24. Demuestre gue si j es continua en [a, &)
f(x) = ¢ para todo x en (a, b), entong
f{x) = cx + d para algiin numero real d.

25. Una carretera de 50 millas de largo comunicag
ciudades A y B. Demuestre que no se puede vi
en automovil de A a B exactamente en una ha
sin que el velocimetro margue 50 mi/h al mes
una vez.

26. Sea T la temperatura (en °F) al tiempo ¢
horas). Si la temperatura disminuye, entons
dT/dt es la rasa (o rapidez) de enfriamiento. &
mayor varidcion de temperatura durante un g
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riodo de 12 horas que se ha registrado documen-
talmente en Estados Unidos, ocurrio en el estado
de Montana en 1916, cuando la temperatura ba-
10 de 44°F a —56°F. Demuestre que la tasa o ra-
pidez de enfriamiento excedié —8°F/h en algun
momento durante el periodo del cambio.

' Si W es el peso (en libras) de una persona y ¢ el
sempo (en meses), entonces d W/ dr es la rapidez
de ganancia o pérdida de peso (en 1b/mes). El
record mundial de rapidez de pérdida de peso
corresponde a un cambio de 487 1b a 1301b en
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un periodo de ocho meses. Demuestre que la tasa
de perdida de peso excedid 44 Ib/mes en algun
momento durante dicho periodo.

28. La carga eléctrica O de un capacitor (0 conden-
sador) aumenta de 2 mC (milicoulombs) a 10 mC
en 15 ms (milisegundos). Demuestre que la co-
rriente / = dQ/dr pasa de 0.5 A (ampere) en al-
giin momento durante este pequeifio intervalo de
tiempo. (Nota: 1A = 1C/s.)

29. Demuestre que ~.._."'I_1 +h <1+ %A para iz > Q.

a4 CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

El siguiente teorema muestra como puede usarse la derivada para determinar los inter-
valos en los que una funcion es creciente o decreciente.

TEOREMA (4.13)

Sea funa funcion que es continua en un intervalo cerra-
do [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b).

(1) Si f'(x) > 0 para todo x en (&, b), entonces fes cre-
ciente en [a, b]. _

(ii) Si f'(x) < 0 para todo xen (a, b), entonces fes de-
creciente en [a, b]. | |

grafica descienden.

Demostracion Para demostrar (i), supongamos que f'(x) > 0 para todo x en (a, b).
Sean Xx; y Xx; dos numeros en [a, b] tales que x; < x;. Hay que demostrar que f(x;) <
f(x;). Aplicando el Teorema del Valor Medio (4.12) en el intervalo [x;, x»1,

f(x) — f(x) = ff(wixa — x)

para algun numero w en el intervalo abierto (x;, X;). Como x; — x; > 0y por hipote-
sis f'(w) > 0, el lado derecho de la ecuacion anterior es positivo, es decir, f(xy) —
f(x;) > 0. Por lo tanto f(x;) > f(x;), que es lo que habia que demostrar. La de-
mostracion de (i1) es parecida y se deja como ejercicio. L

Las graficas de la Figura 4.15 ilustran el Teorema (4.13). Si f'(x) > 0, la recta
tangente / asciende y también la grafica de f. Si f'(x) < 0, tanto la tangente como la

También se puede demostrar que si f'(x) > 0en todo un intervalo infinito (=, a)
0 bien (b, =), entonces f es creciente en (—, a] o [b, ), respectivamente, siempre




176

CAPITULO 4 o VALORES EXTREMOS Y ANTIDERIVADAS

FIGURA 4.15
(i) F'(x) > 0; f es creciente en [a, 0]
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(i) f'(x) < 0; f es decreciente en [a, ]
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y cuando f sea tontinua en estos intervalos. Se tiene ast un resultado analogo para %

ciones decrecientes cuando f (x) < 0.

Para aplicar el Teorema (4.13), hay que encontrar los intervalos en los que
es siempre positiva o siempre negativa. El Teorema (2.29) es util para esto. En efee
si la derivada f' es continua en un intervalo y no tiene ceros en €l, entonces f(x)
o bien f'(x) < 0 paratodo xen el intervalo. Por lo tanto, si se escoge cualquier NUMe
k en el intervalo y si se tiene que f'(k) > 0, entonces f'(x) > 0 para fodo x &
intervalo. Analogamente, si f (k) < 0, entonces f'(x) < 0en todo el intervalo.
cuerde que f'(k) es un valor de prueba de f'(x) para el intervalo.

EJEMPLO 1 Sea f(x) = x’ + x* — 5x — 5. Encontrar los intervalos en los que J
creciente v aquéllos en los que f es decreciente. Trazar la grafica de &

Solucién Derivando,
fi(x) =3xY+ 2x—5 = (3x + S)(x—1).

Gracias al Teorema (4.13), basta encontrar los intervalos en los que f'(x) > 0yt
bién aquéllos en los que f'(x) < 0. La expresion factorizada de [ (x) y los NUme!
criticos — 3 y 1 sugieren los intervalos (—, — 1), (—=3,1) y (1, ). En cada une
estos intervalos £’ es continua v no tiene ceros. Por lo tanto f'(x) mantiene el mis

signo en todo el intervalo. El signo se puede determinar escogiendo un valor de pris

adecuado para el intervalo.
Escogiendo —2 en el intervalo (—<, — 1), obtenemos el valor de prueba

f(=2) =322+ 242)—5=12—-4—-5 = 3.

Como 3 es positivo, f'(X)es positivo en todo (=, —3).
Eligiendo 0 en (—3, 1), se obtiene el valor de prueba

£0) = 30 + 2(0) — 5 = —5.

Como —5 es negativo, f '(x) < 0 en el intervalo (—3, 1).
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Finalmente, tomando 2 en (1, %), obtenemos
f@O=32%+22-5=12+4-5 = 11,
Como 11 es positivo, f(x) > 0 en todo el intervalo (1, ).

A partir de ahora se exhibirdn los resultados del analisis en una tabla como la si-
guiente. El dltimo renglon se deduce del Teorema (4.13).

Il Intervalo (—oo, —3) (—3.1) | (1, o0)

ok -3 o 2

' Valor de prueba f(k) 3 e | 1

: Signo de f(x) | | + — .-i—

| Comportamiento dm:::f | creciente en decreciente en creciente en

| | (— o0, —3] | [—3.1] | [1; &5)
Notese que flx)=x +x*—5x—5

= x*x +1)— 5(x + 1)
= (x2=5S)x+ 1)

y por lo tanto las intercepciones x de la grafica son V5, —V5 y —I. La intercepcion y
es f(0) = —5. Los puntos correspondientes a los nimeros criticos son (— 3.3 ¥y {d, -8).
Situando estos seis puntos y usando la informacion de la tabla se puede trazar el cro-
quis de la Figura 4.16. -

4y El Teorema (4.13) sirve para justificar los resultados acer-
ca de la direccidn (o sentido) del movimiento que se usaron

= At — 3 = 3

+ . anteriormente (véase el Ejemplo 2 de la Seccidn 3.3). Asi, si

L s(t) es la coordenada de un punto P en una recta coordena-

1 da al tiempo 7 v si la velocidad v(#) es positiva en un interva-

T T lo de tiempo I, entonces s'(¢) > 0 y por lo tanto, por el
Teorema (4.13), s(7) es creciente, es decir, P se mueve segun

i el sentido positivo. Analogamente, si v(Z) es negativa, P se

mueve segun el sentido negativo.
Como v(t) = s'(1), los tiempos en los que la velocidad
es cero son niimeros criticos para la funcion de posicion s y,
por lo tanto, pueden dar maximos y minimos locales de s.
Si hay un maximo o un minimo local de s en ¢, entonces fre-
cuentemente 7; €s un tiempo en el que P cambia de direccién.
En la Seccidn 4.1 se vio que si una funcion tiene un valor extremo local, éste debe
darse en un numero critico, pero no todo numero critico corresponde a un valor extre-
mo local (véase el Ejemplo 3 de la Seccion 4.1). Para calcular los maximos y minimos
locales, se comienza por localizar todos los nimeros criticos de la funcion. Luego se
prueba cada ntiimero critico para ver si corresponde a un valor extremo local. Hay va-
rios métodos para realizar estas pruebas. El que proporciona el siguiente teorema s
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basa en el signo de la primera derivada de f. En el enunciado del teorema, la frase }
cambia de positiva a negativa en c significa que hay un intervalo abierto (a, &) que co
tieneactalque f'(x) > 0 si @ < x < cytambién f'(x) < 0si ¢ < x < b. La fras
[ cambia de negativa a positiva en ¢ tiene un significado analogo.

T=—

excepto posiblemente en ¢ mismo.

(i) Si f' cambia de positiva a negativa en ¢, entonces
fl¢) es un maximo local de f.

| (ii) Si f' cambia de negativa a positiva en ¢, entonces
f(c) es un minimo local de f.

@ii) Si f'(x) > 0o bien si f'(x) < 0 para todo x et
I, excepto para x = ¢, entonces f(c) no es un va-

lor extremo local de f. i

Demostraciéon Si f° cambia de positiva a negativa en ¢, entonces existe un intervi
abierto (a, b) que contiene a ¢ tal que f'(x) > O paraag < x < cytambién f'(x)
0 para ¢ < x < b. Ademas, se puede escoger (a, b) de manera que f sea continua
la, b]. Entonces por el Teorema (4.13), fes creciente en [a, ¢] v decreciente en [c, B
Por lo tanto, f(x) < f(c) para tode x en (a, b) diferente de c; es decir, f(c) es &
maximo local de f. Esto demuestra (i). Las demostraciones de (ii) y (iii) son sim
res. .o

Para recordar el criterio de la primera derivada es conveniente considerar en
graficas de la Figura 4.17. Cuando hay un maximo local, la pendiente f'(x) de la ree
tangente en F(x, f{x}) es positiva para x < ¢ y negativa para x > ¢. Cuando hay s
minimo local ocurre lo contrario. Cuando la grafica tiene un pico en el punto (¢, f(¢
se pueden trazar unas graficas parecidas.

FIGURA 4.17

(i) Maximo local f(c) (if) Minimo local f{(¢)

&V

- ¥

EJEMPLO 2  Calcular los valores extremos locales de la funcién fdada por f(x)

¥ 4 Xt~ 5x—'5.
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Solucion  Esta funcion es la misma que se considerd en el Ejemplo 1. Sus numeros
criticos son —3 y 1. De la tabla en el Ejemplo 1 se ve que el signo de f'(x) cambia
de positivo a negativo cuando x rebasa —3. Entonces por el Criterio de la Primera
Derivada, f tiene un maximo local en —3. El valor de este maximo es f(—3) = 39
(véase la Figura 4.16).

Hay un minimo local en 1 porque el signo de f'(x) cambia de negativo a positivo

cuando x rebasa 1. El valor de este minimo es f(1) = —8. =

EJEMPLO 3 Calcular los mdximos y minimos locales de la funcion fdada por f(x) =
x"3(8 — x). Trazar la grafica de f.
Soluciéon Por la Regla del Producto,

Bf(x) = x3(—1) + (8 — x)3x 27

—3x+(8—x) 42— x)
h 3x213 T

y por tanto los nimeros criticos de fson 0 y 2. Esto indica que, como en el Ejemplo
1, hay que considerar los signos de f'(x) en los intervalos (=0, 0), (0, 2) y (2, *).
Como f' es continua y no tiene ceros en cada intervalo, puede determinarse el signo
de f'(x) usando un valor de prueba f'(k) apropiado. La siguiente tabla exhibe los
resultados del andlisis (verifiquese cada dato).

Intervalo (=0 | ©2 | @w i
k —] 1 | 8
Valor de prueba f'(k) i 4 3 | —=2
Signo de f(x) | " o+ =
! Comportamiento de f | creciente f.':I]  creciente en ‘ decreciente en
‘ (— oo, 0] 0,21 | [2)

Para el intervalo (2, @) se escogid el numero 8 porgue
823 es un entero. Por supuesto, se podria haber elegido

B ¥ = 138 — ) ! cualgquier nimero k en (2, %) y evaluar f'(k) con una calcu-
o ladora.
k Por el Criterio de la Primera Derivada, ftiene un maximo
3 T local en 2 pues [’ cambia de positiva a negativa en 2. Por
lo tanto,

Maximo local: £(2) = 238 —2) = 612 ~ 7.6.

La funcién no tiene un valor extremo en 0 porque f no
cambia de signo en 0.
Para graficar ftrazamos primero los puntos correspondientes a los numeros criticos.
De la expresion para f(x) se deduce que las abscisas en el origen de la grafica son 0
v 8. En la Figura 4.18 se tiene la grafica. B
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FIGURA 4.19
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EJEMPLO 4 Calcular los valores extremos locales de la funcién fdada por f(x) =
x23(x? — 8). Trazar la grafica de f.
Solucion Por la Regla del Producto,

6x% + 2(x* — 8) 8(xZ —2)
P 33

fix) = x*3(2x) + (x2 — 8)(3x 1) =

[ os niimeros criticos son las soluciones de x> — 2 = 0 y x'? = 0; es decir, -2,
y V2. Esto sugiere obtener el signo de F'(x) en cada uno de los intervalos (—, —V2J
(—v2, 0), (0, V2) ¥y (V2, ). Exhibimos ahora los resultados del analisis en una tabk

como en los ejemplos anteriores.

Intervalo - (—aoo, — J2) (- V2. 0) | (0, +/2) | (x/2, 00)
I _8 — i _ I | | 8
Valor de prﬁeba (k) —%é 3 | —3 - | 235
~ Signo de f(x) \ — | + e | 4
| CUmPDf‘iﬂﬂﬂﬁm-ﬂ de f | decreciente en | *::ri:i'ciente Eﬂ.“i decreciente en | creciente en
| (—oo, —+2] | [-v2.0] [0.421 | [¥2 )

Por el Criterio de la Primera Derivada, ftiene dos minime
locales en —vV2 y V2 y un mdaximo local en 0. Los valos
correspondientes de la funcion son:

Maximo local: f(0) = 0

=l

Minimo local: F(¥2) = f(—V2) = =62 ~ —7.56.

Notese que f'(0) no existe. En la Figura 4.19 se tiene
grafica. o

Como se vio en la Seccion 4.1, los maximos y minime
absolutos de una funcién pueden no encontrarse entre los maximos y minimos locale
Recuérdese de (4.9) que si se desea determinar los maximos y minimos absolutos
una funcién f que es continua en un intervalo cerrado [a, b], ademds de calcular §

méximos y minimos locales hay que obtener los valores f(a) y f(b)de fenlos punt
de frontera (o extremos) a y b del intervalo [a, b]1. El maximo absoluto de fen [a,

es ¢l mayor entre los valores extremos locales y los valores f(a) v f(b). El menor
todos estos numeros es el minimo absoluto de f en [a, b]. Para ilustrar &
observaciones consideraremos la funcidn del ejemplo anterior pero restringiremos

atencion a ciertos intervalos.

EJEMPLO 5 Sea f(x) = x¥3(x* — 8). Calcular el maximo y el minimo absols
de f en cada uno de los siguientes intervalos:

@ [-1L1] ® [-1,3] © [-3 —2]
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Solucion La gréafica de la Figura 4.19 indica los valores extremos locales y los
intervalos en los que f es creciente o decreciente. La Figura 4.20 muestra las partes de
la grafica de f correspondientes a cada uno de los intervalos (a), (b) v (c).

FIGURA 4.20
(@) [-1,3] (6) [—1.3] (€) [-3, 2]

¥ {1 ¥

— o e O B B

A partir de estos croquis se obtiene la tabla siguiente (verifiquese cada dato).

Minimo Maximo
Intervalo abhsoluto absoluto
~1.3] | f-D=-17 fO) =0
[—1.3] fN2) = —632 f3)y =39
:~— 3, — 2] f[—=2)= —4y4 (—=3)= 9

Adviértase que en algunos intervalos el maximo o el minimo de f es también un valor
extremo local, pero en otros casos no es asi. ¢

En las aplicaciones, una cantidad fisica Q suele describirse e¢n términos de una
formula O = f(x), donde fes una funcion derivable. (Por supuesto, se pueden usar
otros simbolos para las variables.) Luego es posible usar la derivada D, O como ayuda
para calcular los maximos y minimos de Q. A veces es necesario obtener una foérmula
adecuada para O, como en el ejemplo siguiente (véanse también los Ejercicios 33 y 34).
En la Seccidén 4.5 se daran muchas otras aplicaciones de este tipo.

EJEMPLO 6 Una larga ldmina rectangular de metal de 12 pulg de ancho, se va a
convertir en un canalon para lluvia doblando dos lados hacia arriba, de manera que
queden perpendiculares al resto de la Iamina. ;De cudntas pulgadas debe ser lo doblado

para dar al canaldn la maxima capacidad?

Solucion La Figura 4.21 muestra el canalon. En ella x

1 denota el ancho de la parte doblada a cada lado. El ancho
| e de la pieza es 12 — 2x pulgadas. La capacidad sera maxima
t cuando el area del rectangulo con lados de longitud xy 12 —

2x lo sea. Denotando el area por f(x),

f(x) = x(12 — 2x) = 12x — 2x~
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Notese que 0 < x < 6 porque six = 0 0 x = 6, no se forma un canaldn (el area det
rectangulo seria f(0) = 0 = f(6)).

Derivando,

Fix) = 12 ~de=4%3 = X)

y en consecuencia el unico nimero critico de fes 3. Como f cambia de positiva a nega-

CAPITULO 4 & VALORES EXTREMOS Y ANTIDERIVADAS

tiva en 3, f(3) es un maximo local de f.

Como el dominio de f es el intervalo abierto (0, 6), no hay valores extremos =
la frontera. Resulta entonces que para alcanzar la maxima capacidad hay que dobls
a los lados formando tiras de 3 pulg de ancho. .

FJERCICIOS 4.3

Ejercicios 1-16: Calcule los maximos y minimos locales
de f. Describa los intervalos en los que fes creciente
o decreciente y trace la grafica de f.
fAx)=5—Tx— 4*
flx)=6x* —9x + 5
flx)=2x* + x* —20x + 1
flx)=x° —x* —40x + 8
fix) = x* — 8x* + 1
fAx)=x" —3x*+3x+7
flx) = 2% 4+ 4x 113 8. f(x)= xR — x)
flx)=x*yx* —4 10. f(x)=x+v4—x"
1. M) =x*x—-77+2 12. [f(x)=4x>-3x*
13. flx)=x> +(3/x)

14. f(x)=8—x? —2x +1

15. f(x) = 10x7(x — 1) 16. f(x) = (x* - 10x)*

Ejercicios 17-22: Calcule los maximos y mimmos
locales de /.

© NP YR W

18. flx)=x*Jx+ 7
20. fix)=x"(x — 5)*
x* + 3
x — 1

23 -26. Calcule el maximo y el minimo absolutos de
las funciones definidas en los Ejercicios 1-4, en
cada uno de los siguientes intervalos:

() [—1. 1] (c) [0, 5]

17. flx) = x> —9x
19. f{x)=1(x— 5. o O
2x — 5

¥+ 3

21. [(x)=

22. flx)=

(b) [—4. 2]

Ejercicios 27-28: Trace la grafica de una funcion
derivable [ que satisfaga las condiciones dadas.

27. f'(=5) =0; f'(0) =0; f'5) = 0; f(x)>
28. f(a) = Oparae= 1,2, 3,4,5y f(x)=

29.

30.

31.

EJERCICIO 31

é x| =5 i) < Dsb < ¥ < 5

para todos los otros valores de x.

Un hato de 100 venados se transporta a una is
pequefia. El rebafio crece rapidamente pero &
recursos alimenticios de la isla comienzan
escasear y la poblacion disminuye. Suponga gs
el nuimero N(¢) de venados que hay a los 7 aid
estd dado por N(¢t) = —¢* + 21r* + 100.
(a) ;Cudndo deja de crecer el hato? ;Cual
su tamano maximo? ;Cuando se extings
la poblacion?
(b) Trace la grafica de N para ¢t = 0.

(a) Sea f(x) = ax? + bx* + cx + d.
valores de a, b, ¢ v d para los que [ tens
un méximo local 2en x = —1, y un minim
local —len x = 1.

(b) Sea f(x) = ax* + bx’ + &x* + dx +
Halle valores de a, b, ¢, d y e para los g8
Jtenga un maximo local 2enx = 0, y @&
minimos locales —14 en x = -2 yenx
2, respectivamente.

Una pila eléctrica que tiene un voltaje fijo ¥
una resistencia interna fija 7 se conecta a un ¢
cuito que tiene resistencia variable R (véase

figura). Por la ley de Ohm, la corriente [ N

”

Bl
L s
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.:._- itoes / = V/(R + r). La potencia de salida EJERCICIO 33
® esta dada por P = I’R. Demuestre que la
sotencia mdxima se aleanza cuando R =

a 'putam:ia de salida P de una bateria o acumu-
de automovil estd dada por P = VI — [*r,
2 Ves el voltaje, [ la corriente y r la resis-
111terna de la bateria. ;Qué valor de la co-
i tc corresponde a la potencia maxima?

€ va a construir una armazon para embalaje con
= trozo de madera con seccion cuadrada de 2
or 2 pulgadas y 24 pie de largo. El embalaje va
tener extremos cuadrados, como se muestra en
ra. Calcule las dimensiones que producen
yaximo volumen exterior. (Sugerencia: Expre- EJERCICIO 34
: primero y como funcion de x y luego ¥ como

n de x.)

las que el area que abarcan las jaulas es maxima.
(Sugerencia: Exprese primero y como funcién de
X y luego 4 como funcién de x.)

P,
1P

'- Fii.i
‘II*-!l- y
J R ﬁ q-.ﬂ,%\.. A )
i, M ket AT g ;.4
:;""‘ s ""* j’m,* #
-I-.r | -

"’ "i"i-'i"- "‘r |,i '.
F‘- b

. ¥an a usar 300m de tela de alambre para _ H
astruir seis jaulas de un zooldgico, como se 4 ' 1.._'____ e
gstra en la figura. Calcule las dimensiones para

'4 CONCAVIDAD Y CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

El concepto de concavidad es ttil para describir la grafica de una funcién derivable f.
Si f'(c) existe, entonces la grafica de ftiene una recta tangente / con pendiente f’(¢)
en el punto P(c, i (r:)). La Figura 4.22 ilustra tres casos que pueden ocurrir cuando
S'(c) > 0. Hay situaciones similares cuando f'(¢) < 0 o bien f'(¢) = 0. Para la
grafica de la Figura 4.22(j), se dice que en el intervalo (a, b), la grafica esta arriba de
la recta tangente en P. En (ii), la grafica estd abajo de la recta tangente. En (iii), la
grafica no estd ni arriba ni abajo de la recta tangente para cualquier intervalo abierto
(a, b) que contenga a c, sino que la corfa en ese punto.

FIGURA 4.22
(i) (i) i (iii) i

Pic, f(eh

Ofx, f

O, f(x)) !

Ple. f (e}

Y
¥

Para describir las graficas que se ilustran en la Figura 4.22 se usa la siguiente
terminologia.

DEFI NlCléN (4.15) l Sea f una funcién que es derivable en un numero c. l
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(i) La grafica de ftiene concavidad hacia arriba enel
punto Pe, f(c)) si existe un intervalo abierto (a, b)
que comntiene a ¢, tal que en (a, b) la grafica de_ ]
esta por encima de la recta tangente en P.

(i) La grdfica de ftiene concavidad hacia abajo en el
punto P(c, f(c))siexiste un intervalo abierto (a, b}
que contiene a ¢, tal que en (a, b) la grafica de j
esta por debajo de la recta tangente en P.

Consideremos una funcion fcuya gréafica tiene concavidad hacia arriba en el pum
Plc, f(c)). Como en la Figura 4.22(i), existe un intervalo abierto (¢, b) que conties
a ¢, tal que en (a, b) la grafica de f estd por encima de la recta tangente en P. Si
es derivable en (a, b), entonces la grafica de f tiene una recta tangente en todos &
puntos Q(x, f(x)) para a < x < b. Si se consideran varias de estas rectas tangent
(véase la Figura 4.23), se advierte que cuando x aumenta, la pendiente f'(x) de la res
tangente también aumenta. Asi, en la Figura 4.23(i), se obtiene una pendiente posit
mayor cuando P se mueve hacia la derecha. En (i1), la pendiente de la recta tange
también aumenta cuando P se mueve hacia la derecha, haciéndose menos negatis

FIGURA £.23 C(Concavidad hacia arriba

(i) (ii)

"'.1r

Andlogamente, si la grafica de f tiene concavidad hacia abajo en Plc, f {c)), enton
se obtienen graficas como las de la Figura 4.24. En ellas la pendiente f (x) de la re
tangente disminuye cuando P se mueve hacia la derecha.

FIGURA 4.24 Concavidad hacia abajo
(i)

Reciprocamente, se puede esperar que si la derivada f'(x) aumenta cuando x &
pasando por ¢, entonces la grafica tiene concavidad hacia arriba en P(c, f(c)) y si f
disminuye, entonces la grafica tiene concavidad hacia abajo. Seguin el Teorema (4.1
si la derivada de una funciodn es positiva en un intervalo, entonces la funcion es crecie




4.4 Concavidad y Criterio de la Segunda Derivada 185

Por lo tanto, si los valores de la segunda derivada /' son positivos en un intervalo,

entonces la primera derivada f crece. Andlogamente, si f*' es negativa, f' decrece.
Esto indica que el signo de /' puede servir para averiguar la concavidad, como se enuncia
en el siguiente teorema del cual se da una demostracion al finahzar la seccion.

Y

PRUEBA DE LA (4.16) | Sea funafuncién derivable en un intervalo abierto E]H!E
CONCAVIDAD contiene a ¢, tal que f''(c) existe. :

(i) Si f(¢) > 0, la gréfica tiene concavidad hacia arri-
ba en P(c, f(c})

(D) 81 fe) =0, la grafica tiene concavidad hama i
abajo en Ple, (r:}}

Si la segunda derivada f'(x) cambia de signo cuando x aumenta y pasa por un
ntimero k, entonces por (4.16) la concavidad cambia de ser hacia arriba a ser hacia abajo,

o bien de ser hacia abajo a ser hacia arriba. El punto (k, f(k)) se llama punto de inflexion
de acuerdo con la siguiente definicion.

DEFINICION (4.17) | Un punto P(k, f(k)) en la grafica de una funcién fes
un punto de inflexion si f i existe en un intervalo abier- |
to (a, b) que contiene a k' y f* cambia de signo en k.

El croquis de la Figura 4.25 exhibe algunos puntos de inflexion tipicos en una grafica.
Se dice que una grafica es eoncava hacia arriba (o hacia abajo) en un intervalo, si tiene
concavidad hacia arriba (o hacia abajo) en todos los nimeros del intervalo. Aquellos
intervalos en los que la grafica de la Figura 4.25 es concava hacia arriba o hacia abajo
se sefialan por CAr o CAb, respectivamente. Obsérvese que un pico puede ser 0 no un

punto de inflexion.

FIGURA 4.25

v PUNTOS DE PUNTOS DE
INFLEXION INELEXION

B

-
X

CAr !- CAL *1| CAr | CAb —J-Df*\t::-l—«fia'!ur*ﬂI
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EJEMPLO 1 Sea f(x) = x* + x?— 5x — 5. Encuentre los intervalos en los que l&
grafica de ftiene concavidad hacia arriba y aquéllos en los que tiene concavidad hacia

abajo.
FIGURA 8.26 Solucién En los Ejemplos 1 y 2 de la seccidon anteri
i consideramos esta funcién. Como f'(x) = 3x* + 2x — 3
IS T ffx) = 6x + 2 = 2(3x + 1).

Por lo tanto, f(x) < 0si3x + 1 <0, esdecir,six <—5
Aplicando la Prueba de la Concavidad (4.16) vemos que &
orafica tiene concavidad hacia abajo en el intervalo infinits
(—eo, — 3). Analogamente, f'(x) > 0six > — 1 , y po
tanto la grafica tiene concavidad hacia arriba en (— 3, )}
Segiin la Definicion (4.17), el punto P(— 1, —53) en el qu
[ cambia de signo (y la concavidad de ser hacia abajc a s&
hacia arriba) es un punto de inflexién. La grafica de f qu
se obtuvo previamente se exhibe de nuevo en la Figura 4.2¢
para indicar el punto de inflexion. °

e )

Si P(c, f(c)) es un punto de inflexién sobre la grafica de f, v f” es continua en
un intervalo abierto que contiene a ¢, entonces necesariamente f '(¢) = 0. Esto se pue
de demostrar aplicando el Teorema del Valor Intermedio (2.28) a la funcién f'. En-
tonces, para localizar los puntos de inflexion de una funcion cuyva segunda derivads
es continua, se comienza por encontrar todos los nimeros x para los que f'(x) = 0.
Luego se prueba cada uno de estos numeros para determinar si es la abscisa de un pun-
to de inflexion. Antes de dar un ejemplo, enunciamos el siguiente criterio para distin-
gulr maximos y minimos locales.

CRITERIO DE Sea funa funcién derivable en un intervalo abierto que
LA SEGUNDA contiene a ¢ y tal que f'(¢) = 0.
DERIVADA (i) Si f'(¢) <0, entonces f tiene un méximo local en ¢.
(ii) Sif(c) > 0, entonces ftiene un minimo local ene.
il
FIGURA 4.27 FIGURA 4.98
Ml::m loeal el Minimo local £(c)
Pie, f (e)) 1+
fler=0
ey =0
" Fhiey =0
Plc, fc)) D=
: = t =
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Demostracion Si f'(c) = 0, entonces la recta tangente a la grafica en Ple, f(e))
es horizontal. Si ademas f"'(¢) < 0 entonces la grafica tiene concavidad hacia abajo
en ¢y existe un intervalo (g, #) que contienc a c en el que la grafica se encuentra abajo
de la recta tangente en P. Por lo tanto, f(c) es un maximo local de f, como se ilustra
en la Figura 4.27. Esto demuestra (i). Se puede dar una demostracion similar para el
caso (ii), que se ilustra en la Figura 4.28. ° o

El Criterio de la Segunda Derivada no se puede aplicar cuando f"'(¢) = 0. En ta-
les casos se debe usar el Criterio de la Primera Derivada (vease el Ejemplo 3).

EJEMPLO 2 Sea f(x) = 12 + 2x*— x*. Usar el Criterio de la Segunda Derivada
para calcular los maximos y minimos locales de f. Discutir la concavidad, encontrar
los puntos de inflexién y trazar la grafica de f.

Solucion Comenzamos por encontrar la primera y la segunda derivadas y facto-
rizarlas como sigue:

fl(x) = 4x — 4x* = 4x(1 — x?)
f(x) = 4 —12x* = 4(1 — 3x9)

Se emplea la expresion de f'(x) para encontrar los nimeros criticos 0, 1 y —1. Los va-
lores de ' en estos numeros son

09 =40 [f()=-8<0 y [fl)==8<8

Entnnces'pqr el Criterio de la Segunda Derivada, la funcion tiene un minimo local en
0 v dos maximos locales, en 1 y —1. Los valores correspondientes de la funcion son
f(0) = 12 y f(1) = 13 = f(—1). La siguiente tabla resume los resultados.

Niimero | Signo de
critico ¢ f(e) | f “(e) Conclusion
1 == = - Maximo local: f(—1) = 13
0 4 3 Minimo local: f(0) = 12
| 1 -8 | - Maximo local: f(1) = 13

Para localizar los puntos de inflexion resolvemos la ecuacion f''(x) = 0, es decir,
4(1 — 3x?) = 0. Evidentemente, las soluciones son —V3/3 y V3/3. Esto sugiere anali-
zar el signo de f”(x) en cada uno de los intervalos (—%, —V3/3), (—V3/3,V3/3) y
(V3/3, ). Como f" es continua y no tiene ceros en estos intervalos, el signo de f7(x)
puede determinarse usando valores de prueba. Se disponen los resultados en una tabla
como sigue. El ultimo renglon se deduce de (4.18).
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FIGURA 4.29
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| Tatervato (—e8, —/3/3) [ {—1._-“53’3, \/5;’3} | {\/Elﬂ, 20)
k —1 0 1
Valor de prueba f"(k) —8 - —38

'. Signo de f'(x) . 25 <

hacia abajo

hacia abajo

Concavidad hacia arriba

Como f''(x) cambia de signo en —V3/3 y V3/3, los p
tos correspondientes sobre la grafica (+v3/3, 113/9)
puntos de inflexion. Estos son los puntos en los que la &
cavidad cambia. Como se indica en la tabla, la grafica e
concavidad hacia arriba en el intervalo (—v3/3, V3,3), v @
cavidad hacia abajo fuera de [-V3/3, V3/3]. La Figura 4
muestra un croquis de la grafica. .

. PUNTOS DE
INFLEXION

EJEMPLO 3 Sea f(x) = x° — 5x°. Usar el Criterio @&
Segunda Derivada para encontrar los méximos y minis

8 |

locales de £. Discutir la concavidad, encontrar los puntos
inflexiéon y trazar la grafica de f.

Solucién Derivando,

Fix) = 5x*— 15x% = S5x%(x*—3)
F(x) = 20x* — 30x = 10x(2x* = 3).

Resolviendo la ecuacidén f'(x) = 0 obtenemos los nimeros criticos 0, -3 y V3. €
mo en el Ejemplo 2, resulta asi la tabla siguiente (verifiquese cada dato).

Nimero Signo de
eriticoc | f'(c) f(e) Conclusion
—~3 | -30V3 = Miximo local: f(~V3) =
6V3
0 0 ninguno Ninguna
V3 30V3 + Minimo local: f(v3) =
—6V3

Como f(0) = 0, el Criterio de la Segunda Derivada no puede aplicarse en
por lo tanto aplicamos el Criterio de la Primera Derivada. Usando valores de prue
puede demostrarse que si —vV3 < x < 0, entonces f'(x) < 0, ysi0 < x < V3, enig
ces f(x) < 0. Como f'(x) no cambia de signo, no hay valores extremos.

Para encontrar los puntos de inflexion consideramos la ecuacion f''(x) = 0.

decir, 10}:(2;{1_— 3) = 0. Las soluciones de esta ecuacion en orden creciente £
—V6/2, 0 y V6/2. Es posible construir la tabla siguiente:
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[ ) | | = | "
_ Intervalo (—o, —62) | (=6/20) | (0,462 | (62, 0)
Kk —2 -1 1 2
| Valor de prueba f'(k}‘ — 100 10 —10 100
Signo de f'(x) | = | + \ = + 7
— . ‘ i = = - —_—
_Cnncawdad hacia abajo | hacia arriba hacia abajo | hacia arriba
Debido a que el signo de f"'(x) cambia cuando x pasa por
—V6/2, 0 y V6/2, los puntos (0, 0), (—V6/2, 21V6/8) vy
A 4.30 (V6/2, —21V6/8) son puntos de inflexién. La grafica estd en
Ly la Figura 4.30, en la que los ejes x y y tienen diferente

escala. ®

La derivada /" es continua en todos los ejemplos ante-
riores. Si f'(¢) o f"(c¢) no existen, entonces (::, f(c)) tam-
bién puede ser un punto de inflexion, como se ilustra en el
ejemplo sigulente.

EJEMPLO 4 Sea f(x) = 1— x'Y3. Calcular los valores
extremos locales, discutir 1a concavidad, encontrar los puntos
de inflexidén y trazar la grafica de f.

Solucién Derivando,

1

f==gx ™ =g
e . 2 =53 2
Frx) = gx™" = o

La primera derivada no existe en x = 0 que es el Gnico nimero critico de 7. Como
J'(0) no estd definido, no puede aplicarse el Criterio de la Segunda Derivada. Sin em-
bargo, si x # 0 entonces x*° > 0 y f'(x) = —1/(3x*?) < 0, lo que significa que f
es decreciente en todo su dominio. Por lo tanto, f(0) no es un valor extremo local.

El hecho de que /" no esté definida en x = 0 sugiere que el punto (0, 1) de la grafi-
ca de f podria ser un punto de inflexion. Apliquemos la Definicién (4.17) con k = 0.
Si x < 0, entonces x°° < 0. Por lo tanto,

7t =2

“‘W‘iﬂ six < 0

lo cual implica que la grafica de f tiene concavidad hacia
abajo en el intervalo (==, 0). Si x > 0, entonces x°/° > 0.
Por lo tanto,

rr 2
¥ JLikx) =
PUNTO DE ) Ox>/3

"~ INFLEXION

> 0 3 o e |

lo cual significa que la grafica tiene concavidad hacia arriba
en el intervalo (0, «). Entonces por (4.19), el punto (0, 1)
es un punto de inflexion. Usando esta informacion y trazando
algunos puntos obtenemos el croquis de la Figura 4.31. -«
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En la Seccion 3.3 se discutieron problemas de economia que involucran las funcios

de costo, de costo medio, de ingreso y de utilidades: C, ¢, R y P. Sus derivadas,
¢', R'y P’ (llamadas costo marginal, costo medio marginal, ingreso marginal y utilié
des marginales), se usan para determinar maximos y minimos, como se ilustra en
ejemplos siguientes.

EJEMPLO 5 Una fabrica de muebles calcula que el costo semanal de producis.
repmduccmnes terminadas a mano de un escritorio colonial, estd dado por C(x} :

— 3x2 — 80x + 500. Cada escritorio producido se vende en $2800 (dolares). ;08
pmduccmn mensual rendira las maximas utilidades? ;Cual es la mayor ganancia pes

ble por semana?

Solucién Como el ingreso que se obtiene al vender x escritorios es 2800x;, la funcs
de ingreso R estd dada por R(x) = 2800x. La funcion de utilidades P es la diferent
entre la funcién de ingreso R y la funcién de costo C, es decir,

P(x) = R(x) — C(x) = 2800x — (x*> — 3x* — 80x + 500)
o bien P(x) = —x* + 3x* + 2880x — 500.
Para evaluar la ganancia maxima se deriva y
P'(x) = —3x? + 6x + 2880 = —3(x* — 2x — 960).
Los numeros criticos de P son las soluciones de
x2—2x—960 = 0 obien (x— 32)(x + 30) = 0,

es decir, x = 32 o x = —30. Como la solucién negativa no tiene sentido, basta consides
3
La segunda derivada de la funcion de utilidades P es

P'(x) = —6x + 6
Por lo tanto,

P"(32) = —6(32) + 6 = —176 < 0.

Entonces, por el Criterio de la Seguna Derivada, la maxima ganancia se obtiene si
producen y se venden 32 escritorios semanalmente. La ganancia maxima por semana

P(32) = —(32)° + 3(32)° + 2880(32) — 500 = $61 964. .

Al final de la Seccion 3.3 se presento la nocion de funcion de demanda p, dons
p(x) es el precio por unidad cuando hay una demanda de x unidades de una mercancs
Entonces el ingreso R (x) esta dado por R(x) = xp(x). Si S = p(x), entonces S &8
precio de venta de una unidad correspondiente a una demanda de x unidades. Con
normalmente al disminuir § entonces x aumenta, la funcion de demanda p por lo ¢
miin es decreciente, es decir, p'(x) < 0 para todo x. Las funciones de demanda a vecs
estan definidas implicitamente por una ecuacion en S y x, como sucede en el siguiens
ejemplo.
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EJEMPLO & Lademanda xy el precio de venta S de un producto estén relacionados
por la ecuacién 2x + $* — 12000 = 0. Encontrar la funcién de demanda, la funcidn
de demanda marginal, la funcion de ingreso y la funcidn de ingreso marginal. Hallar
también el nimero de unidades y el precio por unidad que producen el ingreso maximo.
;Cual es este ingreso maximo?

Solucion Como S* = 12000 — 2x, y S es positivo, vemos que la funcién de de-
manda S esta dada por

S = p(x) = /12000 — 2x.

El dominio de p consta de todos los niimeros x tales que
12000 — 2x > 0 o, equivalentemente, 2x < 12 000. Por lo
45 UNIDADES tanto, 0 =< x < 6000. La grafica de p esta en la Figura 4.32.

A 4.32

_ E‘?HHHR"&‘S Teoricamente, cuando el precio es v/ 12 000 o aproximadamen-
= te $109.54, no hay ventas, y cuando el precio se acerca a $0
= \ la demanda se acerca a 6000.

La funcion de demanda marginal p’ estd dada por

—1
V12000 — 2x

p(x) =

W UNIDADES DEL

PRODUCTO El signo negativo indica que una disminucion en el precio esta
asociada a un aumento en la demanda.
La funcion de ingreso R esta dada por

R(x) = xp(x) = x+/12 000 — 2x.

Derivando y simplificando, se obtiene la funcion de ingreso marginal R' que es

12 000 — 3x
«.ﬂa""EZ G{}U s EI'

La funcién de ingreso R tiene un ntiimero critico x = 12000/3 = 4000. Como R'(x)
es positivo si0 < x < 4000 y negativo si 4000 < x < 6000, el ingreso maximo se alcanza
cuando se producen y se venden 4000 unidades. Esto corresponde a un precio de venta de

Rifx)=

p(4000) = /12 000 — 2(4000) ~ $63.25.

El ingreso maximo, que se obtiene al vender 4000 unidades a este precio, es

4000(63.25) = $253 000.

Demostracion de la Prueba de la Concavidad (4.16) Aplicando la Definicion (3.17)
a la funcién [, |
£7e) = lim Fx)—Ff (c}_

X—sC A

Si f"(c) > 0, entonces por el Teorema (2.12), existe un intervalo abierto (&, b) que
contiene a c¢ tal que

S (x) = f(e) 3

X —C 0
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FIGURA 4.33

LY
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para todo x en (a, b) diferente de c; es decir, f'(x) — f(e
y x — c tienen ambos el mismo signo. A continuacién s
demuestra que esto implica la concavidad hacia arriba.

Para todo x en el intervalo (a, b), sea y la ordenada &
x de la recta tangente en P, f(c)) y sea O(x, f(x)) el pus
to sobre la grafica de f (véase la Figura 4.33). Si se defims
g(x) = f(x)—y,laconcavidad hacia arriba se obtendra d&
mostrando que g(x) es positivo para todo x tal que x # €

Como y — f(c) = f'(e)(x — ¢) es la ecuacion de la re€
ta tangente en P, resulta que la ordenada del punto (x, ¥
de la recta tangente estd dada pory = f(¢) + f (e)(x —
Por lo tanto,

g(x) = f(x) — ¥ = f(x) — flc) — fe)x —¢)

Aplicando el Teorema del Valor Medio (4.12) a la funcién fen el intervalo [x, c],
ve que existe un nimero w en el intervalo abierto (x, c¢) tal que

f(x) = f(e) = fi(w)x— o).

Sustituyendo este valor de f{(x) — f(c) en la férmula de g(x) se obtiene
g(x) = [ f(x) = flc)] — f{e)(x —¢)
= f"(wl{x — ) = [{e)ix — ).

Esto puede factorizarse como sigue:
g(x) = [f'(w) — fe)](x — ¢)

Como w esta en el intervalo (g, b), del primer parrafo de la demostracién se sabe gt
f(w)— f'(e) vy w— c tienen el mismo signo. Ma$ aun, como w esta entre x y &
Ww— ¢ y x — ctienen el mismo signo. Por lo tanto, f'(w) — f'(x) y x — ¢ ticnen &
mismo signo para todo x en (a, b) tal que x # ¢. De la expresion factorizada para gf.
se deduce que g(x) es positivo si x # ¢, que es lo que se queria demostrar. La p"
(i1) se puede demostrar de manera parecida. . »

EJERCICIOS 4.4

Ejercicios 1-18: Use el Criterio de la Segunda Deriva-
da (cuando se pueda aplicar) para calcular los valores
extremos de f. Discuta la concavidad, encuentre las
abscisas de los puntos de inflexion y trace la grafica

de f.

1, flx)=x>—2x"+x+1
2. flx)=x*+ 10x* + 25x — 50
3. f()=3x*—4x+6 4. f(x)=8x* — 2x*

g fl)=2%x" —6x"
7. flx)=(x*— 1)

g, Jix)=Yx—1

11, J(x)=x* = (27/x%)

X

13, S ==

x* |

6. flx)=3x"—38
g. [Ix)=x— (163

x + 4
lﬂt .f‘-xj - .'I_
A
12. fx)=x*°(1 =




X . —_—
e 15. fix) = 3x*(3x +10)
et — 4x® 4+ 10
= Bl 4 x40 18. f(x)= x+/4 — x?

3s 19-26: Trace la grafica de una funcion con-
t f que satisfaga todas las condiciones dadas.

7o) = 1; f(2) =370 = 2 =0
) < 0si |[x—1] > 1; f(x)> 0 s
-1l <L;f'(x)>0six<1; fix) <0
- 1.

0 =4 f(2)=2; f(5) =6

W) = /(2 =0; f{(x) >0si [x—1] > 1
= 05 [x—1] <1; f(x¥) <0 si
BNl 051 [x—4| <L f(x) >0 si
2| <1o0six>5.

) =2, fQ) = f(=2) = 1; f(©0) = 0;
Hx) > 0si x<0; f(x) <0six>0
Ix) <0si x| <2;f"(x) >0si |x| > 2.

N =4 f'(x)>0six<1; fiix)<0si
= 1: f"(x) > 0 para todo x # 1.

=2) = f(6) = —2; f(0) = f(4) = O;

2 = f(8) = 3; f' no esté definida en 2 ni en
F0) = 1; f'(x) > 0en (-, 2) y (6, ©);
%) < 0 si |[x—4| < 2; f(x) < 0 en
0), @, 6)y (6, =); f(x) >0en(0, 2)y

b= 2 @=L f@ = Sf(10) = 0O
= —4: f'{(2)= f'6) =0; f'(x) <Oen
= 2), (2,4), 4,6) y (10, ); f'(x)> 0
48, 10); /'(4) vy f'(10) no existen; f'(x) >
= (—=, 2), (4, 10) ¥ (10, =); f"(x) < O en

® &s un entero impar, entonces f(n) =1y
} = 0. Si n es un entero par, entonces
) = 0 v f'(n) no existe. Si n es cualguier
=0, entonces

(X)) >0si 2n<x<2n + 1;

B x) < O0si2n—1<x<2nm
By) < 0 51 2n < x<2n + 2.

= siox=-1,2,4u 8 f(x)=0si
—1.4,.6u8; f'(x) <0en(—2, —1), (4, 6)
=): f'(x) >0en(-1,4)y (6, 8); f(x) >
= 0), (2, 3y (5, 7 F(x) <0en (0, 2),
.‘ {?, m).
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27. Demuestre que la grifica de una funcién cuadra-
tica no tiene puntos de inflexién. Enuncie con-
diciones en las cuales la grafica siempre tiene
{(a) concavidad hacla arriba (b) concavidad ha-
cia abajo. Ilusire con esquemas.

28. Demuestre que la grifica de un polinomio de
grado 3 tiene exactamente un punto de inflexion.
Tlustre con esquemas.

29. Demuestre que la grafica de un polinomio de
grado n > 2 tiene a lo mas n — 2 puntos de in-
flexidn.

30. Sea f(x) = x" para n > . Demuestre que la
grafica de f tiene un punto de inflexion si 7 €s
impar y no tiene ninguno si n es par. Iustre esto
COMN Croquis.

Ejercicios 31-32: Encuentre (a) la funcién de deman-
da marginal, (b) la funcién de ingreso, (c) Ia funcion
de utilidades, (d) la funcién de utilidades marginales,
(e) las utilidades maximas y (f) el costo marginal cuan-
do 1a demanda es de 10 unidades, para las funciones
de demanda y de costo dadas.

31. pix) =50 — (x/10); C(x}= 10+ 2x
32. plx) =80 —/x — t; C(x)=T75% + 2/x — 1

33. Una agencia de viajes calcula que para vender x
“‘paquetes de vacaciones’’, el precio del paquete
debe ser de 1800 — 2x unidades monetarias para
1 = x = 100. El costo para la agencia de x pa-
quetes es 1000 + x + 0.01 x*. Encuentre (a) la
funcidn de ingreso, (b) la funcién de ganancia (0
de utilidades), (c) el nimero de paquetes que pro-
ducen la maxima ganancia y (d) la ganancia
maxima.

34. Un fabricante determina que para vender x uni-
dades de un producto el precio de venta de una
unidad debe ser 400 — 0.05x unidades moneta-
rias. El costo de produccién de x unidades es
500 + 10x. Encuentre (a) la funcién de ingreso,
(b) 1a funcién de ganancia (o de utilidades), (c) el
niimero de unidades gque producen la ganancia
méxima y (d) el precio por unidad cuando el in-
greso marginal es 300.

35. Una compaiiia especialista en cocinas determina
que el costo de producir y empacar x molinillos
de pimienta al dia es de 500 + 0.02x + 0.001x*
unidades monetarias. Sieada molinillo se vende
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a $8.00 (dolares), ;jcudl sera la produccion dia- res) por persona tiene un promedio de 1000 cbe

ria que proporcione la ganancia maxima? ;Cual tes por semana y que cuando el precio se reds

es la ganancia maxima diaria? a $7.00, el promedio de clientes aumenta a 13

por semana. Suponiendo que la funcion de &

36. Una compafia que ofrece paseos guiados sabe manda es lineal, ;jqué precio debe cobrar para &
que cuando el precio del paseo es de $9.00 (dola- tener la maxima ganancia semanal posible?

IR APLICACIONES DE LOS MAXIMOS Y MINIMOS

Los métodos para calcular los méximos y minimos de las funciones se pueden apli
a la soluciéon de algunos problemas practicos. Estos problemas pueden expresas
verbalmente o por escrito. Para resolverlos hay que transformar sus enunciados:
férmulas, funciones o ecuaciones. Como hay muchos tipos de problemas en las apis
ciones, es dificil enunciar reglas especificas para encontrar sus soluciones. Sin eme
20, puede desarrollarse una estrategia general para abordar tales problemas. La siguies
guia es de utilidad.

GUIA PARA RESOLVER (3.19) 1. Leer cuidadosamente el problema varias veces y pess
PROBLEMAS sar en los hechos dados y en las cantidades descong

APLICADOS DE cidas que se tratan de encontrar.
MAXIMQS Y MiNlMOS 2. De ser posible, hacer un croquis o un diagrama g

incluya los datos pertinentes introduciendo variabie
para las cantidades desconocidas. Las palabras coms
qué, encontrar, cudnto, donde o cudndo suelen esk
asociadas a las cantidades desconocidas.

3. Enunciar los hechos conocidos y las relaciones ent
las variables.

4. Determinar de cual de las variables se desea enco
trar el maximo o el minimo y expresar esta variat
como una funcién de ung de las otras variables.

5. Encontrar los nimeros criticos de la funcion obtes
da en el paso 4 « investigar si corresponden a mas
mMos O minimos.

6. Verificar si hay maximos o minimos en la fronterac
dominio de la funcién gue se obtuvo en el pasoc &

7. No desanimarse si no se puede resolver algun probs
ma. Adquirir habilidad para resolver problemas aps
cados toma una gran cantidad de esfuerzo y practics
iHay que seguir intentando!
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Los siguientes ejemplos ilustran el uso de la Guia (4.19).

EJEMPLO 1  Se desea construir una caja sin tapa con base rectangular a partir de una
hoja rectangular de carton de 16 cm de ancho y 21 cm de largo, recortando un cuadrado
en cada esquina y doblando los lados hacia arriba. Calcular el lado del cuadrado para
el cual se obtiene una caja de volumen maximo.

Solucién  Aplicando el paso 2 de la Guia, comenzamos por trazar un croquis del
carton como se muestra en la Figura 4.34, en donde la letra x denota la longitud del
lado del cuadrado que se va a recortar en cada esquina. Notese que 0 < x < 8. Usando
el paso 3, escribimos los datos conocidos (el tamafio del rectdngulo) en los lugares
apropiados de la figura.

FIGURA 4.34 FIGURA 4.35

RN
........

1< —

Después (paso 4), se ve que la cantidad cuyo maximo hay que encontrar es el volumen
V de la caja que se formard doblando a lo largo de las lineas de trazos (véase la Figura
4.35). Continuando con el paso 4 de la Guia, expresamos ¥ como una funcién de la
variable x. De la Figura 4.35,

V = x(16 — 2x)(21 — 2x) = 2(168x — 37x* + 2x3).

Esta ecuacion expresa ¥ como una funcion de x y buscamos ahora los nimeros criticos
para probar sl son maximos 0 minimos (paso 5). Derivando con respecto a x,

DV = 2(168 — T4x + 6x?)
— 4(3x% — 37x + 84)
= 4(3x — 28)(x — 3).

Entonces, los numeros criticos solamente pueden ser 28 y 3. Como 28 estd fuera del
dominio de x, el inico numero critico es 3.

Ahora se aplica el Criterio de la Segunda Derivada para los valores extremos. La
segunda derivada de V es

D2V = 2(-74 + 12x) = 4(6x — 37).
Sustituyendo x por el numero critico 3 obtenemos

D2V = 4(18-37) = -76 < 0

I
i

y por lo tanto, V tiene un maximo local en x
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Finalmente, se ve si hay valores extremos en la frontera (paso 6). Como 0 < x 3
8y ¥V = 0parax = 0y x = 8, el valor maximo de V' no se alcanza en una fronts
del dominio de x. Por lo tanto, para obtener una caja de volumen maximo debe recortas
un cuadrado de 3 cm de lado en cada esquina de la hoja de carton. .

En los siguientes ejemplos, no siempre se sefialan los pasos de la Guia cuando
utilizan, pero el lector debe poder reconocerlos al estudiar las soluciones.

EJEMPLO 2 Se desea elaborar un pequefio recipiente cilindrico sin tapa que teng
un volumen de 24x cin®. El material que se usa para la base cuesta tres veces mas g8
el que se emplea para la parte cilindrica. Suponiendo que en la construccion no
desperdicia material, evaluar las dimensiones para las que es minimo el costo del maters
de fabricacion.

Solucidn Comenzamos por trazar un esguema del recipiente, como se muestra:
la Figura 4.36, en la que 7 denota ¢l radio de la base (en cm), y A, 1a altura (en ci

Como el volumen es de 247 cm’,

FIGURA 4.36

B xrih = 24,
.--' o e d,-:‘:_"'_ -
[‘\“ﬁ“‘—'-“’ | Esto da una relacion entre r y A:
i Lk _
& P 4

p—r—

Bl objetivo es minimizar el costo C del material utilizads

para construir ¢l recipiente.

Si @ denota el costo por centimetro cuadrado (cm?) del material a emplear para

parte curva, entonces el centimetro cuadrado del material que se use para la base cosis

3z por cm”. Por lo tanto, el costo del material para la parte cilindrica es a(Z2w
el del material para la base es 3a(xr*). El costo C de todo el material es

C = 3a(xrd) + a@wrh) = aw(3r® + 2rh)

0, como h = 24/r%

F i o ig
C:ﬂﬂf 3 + )

\ r

Como a es fijo, esta ecuacion expresa C como una funcién de una variabie r, com
se recomienda en el paso 4 de la Guia. Para encontrar el valor de r que correspors
al valor minimo de C, buscamos los niimeros criticos. Derivando la ecuaciéon anters

COn respecto a r,
48 3 — 8
D.C = an{ 6r — — | = ban : :
=2 i

Como D,C = 0sir = 2, resulta que 2 es ¢l Ginico numero critico. (El nimere
no es niimero critico porque C no esta definido parar = 0.) Como D,C < 0 parar
2 y también D,C > 0 para r > 2, del Criterio de la Primera Derivada se deduce g®
C también alcanza su valor minimo cuando el radio del cilindro es de 2cm. El va
correspondiente a la altura (que se obtiene de # = 24/r*) es 2% o sea 6 cm.
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Ya que el dominio de la variable r es el intervalo infinito (0, «), no puede haber
valores extremos de frontera.

EJEMPLO 3 Calcular el volumen méximo del cilindro circular recto que se puede -
inscribir en un cono de 12 ¢cm de altura v 4 cm de radio en la base, de manera que los

ejes del cilindro y del cono coincidan.

Solucién El problema se ilustra en la Figura 4.37. La Figura 4.38 representa una
seccién transversal del cono vy del cilindro que pasa por el eje de ambos. El volumen

V del cilindro es ¥ = wr’h. Para expresar ¥ como funcién de una sola variable (paso
4 de 1a Guia), hay que obtener una relacion entre r y h. Mediante los triangulos semejantes

en la Figura 4.38 vemos que

G : = -
S 3 o bien B =30k =1y,

Por lo tanto,
V = arth = TF2[3(_4 -] = Ixri4 — r).

Sir=0 o0 r = 4entonces V¥ = 0y, asi el volumen maximo
) no se alcanza en la frontera, de modo que basta analizar los
méximos locales. Como V = 3x(4r* — r’),

" D,V = 3%(8r — 3r%) = 3=xr(8 — 3r).

Entonces, los niimeros criticos de ¥sonr = 0yr = 5. Apli-
quemos ahora el Criterio de la Segunda Derivada para r =
8. Derivando D, V resulta

DV = 3x(8 — 6r).

: Sustituyendo 7 por § ,
D2V =3n[8 —6(3] =38 —16)= —24n <0

J 8 Elvalor

1';--—"'—-:'.-'i'i.'-ll.'J|!'|IJ 4
=l s
I

[

]

&

L 1o que significa que el maximo se alcanzaenr =
r r ]
! N correspondiente para i = 3(4 —r) es
_1—.:|

| h=34—-%=3%=4

Por lo tanto, el volumen mdximo del cilindro inscrito €s

8\" o4 6
V=n(—) {4)::3(—9)[4}:25%::;89.4cm3 o

EJEMPLO 4 Unacarretera que va de norte a sur y otra que va de este a oeste se cruzan
en un punto 2. Un vehiculo que viaja hacia el este a 20 km/h, pasd por P a las 10:00
A M. En ese mismo momento un automovil que viaja hacia el sur a 50 km/h se encuentra
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2km al norte de P. Calcular cuando se encuentran los dos vehiculos mads cerca uno del
otro y cual es la distancia minima entre ellos.

Solucion La Figura 4.39 muestra la posicién de los
automoviles al tiempo ¢ (horas) después de las 10:00 A.M. El
FIGURA 4.39 mas lento esta 20¢km al este de P y el mds veloz se halla
507 km al sur de la posicion que tenia a las 10:00 A.M. v por
lo tanto, su distancia a Pes 2 — 50¢. Por el Teorema de Pita-
goras, la distancia d entre los vehiculos es

d = /(2 — 500)* + (201)*
= /4 — 2001 + 2500t + 400¢>
= /4 — 200t + 2900¢>.

Evidentemente, d alcanza su valor minimo cuando la ex-
presion dentro del signo radical es minima. Entonces pode-
mos simplificar el trabajo estableciendo

f(t) = 4 — 200t + 2900¢*
y buscando el valor de ¢ para el que f tiene un minimo. Como
f(6) = —200 + 5800¢

el inico nimero critico de [ es

200 I

[ = =,
5800 29

Como ademads f'(f) = 5800, la segunda derivada es siempre positiva y por lo tante
f tiene un minimo local en ¢t = 75; de modo que f(55) = 0.55. Como el dominio ds
tes [0, «)y f(0) = 4, no hay valor extremo en la frontera. Por lo tanto, los automdvi-
les estan mds cerca uno del otro 35 horas (aproximadamente 2.07 minutos) después de
las 10:00 A.M. La distancia minima es

Jf3s) ~ 055~ 0.74 km.

EJEMPLO 5 Un hombre que navega en una barca de remos a 2 millas del punto m:
cercano de una costa recta, desea llegar a su casa, la cual estd en la citada costa a
millas de dicho punto. El hombre puede remar a razén de 3 mi/h y caminar a 5 mi
4Que debe hacer para llegar a su casa en el menor tiempo posible?

FIGURA 4.40 Solucion La Figura 4.40 ilustra el problema: A deno®
= posicion de la barca, B el punto mas cercano de la cos
y C la casa; D es el punto donde el remero va a desembarcs
y x denota la distancia de B a D. Entonces, los valores &
x se restringen al intervalo [0, 6].

Por el Teorema de Pitagoras, la distancia entre A y &
es «/x* + 4. Usando la férmula tiempo = distancia/veloc
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dad, el tiempo que lleva al hombre remar de 4 a D es /x~ + 4/3, y el tiempo que le
toma caminar de D a C es (6 — x)/5. Por lo tanto, el tiempo total T del recorrido es

o0, equivalentemente, T=3x*+4)"2+%—3x

Deseamos encontrar el valor minimo de 7. Nétese que x = 0 corresponde al caso extremo
en que la persona rema directamente hasta B y luego camina toda la distancia de B a
su casa. Six = 6, el hombre rema directanmiente de 4 a su casa. Estos nimeros se pueden
considerar los extremos del dominio de 7. Si x = 0, entonces de la férmula para T,

J4 6 28

oI O
3 T5 V=1

que es aproximadamen.c ! hora con 52 minutos. 81 x = 6, entonces

=
Tzﬂ_ké_g:z_m;jl“
3 3 3 3
que son aproximadamente 2 horas 7 minutos.

Derivando la formula general de T vemos que

L 1
D, T=z5(x*+4)7%2x) -
B X 1
S 3xF+ 45

Para encontrar los niimeros criticos se hace D, T = 0. Esto lleva a las siguientes
ecuaciones:

: 1

—

(2 +4)12 5
5% = 3% + 4}l

25x% = 9(x + 4)

16x* = 36
2
x* =32
(5]
x=%=1%

Por lo tanto, 3 es el Ginico nimero critico. Ahora se utiliza el Criterio de la Segunda
Derivada. Aplicando la Regla del Cociente a la formula D, T,

3(x* + 47 — x- 33+ 4)” Y 2x)
9x> 4+ 4

3(x? + 4) — 3x2 4

—_— St

9[1,2 4. 4]3;2 T 3(:{.2 7z 4}3;2

DT =




FIGURA 4.41
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Entonces, T tiene un minimo local en x = 3. El tiemp
es

que es positiva en x =
T correspondiente a x

|

L LY

149 12 6 3 _ 26
T—3{4+4} S e e

o de modo equivalente, 1 hora 44 minutos.
Anteriormente examinamos los valores de 7 en los extremos del dominio obtenieng
tiempos de 1 hora 52 minutos y mas de 2 horas. Entonces, el valor minimo de T

alcanza con x = 2 vy, por lo tanto, el hombre debe desembarcar entre By C a 1%
millas de B. El Ejercicio 6 es un problema parecido en el que el tiempo minimo se alcans
en uno de los extremos del dominio. e

EJEMPLO é Un alambre de 60 cm de largo se va a partir en dos trozos. Una de &
partes va a doblarse en forma de circunferencia y la otra en forma de tridngulo equilates
. Como se debe cortar el alambre para que la suma de las areas del circulo y del triangt
que se forman sea midxima, y cémo se debe cortar para que sea minima?

Soljucién Denotemos por x la longitud de una de

partes del alambre. Entonces la longitud de la otra parte

60 — x. Supongamos que el trozo de longitud x es el que

dobla para formar una circunferencia y que r es el radio’

3= == la misma. Entonces 2#r = x, 0 r = x/27 (véase la Fige
4.41). Si al otro trozo se le da forma de tridngulo equilate

; ; y s es la longitud de cada lado, entonces 3s = 60 — x 0§
s = (60 — x)/3. El area del circulo es

o2 % | I %
Fo—Flb=— =—=p——]x=

27 dir ¥
y el drea del tridngulo equildtero es

4 4 3

La suma de las areas, .4, esta dada por

1 3
A=1—1x+ [ X2 )60 — x)2.
(4:&*) X< 4 (36)“}0 x)

Ahora se buscan los nuimeros criticos. Derivando,

ﬂ_r A= (E} = (-}_E) {6‘0 = _"E_]

N 103
_(zn " 13)'}' 3

De manera que D, A = 0 si y solo si

104/3/3

x = ___ 2261
(1/2m) + (y/3/18)




La segunda derivada

1
e

22.61)° +
431:{ 0

A

8CIOS 4.5

‘guiere construir una caja de base cuadrada y
- t2pa que tenga un volumen de 4 dm® (deci-
0s cubicos). Encuentre las dimensiones que
amicen la cantidad de material necesario (des-
-' el espesor del material v lo que se desper-
32 en la construccidn).

sueiva el Ejercicio 1 suponiendo que la caja
@e tener tapa.

‘desea construir un recipiente cilindrico de
gtal sin tapa que tenga una capacidad de 1 m°
petro cubico). Encuentre las dimensiones que
$oe tener para que la cantidad de material sea

ima, suponiendo que no se desperdicia nada

la construccién.

 base circular del recipiente del Ejercicio 3 se
dﬂ una hoja cuadrada y el metal restante
esperdicia. Calcule las dimensiones del reci-

ie para las cuales la cantidad de material ne-
sario en la construccién sea minima.

veterinario cuenta con 30 m de tela de alambre
sere construir 6 jaulas para perros levantando
ero una cerca alrededor de una region
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Dz

A=

201

|1_.,,;;,"|

1 N
_|_
2n 1

e

es siempre positiva v por lo tanto el niimero ¢ritico indicado corresponde a un minimo
de A. Este valor minimo es apm}:imﬂdamente

{ﬁD — 22.61)* ~ 107.94 cm?.

Como no hay otros numeros criticos, A debe alcanzar su mdximo en la frontera.

S1 x = 0, entonces todo el alambre se usa para formar un tridngulo y
IIII.'_
A=21(60)* = 173.21 cm-*.
36
Si x = 60, entonces todo el alambre se usa para formar la circunferencia y

= — (60)* =~ 268.48 cm?.

4x

Por lo tanto, A alcanza su valor maximo si1 ¢l alambre no se parte sino que se usa
todo para formar la circunferencia.

rectangular, v dividiendo luego 1a region en sels
rectangulos iguales mediante cinco rejas paralelas
a uno de los lados. ;Cudles son las dimensiones
de la zona rectangular para las que el area total
es maxima?

Consulte €l Ejemplo 5 de esta seccidn. Si el hom-
bre tiene una lancha de motor que puede viajar
a 15 mi/h, ;qué debe hacer para llegar en el me-
nor tiempo posible?

A la 1:00 p.M. el barco A se encuentra 30 millas
al sur del barco B v viaja hacia el norte a 15 mi/h.
El barco B navega hacia el oeste a 10 mi/h. ;A
gué hora se alcanza la distancia minima entre las
dos embarcaciones? (Véase la figura.)

g

EIERCIO 7
BARCO 8

e TN
BARCOA &

8. Una ventana tiene la forma de un rectdngulo co-
ronado por un semicirculo. Halle las dimensio-




EJERCICIO 9

10.

11.

12.
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nes de la ventana que permiten admitir mas luz
suponiendo que el perimetro debe ser de 5 m.

Una cerca de 8 pie de alto al nivel del suelo va
paralela a un edificio alto (véase la figura). La
cerca dista 1 pie del edificio. Calcule la longitud
de la escalera mas corta que se puede apoyar en-
tre el suelo y el edificio por encima de la reja.
(Sugerencia: Utilice triangulos semejantes.)

Se desea que las paginas de un libro tengan un
area de 900 cm?® con margenes de 2.5 cm abajo
y a los lados, y de 1.5 cm arriba. Determine las
dimensiones de la pagina que daran la mayor area
posible para el texto.

Se desea construir un almacén con un volumen
de 100 m?® que tenga techo plano y base rectan-
gular cuya anchura sea tres cuartas partes de su
longitud. El costo por metro cubico de los mate-
riales es de $36 (dolares) para el piso, $54 para
los lados y $27 para el techo. ;Qué dimensiones
minimizan el costo?

Se va a construir un vaso de papel en forma de
cono circular recto quitando un sector circular
a una hoja de papel con forma de circulo y radio
a, y uniendo después las dos orillas rectas del
papel restante (véase la figura). Calcule el volu-
men del vaso mas grande que se pueda construir.

EJERCICIO 12

13.

Un granjero tiene 150 m de material para cercar
un campo con forma rectangular y quiere usar
un granero como parte de uno de los lados del

EJERCICIO 13

14.

15.

16.

17.

EJERCICIO 17

18.

rreno (véase Ia figura). Demuestre que el drea cer-
cada es maxima cuando en vez de rectangulo se
tiene un cuadrado.

Consulte el Ejercicio 13. Suponga que el granjero
desea cercar un area rectangular de 4 metros
cuadrados. Demuestre que la figura que requiere
menos material para la cerca es un cuadrado.

Un hotel que cobra $80 (ddlares) diarios por
habitacion da precios especiales a grupos que
reserven entre 30 y 60 habitaciones. 5i se ocupan
mas de 30 cuartos, el precio disminuye en $1 por
cada cuarto arriba de los 30. En estas condicio-
nes, ;la ocupacion de cudntas habitaciones por
un grupo producird el ingreso maximo para el
hotel?

Consulte el Ejercicio 15. Suponga que cada cuar-
to ocupado cuesta al hotel $6 al dia por limpieza
y mantenimiento. En este caso, jcuantas habita-
ciones ocupadas por un grupo producen el ingre-
s0 neto maximo?

Se desea construir un tanque de acero con la
forma de un cilindro circular recto y semiesferas
en los extremos (véase la figura) para almacenar
gas propano. El costo por pie cuadrado de los
extremos es el doble del de la parte cilindrica.
:Qué dimensiones minimizan el costo si la capa-
cidad deseada es de 10« pie?

Se desea construir un oleoducto de un punto A
a otro punto B que distan 5 km y se encuentras
en riberas opuestas de un rio de cauce recto de
1.5 km de ancho. El oleoducto ird bajo el agua
de A a un punto C en la ribera opuesta y luege

sobre el suelo de C a B, El costo por kilometre

de tuberia bajo el agua es cuadruple del coste
sobre tierra. Calcule la posicién de C que min:




4.5 Aplicaciones de los maximos y minimos

mizara el costo (desprecie la pendiente del lecho
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el rio).
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T ermine las dimensiones del rectangulo que se

swede inscribir en un semicirculo de radio A de

penera que dos de sus vértices estén sobre el
smetro (véase la figura).

19

scuenire las dimensiones del mayor rectangulo
= se puede inscribir en un tridngulo equildtero
22do a, de manera que dos de sus vertices estén
¢ un mismo lado del tridngulo.

pcule el volumen del cono circular recto mas
pde gue se puede inscribir en una esfera de
S0 2.

pcule las dimensiones del cilindro circular recto
& mayor volumen que se puede inscribir en una
gra de radio a.

=cuentre el punto de la grificade y = x* + 1
& cercano al punto (3, 1).

guentre el punto de la grafica de y = x* mas
scano al punto (4, 0).

g resistencia de una viga rectangular es directa-

-'._: -E

2 ¥

. e
ACH 2

26.

21,

29,

30.

31.

32.

33.
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mente proporcional al producto del ancho vy el
cuadrado de la altura de su seccion transversal.
Halle las dimensiones de la viga mas resistente
que se pueda obtener de un tronco circular de ra-
dio a (véase la figura).

La iluminacién producida por una fuente de luz
es directamente proporcional a la intensidad lu-
minosa de la fuente e inversamente proporcio-
nal al cuadrado de la distancia a la misma. Dos
fuentes de luz de intensidades S, y S, estdn se-
paradas una distancia d. ;En qué punto del seg-
mento que las une es minima la iluminacion?

Un mayorista vende zapatos para correr a $20
(dolares) el par si le piden menos de 50 pares. Si
le piden mas de 50 (hasta 600), el precio por par
se reduce en $0.02 multiplicados por el volumen
del pedido. ;cual es el pedido que produce el
mayor ingreso para el mayvorista?

Se desea construir un vaso de papel en forma
de cono circular recto que tenga un volumen de
367 cm?. Encuentre las dimensiones que requie-
ren menor cantidad de papel (desprecie cualquier
desperdicio en la construccion).

Un alambre de 36 cm de largo se va a partir en
dos trozos. Una de las partes se ha de doblar en
forma de triangulo equilidtero v la otra en forma
de un rectangulo cuva longitud es el doble de su
anchura. ;Como se debe partir el alambre para
que la suma de las areas del triangulo y el
rectangulo sea (a) minima vy (b) maxima?

Un triangulo isosceles tiene base b y lados iguales
de longitud a. Encuentre las dimensiones del
rectangulo de mayor drea que se puede inscribir
en el tridangulo de manera que uno de sus lados
coincida con la base del triangulo?

Una ventana tiene la forma de un rectangulo
coronado por un triangulo equilatero. Encuentre
las dimensiones del rectangulo para el cual el darea
de la ventana es maxima, si el perimetro de la
misma debe ser de 12 pie.

Dos postes verticales de 3 y 4 metros se hallan
clavados en un suelo a nivel v sus bases distan
5 m. Calcule la longitud minima de cable que se
necesita para tener dos tramos rectos: desde la
punta de uno de los postes hasta un punto en el
suelo, y de ahi hasta la punta del otro poste.

Demuestre que el rectangulo de mayor drea con
un perimetro dado p es un cuadrado.
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35.

36.

37.

38.

39.
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Girando un rectdngulo de perimetro p alrededor
de uno de sus lados, se genera un cilindro circular
recto. Calcule las dimensiones del rectangulo que
producen ¢l cilindro de mayor volumen.

El propietario de un huerto de manzanas calcula
que si siembra 24 arboles por acre, entonces cada
srbol adulto dara 600 manzanas al afio. Por ca-

da tres arboles més que se platiten por acre, €l
ntmero de manzanas que produce cada drbol
disminuye en 12 al afic. ;jCuantos arboles se
deben plantar por acre para obtener al mayor
niimero posible de manzanas al afo?

Una compaiia inmobiliaria posee 180 apartamen-
tos pequefios que estdn todos ocupados cuando
la renta o alquiler es de $300 al mes. La compa-
fifa calcula que por cada incremento de $10 en
la renta, se desocupardn cinco apariamentos.
;Qué renta debe cobrar para obtener la mayor
ganancia bruta?

Para que un paguete pueda enviarse por correo
es necesario que la suma de su longitud v el
perimetro de su base no exceda de 108 pulg.
Encuentre las dimensiones de la caja con base
cuadrada de mayor volumen que se puede enviar
por COTTEO.

Una carretera A que va de norte a sur y otra
carretera B que va de este a oeste s€ Cruzamn en
un punto P. A las 10:00 A.M. un automovil pasa
por P viajando hacia el norte sobre A a 80 km/h.
En ese mismo momento, un avion que vuela hacia
el este 2 320 km/h v a una altura de 8500 m, pasa
exactamente por arriba del punto de la carretera
B que se encuentra 160 km al oeste de P. Supo-
niendo que el automovil y el avion mantienen la
misma velocidad y direccion, ;a qué hora se en-
contrardn m4s cerca uno del otro?

Dos fabricas A v B que se encuentran a 4 millas
una de la otra, emiten humo con particulas que
contaminan el aire de la region. Suponga que €l
nuimero de particulas provenientes de cada fabri-
ca es directamente proporcional a la cantidad de
humo e inversamente proporcional al cubo de la
distancia desde la fabrica. ;Qué punto entre A
v B tendrd la menor contaminacion si la fabrica
A emite el doble de humo que la fabrica B?

Un campo petrolero tiene ocho pozos que pro-
ducen un total de 1600 barriles de crudo al dia.
Por cada pozo nuevo que se tiene, la produccion
media por pozo disminuye en 10 barriles diarios.

41.

EIERCICIO 417

472. Un barco debe navegar 100 millas rio arriba c&

43.

; Cuantos pozos adicionales se deben formar DE-
ra obtener la mayor produccion de crudo al dia

Se desea construir una tienda de campaiia cOS
forma de piramide de base cuadrada. Un poss
de metal colocado en el centro serd el soporte& '
la tienda (véase la figura). Se cuenta con S e
de lona para los cuatro lados del albergue y X%
la longitud de la base. Demuestre que
(a) El volumen V de la tienda €s

V= Ix/§* —x*.

(b) Valcanza un valor méximo cuandox = 3
veces la longitud del poste.

i

tra una corriente de 10 mi/h. Sea v la velocics
del barco (en mi/h). El mimero de galones de§
solina que consume la nave es directamente p
porcional a v2. |
(a) Demuestre que si s mantiene la velocies
constante de v mi/h, entonces el numercs
tal y de galones de combustible que s¢ ¢
sumen esta dado por y = 100kv*/(v — B
donde v > 10 y K una constante posit
(b) Calcule la velocidad que minimiza el nums
de galones de gasolina que se cONSul
durante el viaje.

Unos autémoviles recorren un puente de 1 m
de longitud. Cada vehiculo mide 12 pie de Iz
y debe mantenerse a una distancia mi his
(en pies) del coche de enfrente (véase la figus
(a) Demuestre que ¢l mayor numero.
automoviles que pueden estar en el pug
a la vez es [ 5280/(12 + d) ] (] | demt
la funcién mayor entero).
(b) Demuestre que si la velocidad de los a=
moviles es v mi/h entonces la intensis
mdaxima de transito F (en autos/horal
F = 5280v/(12 + d).
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{¢) La distancia de frenado (en pies) de un coche Sea d = 0.025v2. Determine la velocidad
que va a2 v mi/h es aproximadamente 0.05v2. para la que se logra la maxima circulacién.

010 43 44. Demuestre que la distancia minima de un punto
§ {x;, ¥;) a la grafica de una funcion derivable f
se alcanza a lo largo de una recta normal a la
e e — =T grafica, es decir, sobre una perpendicular a la
tangente.

S LIMITES AL INFINITO Y LIMITES INFINITOS

En esta seccién se consideran funciones cuyos valores se ‘‘estabilizan’ cuando |x| se
hace muy grande. También se consideran funciones que no tienen un minimo absoluto
ni un maximo absoluto, pero tienen en cambio, la propiedad de que |f(x)| puede

tomar valores arbitrariamente grandes. Cuando los resulta-
RA. 4.42 dos del andlisis se aplican a la derivada f” se obtiene infor-
Ly macion acerca de las rectas verticales tangentes a la grafica

de f.
Consideremos primero la grafica de f(x) = 2 + (1/x)
i que aparece en la Figura 4.42 y estudiemos los valores de f(x)

para x grande y positiva. Por ejemplo,
It 7(100) = 2.01
£(1000) = 2.001
(10 000) = 2.0001
J(100 000) = 2.00001

=¥

Puede lograrse que f(x) se acerque a 2 tanto como s¢ quiera o, equivalentemente, que
| f(x) — 2| sea arbitrariamente pequefio, si se escoge x suficientemente grande. Este
comportamiento de f(x) se expresa por

|
lim (2 +—) =12
S X

lo cual se lee: el limite de 2 + (1/x) cuando x tiende a = es 2.

Es importante recordar que no se puede sustituir nunca la variable x por « (infinito)
puesto que éste no es un nimero real. Entonces la expresion x fiende a % no significa
que la variable x tienda o se acerque a algin nimero real, sino que x crece indefinida-
mente o se le asignan valores arbitrariamente grandes. Mds adelante, en la Definicion
(4.25) se utiliza el simbolo « en un contexto diferente.

A continuacion se define lim, . f(x) = L para una funcion arbitraria f. Como
se hizo en el Capitulo 2, se da primero una definicion informal y después una formal.
Se supone que festa definida en un intervalo infinito (¢, =) para algun numero real c.
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,

DEFINICION (4.20) lim f(x) = L
INFORMAL |

significa que f (x) se puede acercar arbitrariamente a I
escogiendo x suficientemente grande. |

DEFINICION (4.21) lim f(x) = L
significa que para todo ¢ > 0, existe un numero pusit':i___f
N tal que il

|f(x) —L| < &  siempre que x> N.

Si lim,_ f(x) = L, se dice que el limite de f(x) cuando x tiende a ° es L.
A continuacion se da una interpretacion geametrica

la Definicion (4.21). Supdngase que lim,_. f(x) = L y ¢

sideremos dos rectas horizontales y = L =+ ¢ (véase la Fig

lim f(x)= L ra 4.43). De acuerdo con la Definicion (4.21), st x €s T
o yor que cierto nimero positivo N, entonces cualquier pus
P(x, f(x)) de la grafica se encuentra entre estas dos reci
horizontales. Informalmente puede decirse que la graficad
fse va acercando a la recta y = L cuando x crece cada ¥
mas. Larecta y = L es una asintota horizontal de la grafi
de f. Por ejemplo, la recta y = 2 de la Figura 4.42, es us
— asintota horizontal de la gréfica de f(x) = 2 + (1/x).
N e F En la Figura 4.43, la grafica de f se acerca desde abaz

ala asintota y = L, es decir con f(x) < L. También pe de3

una grafica acercarse a y = L desde arriba, es decir &

f(x) > L. Asimismo, podria acercarse la grafica a la recta horizontal de modo oscilan:
es decir, a veces desde arriba y a veces desde abajo de ella. |
La siguiente definicion abarca el caso en que |x| es grande pero x es negativa. 8
supone que f estd definida en un intervalo infinito (—%°, ¢) para algun numero real

FIGURA 4.43

py

IJ‘:/ Pix., [{x))

DEFINICION (4.22) lim f(x) = L
significa que para todo ¢ > 0, existe un nimero negative
N tal que
[ifea) =] <'e '/ siempre'que " % '< N

e

Si lim,_ - f(x) = L, se dice que el limite de f(x) cuando x tiende a — es L. '
Figura 4.44 ilustra la Definicion (4.22). Si se consideran dos rectas horizontales ¥




8.6 Limites al infinito y limites

il

o

El teorema que sigue

infinitos 207

L = ¢, entonces cuando x es menor que cierto numero nega-
tivo N, todos los puntos P(,r, F {x}) de la grafica se encuen-
tran entre ellas. Como antes, la recta y = L es una asintota
horizontal de la grafica de f.

Pueden obtenerse teoremas sobre limites andlogos a los
del Capitulo 2 para estos limites al infinito. En particular,
el Teorema (2.15) sobre limites de sumas, productos y cocien-
tes es valido tambien para los casos x — o o bien x = —oo,
Analc}gamente el Teorema (2.21) que se refiere al limite de
g f (x) también es cierto para x —> < o bien x = —co. Final-
mente, es trivial demostrar que

Iim ¢ = ¢ y nm ¢ = e

Y—io A e

es importante para el cdlculo de limites especificos.

TEOREMA (4.23)

Sean k un ndimero racional positivo y ¢ un nimero real 1

arhttranﬂ Entonces
lim < = im < =

siempre y cuando x* esté definido.

Demostracion Para deducir que lim, .. (¢/x*) = 0 a partir de (4.21), debe demos-

trarse que para todo € >

£

X

0, existe un numero positivo /N tal que

=W | =8 siempre que x > N.

Si ¢ = 0, se puede usar cualquier N > 0. Si ¢ # 0, las siguientes cuatro desigualdades
son eguivalentes para x > 0:

'::l
T 0
X

<, E:

| x[f

1 xil : 17k
B |x|’*:}£, ‘f}(l—{|) F
[{‘| & i &

La ultima desigualdad da una idea para elegir N. Tomando N = (|c|/£)"* se ve que
para x > N, la cuarta desigualdad se satisface, y por lo tanto también la primera,
que es lo que se queria demostrar, La segunda parte del teorema se demuestra de ma-
nera analoga. (/V es entero positivo.) °

Si f es una funcion racional, pueden calcularse los limites cuando x = o« o bien
x —> — dividiendo primero el numerador y ¢l denominador de f(x) entre una potencia
adecuada de x y aplicando después el Teorema (4.23), Concretamente, sSupongamos que
g(x) y h(x) son polinomios y se¢ desea analizar f(x) = g(x)/h(x). Si el grado k de
A(x) es mayor que o igual al de g (x), hay que dividir el numerador y el denominador
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entre x*. Si el grado de ¢(x) es mayor que ¢l de h(x), puede demostrarse que f (x
no tiene limite cuando x = © ¢ cuando x = —%.

A0
EJEMPLO 1 Analizar lim = —2%—2—.
X—>—03 3x* + x + 2

Solucién Como so6lo interesan los valores negativos de x, podemos suponer gi

x # 0. Los grados del numerador y del denominador son ambos iguales a 2 y entonces

siguiendo la regla enunciada en el parrafo anterior, dividimos numerador y denominade

entre x2 y luego se aplican los teoremas sobre limites. De modo que
2x* — 5 , 2 — {5/

i \
IHI_HI Ix*+x+2 x_fli;. 3 + (1/x) + (2/x%)

lim [2 — (5/x%)]

L HIE'l [_3 + (1/%) + (2/x%)]

lim 2— lim (5/x%)

" Iim 3+ lm (I/0)+ Lm (2/x?)
2=a 2
“ 34040 3

Por lo tanto, la recta y = 2 es una asintota horizontal de la grafica de f.

EJEMPLO 2 Sea f(x) = 4x/(x* + 9). Determinar las asintotas horizontales, obis
ner los maximos v minimos locales y los puntos de imflexion, analizar la concavid:

y trazar luego la grafica de /.

Solucion Como el grado del nimerador (1) es menor que el grado del denominace
(2), dividimos el numerador y el denominador entre x> vy usamos los teoremas s0bs

limites como sigue:

| 4x (4/x)
lim f(x) = lim —o= li
Imfog= T e T 0
T lim 1+ lim(9/x3) 140 1

Por lo tanto, y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal de la grafica de f. Andlogament
lim,., « f(x) = 0.
Podemos verificar gue

L 49 —xY) o B —27)
) = (x* + 9)* ¥ = (x*+9)°

Los nimeros criticos de fson las soluciones de f'(x) = 0y por lo tanto, son +£3. Usas
do el Criterio de la Primera Derivada o el de la Segunda Derivada puede demostrars

que f(—3) es un minimo local y que f(3) es un maximo local.
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Usando f''(x) vemos que los puntos de inflexion tienen

by abscisas 0 y =V27 = +3V3. El signo de f"'(x) indica que
PUNTOS DE s . . . _ :

1 NFLEXION la gréfica tiene concavidad hacia abajo en los intervalos

1/ \ (-, =3v3) y (0, 3V3), y concavidad hacia arriba en

f : (-3V3, 0) y (3V3, ). La grafica se tiene en la Figura 4.45
,'p e i e e con escalas diferentes en los ejes. -«

1 9x* + 2

i EJEMPLO 3  Analizar lim ““3; -

l'_'hﬂl] —

Solucién Si x es grande y positiva, el numerador
J9x* + 2 se acerca a xﬁr"‘, o bien 3x. Esto sugiere dividir

f

entre x el numerador y el denominador. Como x = J/x? para valores positivos de x,

entonces N — ———
JEZ+2 9% +2 9x2 4 2 F
— — — - — Q + —
X 22 2 o
}r f
——— | im +/ 2 /x?
Iinl ‘\."'IIQIE En 2 .-m wl.'g + (2,"'IIE] I]imi \49 - [_..I ]
— 1 ; —_—
B3 _4x sea (3/x)—4  lim [(3/x) — 4]
Jim 9+ @3] lim9+ lim (2/x%)
= lim (3/x)— lim 4 G—4 -
= M g 2 T e
B u’lg + 0 _ _E ;
—4 4

Sea f(x) = 1/(x — 3)*. La grafica de festd en la Figura
4 46. Si x se acerca a 3 (pero x # 3), el denominador (x — 3)?
se acerca a cero y por lo tanto, f(x) es muy grande. Por

ejemplo,
£(2.9) = 100 f(3.1) = 100
£(2.99) = 10000 £(3.01) = 10 000
Sl . £(2.999) = 1000000  f{3.001) = 1000 000

Evidentemente, podemos lograr que f(x) tome valores tan grandes coOmo queramaos €5
cogiendo x suficientemente cercano a 3. Esto se expresa simboélicamente asi:

, 1
i (x —3° o

Ia siguiente definicion es un enunciado informal de este tipo de comportamiento para
una funcion arbitraria f.

DEFINICION (4.24) lim f(x) =

K=l
INFORMAL significa que f{x) se puede hacer tan grande como se
quiera escogiendo x suficientemente ceica de a.
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La definicion formal, que puede servir para demostrar teoremas, se puede enuncias
COmoO sigue.

-

BEFIN]CléN (4.25) Sea f una funcion definida en un intervalo abierto que
contiene a a, excepto posiblemente en ¢ mismo. La afir-
macion el limite de f(x) cuando x tiende a g es °°, que
se escribe

lim f(x) = =,

X

significa que a todo numero positivo M le corresponde
un & > 0 tal que

si 0 < |x—al| < &, entonces f(x) > M.

S1 lim,_, f(x) = o, a veces se dice que f(x) tiende a infinito cuando x tiende

hacia a o que crece indefinidamente cuando x tiende hacia a. Si se considera la rect:

horizontal y = M en la Figura 4.47, entonces cuando x ¢

FIGURA §.47 en un intervalo (¢ — 6, @ + &) adecuado, y x # a, los punto
fiek 7= o0 P(x f(x)) de la gréfica de fse encuentran arriba de la rec:
¥a horizontal.
by Recuérdese que el simbolo * no representa un nimer
= A real. En particular, lim,_, f(x) = <« no significa que &

j \ / limite existe cuando x tiende a a. La notacidon de limite s
J H utiliza solamente para denotar el tipo de comportamiento ¢
J(x) descrito en el parrafo anterior.

La nocidn de que f(x) tiende a infinito cuando x tiends

N - a a por la derecha o por la izquierda se escribe simbdlicaments

lim f(x) = o 0 bien Iim f(x) = oo,
respectivamente. Estos conceptos se pueden definir modificando ligeramente la Definicié
(4.25). Asi, para x — a* se supone que f(x) existe en algin intervalo abierto (a,
y se cambia la desigualdad 0 < |x — @| < § de la Definicién (4.25) pora < x < a =
0, es decir, x s6lo puede tomar valores mayores que a. Puede decirse algo parecide
acerca de x = ¢, La Figura 4.48 muestra unas graficas que ilustran estas nociones

FIGURA 4.48
(i) lim f(x) (i) Im f(x) = =

x=g* x—=p~

i
8

Ly 4 ¥
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La siguiente definicion es la andloga a la Definicién (4.25) para el caso en que | f(x)|
es muy grande y f(x) es negativa cuando x tiende a a.

DEFINICION (4.26) Sea funa funcién definida en todo un intervalo abierto
que contiene a g, excepto posiblemente en ¢ mismo. La I
afirmacion el limite de f(x) cuando x tiende a g es —,
gue se escribe

lim f(x) = —

Xy
significa que a todo niimero negativo M le corresponde
un 6 > 0 tal que

si0 < [x—a| <8, entonces f(x) < M.

[ N

31lim, ., f(x) = —oo, se dice a veces que f(x) tiende a menos infinito o que dis-
minuye indefinidamente, cuando x tiende hacia a.

La Figura 4.49 presenta grdficas que ilustran la Definicidn (4.26) incluyendo los
casos x> da y x—=>a.

La recta x = @ en las Figuras 4.47-4.49 es una asintota vertical de la grafica de
J. Notese que f tiene una discontinuidad infinita en x = a (véase la Seccién 2.5).

FIGURA 4.49
(i) lim f(x) = - (i) im f(x) = ~ (i) Lm f(x) = —o
& AN LY
a a -

=Y
wY
=T

1V

Aunque se usa la notacion de limite para describir el comportamiento de las funciones
Jf correspondientes a las graficas de la Figura 4.49, los limites cuando x tiende a ¢ no
existen. En el Ejemplo 3 de la Seccién 2.3 se demostrd que lim, .4 (1/x) no existe.
Usando la nueva notacion, este hecho (la inexistencia del limite) se denota por
1 1

lim — = -y lim — = oo,
D) f__,_._r x=0* X

El siguiente teorema, que se enuncia sin demostracion, es util para analizar los limites
de las funciones racionales.
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FIGURA 4.50
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TEOREMA (4.27) (1) Si n es un entero positivo par, entonces

; 1
1]]] = 00
xea (=)

(ii) Si # es un entero positivo impar, entonces

Xx—=gt {x — g)” Xx—a” (x - g]’”

Si n es un entero positivo y f(x) = 1/(x — a)" entonces, por el Teorema (4.27
la recta x = @ es una asintota vertical de la grafica de f. Notese también que coms
lim, .. 1/(x — a)" = 0, ¢l eje x es una asintota horizontal.

EJEMPLO 4 Sea f(x) = > _1 5T Analizar im, 5 .f(x) v limy.,-f(x) y traz

la grafica de f.

Solucidn  Para x cercano a 2 pero mayor que 2, X — 2 es un niimero positivo peques
v entonces 1/(x — 2)° es un numero positivo grande. Por lo tanto, ¢s evidente que

" 1
Iim — 0D
x—vll" {35 = 2)3

Esto también se puede deducir del Teorema (4.27) (i) cona = 2 y n = 3.
Para x cercano a 2 pero menor que 2, x — 2 es negativo y estd cerca de 0. Por lo tani

. i
et B

s —Eﬂ_

Esto también es consecuencia de (4.27) (ii). De modo a
la recta x = 2 es una asintota vertical.
Se puede demostrar que

1

o |

lim = 0 lim =0
X== (X — 1)3 y :r:—l-—m (X — 2}3

Entonces y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal.
La grafica de f se tiene en la Figura 4.50. Notese ¢
£ no tiene un maximo absoluto ni un minimo absoluto.

A continuacion se enunciaran algunas propiedades de las sumas, productos ¥
cientes de las funciones que tienden a infinito. Hay resultados analogos para los cas
X2t N T

TEOREMA (4-23) Si lim,_, f(x) = « y lim,.,9(x) = ¢ para algls

numero ¢, entonces:
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(1) Lm lo(x) + f(x)] = =

(ii) Sic > 0, entonces lim [9()f(x)] = = ¥y
J(x)

amea

(iii) Si ¢ < 0, entonces lim [ f(x)] = —== ¥
Jf(x)

EE- g(x)

Las conclusiones del Teorema (4.28) son intuitivamente evidentes. En (1), por
ejemplo, si g(x) tiende a ¢ y f(x) tiende a infinito cuando x tiende a a, entonces g(x) +
f(x) se puede hacer tan grande como se quiera escogiendo x suficientemente cercano a a.

En (iii), si lim,.,g(x) = ¢ < 0 entonces y(x) es negativa cuando x estd cerca de
a. Por tanto, si f(x) es grande y positiva entonces cuando x esta cercana a 4, el producto
g(x) f(x) es negativo 'y |g(x)f(x)| es grande. Esto indica que lim,_, g(x) f(x) = —.

No daremos una demostracion formal del Teorema (4.28). Se puede enunciar un
teorema analogo para lim, ., f(x) = —<. Tambi¢n pueden demostrarse teoremas para
operaciones con mas de dos funciones.

Las graficas de funciones racionales suelen tener asintotas verticales y horizontales.
Las Figuras 4.42, 4.45, 4.46 y 4.50 y también el siguiente ejemplo, ilustran estos
conceptos.

EJEMPLO 5 Sea f(x) = 2x2/(9 — x?). Encontrar las asintotas verticales y horizon-
tales y trazar la grafica de f.

Solucion Comenzamos por factorizar el denominador, obteniendo asi

f(x) = 2x°
(3 —x)3 + x)
El denominador es ceroen x = 3 y x = —3. Las rectas co-
rrespondientes podrian ser asintotas verticales. Como
Ay
: ] , 2x*
lim = a0 y lim ===
4 3= 3 —X gz 3 =%

del Teorema (4.28) (i1) se ve que

b

p—e - limf(x)=i1’m( A )(sz)zm.

N - X" x—3" 3 —X 3 4+ x

Ademas, como

1 17 ¥ I 1

, 1 .
lim = —a0 lim
y=3+ 3 — x Y =3+ 3 4+ x
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deducimos que

1
N

X3

11'1131+ J(x) = lim (

3 + x '

Este comportamiento de f(x) cerca de la asintota vertical x = 3 se ilustra en la Figura
4.51.

Como

i 1 i 2x?
1m = —aC 1m
,1:—*—3‘3'[':1: }r I—r—j‘a_x

: : 1 2%~
I_Pﬂ— Sx) = x_l.lﬂ- (3 + :s:)(B == :c) =y

=3>0,

concluimos que

Analogamente,
: 1 D i 5
lim = oo implica que lim f(x)= =o.
x""_.3;3+—x rx— — 3+
Este comportamiento de f(x) cerca de x = —3 se ilustra en la Figura 4.51.
Para encontrar las asintotas verticales consideramos
2% 2
lim f(x) = lim = lim = —2.
x-'*mf{ ) x—*mg_xz X =+ ol [9//11)_ I
Cuando x = — ¢l limite es €l mismo. La recta y = —2 es una asintota horizontal

Usando esta informacion y situando algunos puntos podemos obtener el croquis de I2
Figura 4.51.

S1 queremos mas informacion sobre la grafica, es posible usar la primera derivada
para demostrar que fes decreciente en los intervalos (—<°, —3) y (=3, 01, que es crecients
en [0, 3) y (3, ), y que tiene un minimo en x = 0, como se sefiala en la figura. Pa
analizar la concavidad puede usarse la segunda derivada.

LN

Si f(x) = g(x)/h(x), donde g(x) y h(x) son polinomios y si e/ grado de g(x)
igual al grado de h(x) mds uno, entonces la grdfica de ftiene una asintota oblicua co
ecuacion y = ax + b para algunos numeros reales a y b; es decir, la grafica tiende
esta recta cuando x tiende a mas o menos infinito. Para demostrar este hecho pueds
usarse la division de polinomios y expresar f(x) en la forma

_9x) _ )
iffx)= hx) (ax + b) + hx)

con r(x) = 0 o el grado de r(x) menor que el de A#(x). Se aprecia entonces gue
lim, o r(x)/h(x) = 0 y im,._»7r(x)/h(x) = 0. Por lo tanto, f(x) se acerca a ax -
b cuando x tiende a o o bien a —o. El ejemplo siguiente ilustra este método pars
encontrar las asintotas oblicuas.

EJEMPLO & Hallar todas las asintotas y trazar la grafica de la funcién f dada pee

. x*-9
J) = -y
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FIGURA 4.52 FIGURA 4.53

e

Solucién Hay una asintota vertical con ecuacién 2x — 4 = 0, es decir, x = 2.
Ademas, como el grado del numerador x* — 9 es igual al grado del denominador 2x —
4 mas uno, la grafica tiene una asintota oblicua. Dividiendo polinomios,

- =5
2x — 4 T4

De acuerdo con la discusién anterior a este ejemplo, larectay = 1x + 1esuna asintota
oblicua. Esta recta y la asintota vertical x = 2 se tienen (con lineas de trazos) en la Figura
4,52,

Las abscisas en el origen de la gréfica son las soluciones de la ecuacién x2 — 9 =
0, es decir 3 y —3. La ordenada en el origen es f(0) = 2. En la Figura 4.52 estdn

marcados estos puntos. Es facil ver que la grafica tiene la forma indicada en la Figura |
4.53. .

=(Gx+1) -

Los limites infinitos sirven también para definir las rectas tangentes verticales. Si
se considera una recta tangente / como la posicion limite de una recta secante (véase
la Figura 2.4), entonces / puede ser vertical. En tales casos, cuando la secante tiende
hacia / su pendiente tiende a mas o menos infinito. Esto motiva la siguiente definicién.

bk il S B Lo i S . & LE LN B

DEFINICION (8.29) | La gréfica de una funcién f tiene una recta tangente
vertical en el punto P(E, Vi (a}) si fes continua en @ vy,

lim |70 = .

EJEMPLO T Sean f(x) = (x—8)"° + 1 y g(x) = (x— 8> + 1. Demostrar que
las graficas de f v e tienen rectas tangentes verticales en P(8, 1). Trazar las graficas
mostrando las rectas tangentes en P.

Solucién  Se tiene que fy g son ambas continuas en 8. Derivando,

1
{I s 3}233

2
3(x — 8"

PN e s
f(I}—SII 8) =

b2

glx) =5 (x — 8) 7113 =

el
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Es claro que

lim | f(x)| =20 ¥ lli{l‘; |g'(x)| = 0.

x—8

Por la Definicion (4.29), ambas graficas tienen una recta tangente vertical en P(8,

Las graficas se tienen en la Figura 4.54. Notese que en el caso de la grafica de |
en (1) la pendiente de la recta tangente tiende a mnfinito si x tiende a 8 por la derect
o por la izquierda. Sin embargo, para la grafica de g en (ii) la pendiente tiende a menes
infinito si x = 87, y tiende a mas infinito si x — 8*.

FIGURA £.54

(i) (i) 47 ;

=

=T

s
\
Y
|
|

El numero 8 es un numero critico de ambas funciones. Del Criterio de la Primess
Derivada se deduce que f(8) = 1 no es un valor extremo de fy que g(8) = 1 es &
mimimo absoluto de g. o

La Definicion (4.29) puede ser modificada para consids
rar rectas tangentes verticales en los extremos del dominie
de la funcion. Entonces, si fes una funcion continua en [a, &
y no esta definida fuera de este intervalo, la grafica tiene
recta vertical en Pla, f(a)) o Q(b, f(b)) si

v = lim |[f'(x)] = e obien lim [f'(x)| = oo,
Yl ¥ X—=f

respectivamente. Por ejemplo, si f(x) = +/1 — x* entonce
la grafica de f es la mitad superior de una circunferencs
unitaria con centro en el origen. Hay rectas tangentes vert

(=1, U1}

EJERCICIOS 4.6

Ejercicios 1-8: Calcule el limite.

T i =
5%* = 34 1 a It —x+ 1 " xers \ x(x + 1) e x-}-r \./xi:l—l

i — |
3 x]_..L 2x” +d4x— 7 o Ilﬁ 6> Ix -7
. 4-Tx . Bx+4)(x—1) _ JAx + 1 2 —x+3
3. hm —— 4. lim 7. lim — 8. lim ————

. Ve e, - 2 2 +‘ 3:’[

o

0 (1. 0) cales /; y /; en los puntos,(—1, 0) y (I, 0), respectivament

(vease la Figura 4.55).

x— —w (2% F ?}{1‘-’ + 2] s=m 10 — 3x X+ X + 1
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peicios 9-18: Efectue el cdlculo de lim,_,+ f(X) ¥
_ f(x). Determine las asintotas verticales y ho-
geales de la grafica de f, calcule los maximos y mi-
g locales de [y trace la grafica.

gicios 19-28: Encuentre las asintotas verticales y
ontales de la grafica de fy tracela.

! 1 5%
= 20. f{x}=4- =

=4 =
— xlzi | 2. flx) = ==
)= +_:1 = A fb)= ;‘:__;
gl
Ry - Tﬁ 28. f(x) = %F

srcicios 29-34: Encuentre las asintotas verticales y
-uas de la grafica de f y trdcela.

T 5 S S

= fx)=- — 30. f(x)= =

217
8 — x7 x3+ 1
3L f() =" 32. f(x) =
_ x*—4 ] — x*
33' f{x} o 13 i ] 341. f[‘.'i] = i-x-a'_. Ex

Ejercicios 35-38: Determine los puntos de la grafica
de f en los que la recta tangente es vertical.

35. f(x) = x{x + 2}:”"5 36. f(x)=+x+2

37. f(x) = /16 — 9x% + 3 38. f(x) = Yx — 5

39. A un tanque que contiene una cantidad inicial de
200 L (litros) de agua pura, le llega agua salada
con una concentracion de 50 g (gramos) de sal por
litro.

(a) Sillegan al tanque 20 L de agua salada por
minuto, ;cual es el volumen V(¢) del agua
y cual es la cantidad Q(¢) de sal en el tanque
en el tiempo 7

(b) Demuestre que la concentracion c¢( ) de sal
al tiempo ¢ estd dada por

c(t) = t/(10f + 100).

(c) Describa el comportamiento de ¢(¢) cuando
[ —+ oo,

40. Uno de los problemas importantes en la ciencia
pesquera es la prediccion para el afio siguiente
de la poblacion adulta R con capacidad de repro-
duccidn a partir de la poblacion S que esta deso-
vando. Para algunas especies (como el arenque
del mar del Norte) R estd dada en funcion de 8
por R = aS/(S + b). ;Como se puede interpre-
tar la constante @? Muestre que para valores gran-
des de S, entonces R es mas 0 menos constante.

41. La ley de Coulomb de la electrostatica dice que
la fuerza de atraccion F entre dos particulas car-
gadas es directamente proporcional al producto
de las cargas e inversamente proporcional al cua-
drado de la distancia que las separa. Una parti-
cula con carga +1 se coloca sobre una recta
coordenada / entre otras dos particulas de carga
—1 (véase la figura).

(a) Demuestre que la fuerza resultante sobre la
particula con carga + | esta dada por

K k
F(I] = —; -+ e 2_}2

donde k es una constante positiva.
(b) Trace la grafica de F para 0 < x < 2,
tomando k£ = 1.
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EJERCICIO 41
£ | E (H] P . HI (b} P _ EI
Ty - i b+ 1 h+ 2
0 1 2 /

EIERCICIO 49

42. Los biomatematicos han propuesto muchas fun- AP
FOTOSINTES!IS

ciones diferentes para describir el efecto de la luz SELATIVA
sobre la intensidad con la que se produce la fo-
tosintesis. Para que la funcién sea realista debe
mostrar el efecto de fotoinhibicidn, es decir, la
rapidez de produccién P de la fotosintesis debe
tender a cero cuando la intensidad luminosa I al-

-

canza altos niveles (véase la figura). ;Cudl de las IPHEMSEDAIIJ
férmulas siguientes, en las que @ y b son cons- LUMINOSE
tantes, puede servir para evaluar P 7 Explique su

respuesta.

4

WA ANTIDERIVADAS

En el Capitulo 3 se estudiaron algunos problemas enunciados en la forma: Dada
funcion g, determinar la derivada ¢ . Ahora se considera el problema inverso, es dect
dada una derivada g', determinar la funcidn g. Una manera equivalente de enun iar

el problema inverso es:
Dada una funcion f, encontrar una funcion F tal que F' = [.

Por ejemplo, sea f(x) = 8x”. En este caso es fdcil hallar una funcion F tal que
F'(x) = f(x).Sabemos que al derivar una potencia de x se reduce en uno el exponents
y por lo tanto, para obtener F hay que aumentar en uno el exponente dado. Asi, F(x) =
ax* para algin nimero @. Derivando, se obtiene F'(x) = 4ax’ y para que sea igual &
f(x), a debe ser igual a 2. Entonces, la funcion F definida por F(x) = 2x* tiene
propiedad de que F* = f. De acuerdo con la siguiente definicion, F'es una antiderivac

de f.

DEFINICION (4.30) Una funcién F es una antiderivada de otra funcién fsi
Fi=f

A veces se llama funciones primitivas a las antiderivadas. El proceso de encon
una antiderivada se llama antiderivacién. La frase F(x) es una antiderivada de f(
significa lo mismo que F es una antiderivada de f. Normalmente no se especificara &
dominio de las antiderivadas. Del Teorema Fundamental del Calculo (5.21) se deducs
que cualquier intervalo cerrado [a, b] en el que fes continua, es un dominio adecuat

para F.
Las reglas de derivacién pueden aplicarse para obtener féormulas de antiderivadas.

como se demuestra a continuacion.
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TEOREMA (4.31)
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Sean F'(x) y G(x) antiderivadas de f(x) y ¢g(x), res-
pectivamente. Entonces
(1) F(x) + G(x)es una antiderivada de f(x) + g(x).
(i1) AF (x)esuna antiderivada de k f{x) para cualquier
1umero real k.

Demostracion Por hip6tesis, D, [F(x)] = f(x) y D, |G(x)] = g(x). Por Io tanto,

D, [F(x) + G(x)] = D, [F(x)] + D, [G(x)] = f(x) + g(x).
Esto demuestra (i). Para demostrar (ii) basta notar que

D, [kF(x)] = kD, [F(x)] = kf(x) =

El Teorema (4.31) (i) se puede generalizar a la suma de cualquier nimero finito de
funciones. Este hecho puede enunciarse como sigue: La suma de antiderivadas es una
antiderivada de la suma. Al trabajar con varias funciones a la vez el dominio se restringe
a la interseccion de sus dominios. Para diferencias de funciones hay un resultado andlogo.

Las antiderivadas nunca son tnicas. Como la derivada de una constante es cero,
st F(x) es una antiderivada de f(x), también lo es F(x) + C para cualquier numero
C. Por ejemplo, si f(x) = 8x° entonces las funciones definidas pbr 2x* + 7, 2x% -
3y 2x* + 2 son antiderivadas de f. El siguiente teorema muestra que las funciones
de este tipo son las unicas antiderivadas de f(x) que existen.

TEOREMA (4.32)

Si F; y F; son funciones derivables tales que F(x) =
F5(x) para todo x en un intervalo cerrado [a, b], enton-
ces Fo(x) = Fj(x) + C para algtin niimero Cy para to-
do x en [a, b]. -

Demostracion Definiendo la funcién g por medio de

se obtiene

— P
ma

ﬂ
My

=T

g(x) = Fy(x) — F,(x),
g'(x) = Fy(x) — Fi(x) =0

para todo x en [a, b]. Si x es cualquier niimero tal que g <
x =< b, entonces, aplicando el Teorema del Valor Medio (4.12)
a la funcion g en el intervalo cerrado [a, x], existe un niimero
z en ¢l intervalo abierto (e, x) tal que

gix) —gla) =g(z)x—a)=0-(x —a) =0.

Por lo tanto, g(x) = g(a) paratodo xen [a, b]. Sustituyendo
en la primera ecuacion de esta demostracién se obtiene

gla) = F,(x) — F(x).
Sumando F(x) a ambos lados de la igualdad se obtiene la
conclusion deseada con C = g(a). s @
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REGLA DE LA (4.34) Sea r un numero racional tal que r # —1.

POTENCIA PARA LAS 5
ANTIDERIVADAS SERE

CAPITULO 4 * VALORES EXTREMOS Y ANTIDERIVADAS

En la Figura 4.56 se ilustra graficamente el significado geometrico del Teores
(4.32). La figura muestra que si las pendientes m1; = Fi(x) y my = F5(x) de las recs
tangentes a las gréaficas de F, y F», son iguales para todo x en [a, b], entonces a pars
de una de las gréficas puede obtenerse la otra mediante un desplazamiento vertical &

|C| unidades.
El Teorema (4.32) sirve para demostrar el siguiente

TEOREMA (4.33) Si fes una funcién tal que f(x) = 0 para todo x en

la, b], entonces f es una funcién constante en [a, b}

Demostracién Geométricamente, la conclusiéon es evidente, pues si f es continua
la pendiente de la recta tangente es cero en todos los puntos de la grafica, es de espes
que la grafica sea una recta horizontal (la grafica de una funcion constante). Ps
demostrar este hecho, sea F, igual a fy sea F) la funcién definida por Fj(x) = 0 ps
todo x. Como Fi(x) = 0 y Fi(x) = f'(x) = 0, se ve que F(x) = Fp(x) para te
xen [a, b]. Aplicando el Teorema (4.32), se ve que existe un nimero C tal que F(x) =
Fi(x) + C; es decir, f(x) = 0 + C para todo x en [a, b]. Por lo tanto, fes

funcion constante. s

Si Fy y F, son antiderivadas de una misma funcion f, entonces F = f= I8
por el Teorema (4.32), F5(x) = Fy(x) + C para algun C positivo. En otras palabrz
si F(x) es una antiderivada de f(x), entonces cualquier otra antiderivada tiene la form
F(x) + C, donde C es una constante arbitraria, o sea, un numero real no espec

cado. F(x) + C se llama antiderivada mas general de f(x).
A lo largo del libro se usard muchas veces la siguiente regla.

+ C, donde €

La derivada mads general de x” es

es una constante arbitraria.

Demostracion Sean f(x) = x" y F(x) = x""1/(r + 1). Usando la Regla de %
Potencia para las derivadas, se puede demostrar que F'(x) = f(x). Por lo tanto, F(x)®
C es la antiderivada méds general de f(x). o o

A partir de la Regla de la Potencia (4.34) y del Teorema (4.31) (11) puede deduciss
que la antiderivada mads general de ax’ es ax"*'/(r + 1) para cualquier nimero =
a y para r # —1. Usando el Teorema (4.31) (i) es posible encontrar la antiderivas
mas general de una suma arbitraria de términos de la forma ax’, evaluando u=
antiderivada para cada uno de los términos. Al encontrar la antiderivada de una sums
no hace falta introducir una constante arbitraria para cada término, pues las constans
pueden ser sumadas todas para producir una sola constante C (véase el Ejemplo 1{c%

— 4—‘
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EJEMPLO 1 Encontrar la antiderivada mas general de f(x):

—_—

(@) f(x) = 4x° (b) f(x) = i/x*
© f(x) = 1/x* (@ f(x) =8x"—3x+ 7
Solucion Las antiderivadas aparecen en la siguiente tabla. Notese que para encontrar

una antiderivada de x’, se aumenta en uno el exponente r, obteniendo r + 1, v luego
se divide entre r + 1.

1) |[ Antiderivada mas general de f(x) ]
4x° ! 4£+C—Etf‘+[‘ d!
6 =
53
2 = 23 ST = 3 43
W | 573 + C 5 x70 4+
1 o S G l
IE_I :ﬁ"]"f——;-l-(:

853 _ 3 %7 e . 3
X I—FT SE —3 _"J +?I+C:;I —ix—l—?xi-f .

Para evitar errores algebraicos deben verificarse las soluciones de los problemas de
antiderivacion, derivando la antiderivada. En cada caso se debe obtener la expresion
dada. En el Ejemplo 1(d),

D, (2x* —3x* + 7x+ C) =D, (2x*) — D, (3x%) + D, (7x) + D, (C)
=8x"—3x+7+0=f(x).

Una ecuacion diferencial contiene derivadas de una funcion desconocida. Una
funciorn [ es una solucion de una ecuacion diferencial si satisface la citada ecuacion;
es decir, si al sustituir f por la funcién desconocida se obtiene una igualdad. Resolver
una ecuacioén diferencial significa encontrar todas sus soluciones. A veces, ademas de

la ecuacion diferencial, se conoce también un valor de la funcion f que se llama condi-
cion inicial, como se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 2 Resolver la ecuacion diferencial f'(x) = 6x* + x — 5 con la condicion
inicial f(0) = 2.

Solucion  De los comentarios sobre antiderivadas,
flx)=2x* +3x* —5x+ C
para algiin nimero C. Tomando x = 0 y usando la condicién inicial dada, obtenemos

fO)=0+0-0+C =2
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y asi, C = 2. Por lo tanto, la solucidn de la ecuacion diferencial con la condicion inice
dada es

f(x) = 2x* + 1x2—5x + 2. °

La expresion ecuacion diferencial surge del hecho de que puede tener diferencial
en vez de derivadas. Asi, la ecuacion diferencial del Ejemplo 2 se puede escribir

"g%=ﬁxz+x—5 obien dy = (6x* + x — 5)dx

para y = f(x). |

Si un punto P se mueve a lo largo de una recta coordenada, entonces su funci
de posicidn s es una antiderivada de su funcion de velocidad v, es decir, s'(7) = v}
Andlogamente, como v'(¢) = a(t), la funcién de velocidad es una antiderivada de
funcion de aceleracion. Si se conoce la velocidad o la aceleracion y se tienen suficient
condiciones iniciales, entonces puede determinarse la funcion de posicion.

EJEMPLO 2 Una lancha de motor se aleja del muelle a lo largo de una linea ret
con una aceleracion al tiempo t dada por a(t) = 12t — 4 pie/s*. En el tiempo ¢
la lancha tenia una velocidad de 8 pie/s y se encontraba a 15 pie del muelle. Calc
su distancia s(¢) al embarcadero al cabo de ¢ segundos.

Solucién Como v'(¢) = 12t — 4, antiderivando obtenemos
v(t) = 6t2— 4t + C

para algin nimero C. Tomando t = 0 y usando el hecho de que v(0) = 8, obtenens
8 = 0—-0 + Cypor lo tanto, C = 8. Entonces

v(2) = 6t* — 4t + 8
0, equivalentemente
s'(t) = 61> — 4t + 8.

La antiderivada mas general de s'(f) es
s(t) = 2t* =21+ 8¢ + D

donde D es un numero arbitrario. Tomando ¢ = 0 y usando el hecho de que s(0)
15, se obtiene 15 = 0— 0+ 0 + D. Porlotanto, D = 15y

s(t) = 21> —2¢* + 8 +°15. o

Sobre cualguier objeto que se encuentre cerca de la superficie de la Tierra ach
una fuerza, llamada fuerza de gravedad, 1a cual produce una aceleracion constante €
se denota por g. El valor aproximado de g que se utiliza en la mayoria de los problem
es de 9.8 m/s% o 980 cm/s® o 32 pie/s”. El uso de esta importante constante de la 8
ca se ilustra en el ejemplo siguiente.

.
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EJEMPLO 4 Selanza una piedra verticalmente hacia arriba desde una altura de 144 pie
sobre el suelo con una velocidad inicial de 96 pie/s. Despreciando la resistencia del aire,
determinar su altura desde ¢l suelo a los 7 segundos. jDurante qué intervalo de tiempo |

la piedra sube? ;En qué momento y con qué velocidad choca la piedra contra el suelo
al descender?

Solucion El movimiento de la piedra puede representarse
por un punto que se mueve sobre una recta vertical / que tiene
su origen al nivel del suelo y direccién positiva hacia arriba

§ (véase la Figura 4.57). La altura desde el piso al tiempo 7 es
5(1) y las condiciones iniciales son s(0) = 144 v v(0) = 96.
4 Como la velocidad va disminuyendo, v'(#) < 0: es decir, la

aceleracion es negativa. Entonces, de los comentarios ante- |
riores a este ejemplo,

a(t) = —32.

Como v es una antiderivada de a,
v(t) = =32r + C

donde C es un numero arbitrario. Sustituyendo ¢ por 0 y usando el hecho de que v(0) =
96, obtenemos que 96 = 0 + C = C y por lo tanto,

v(t) = =32 + 96.
Como s'(¢) = v(7), antiderivando queda
s(t) = —16t* + 96t + D

donde D es un numero arbitrario. Tomando 7 = 0 y aplicando el hecho de que
s(0) = 144, obtenemos 144 = 0 + 0 + D = D. Resulta asi que la altura que alcanza
la piedra al tiempo ¢ estd dada por

s(t) = —161% + 961 + 144,

El objeto lanzado sube hasta que v(#) = 0, es decir, hasta que —32¢ + 96 = 0,
o bien 1 = 3. La piedra choca con el suelo cuando s(f) = 0, o sea —16¢> + 961 +
144 = 0. Equivalentemente, t* — 6t — 9 = 0. Aplicando la férmula para resolver
ecuaciones de segundo grado, / = 3 + 3v2. La solucién 3 — 3V2 no tiene sentido pues
f no puede ser negativo. Por lo tanto, la piedra choca contra el piso a los 3 + 3vV2s.
La velocidad en tal momento es

v(3 + 3V2) = =323 + 3V2) + 96
= —96V2 =~ —135.8pie/s. =

En las aplicaciones a la economia, una funcidn se puede obtener a partir de su funcién
marginal por antiderivacion, como se ilustra en el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 5 Un fabricante sabe que el costo marginal correspondiente a la produccia
de x unidades de cierto componente de una fotocopiadora estd dado por 30 — 0.0=
Si el costo de producir una unidad es de $35 (ddlares), jcual serd el costo de produc
100 unidades?

Solucién  Si C es la funcién de costo, entonces el costo marginal es la razon
cambio de C con respecto a x, es decir,

Cix)y= 30— Q2%
Antiderivando obtenemos
C(x) = 30x — 0.01x* + K
donde K es un niimero arbitrario. Tomando x = 1 y usando C(1) = 3J, obtenem

35 =30—-001 + K

y por lo tanto, K = 5.01. Entonces,

C(x) = 30x — 0.01x* + 5.01.

En particular, el costo de producir 100 unidades es

C(100) = 3000 — 100 + 5.01 = $2905.01. =

FJERCICIOS 4.7

Ejercicios 1-22: Encuentre la antiderivada mas general
de la funcion dada.

12 = (:-: — %)_ 13. f(x)=03x+%
. fix)=9x* —4x+3 14, f(x)=02x+ 1) 15. f{x)=(3x—

16, f() = (@2x—5)Bx+1) 17, f(0 ="

flx) = 10x* — 6x° + 5 : X —x+3 ' 1392
J{x) | X 3 % 18. f(x) = = 19. flx) = {328
4 7 fX
5 j"[x}=F-F 6. [X)=—w—— +x ,_l X
- R 20. f(x) = /64x° 21. f(¥)=—
; :
7. f(x)=3vVx + - X3 4 3x2 — 9x — 2
VX 2, fW)=—"_—"7%=
8. f()=vx*—lx *+5
6 3y T
9. fix)=—=— *‘:5 +7 19, .f(x)=3x"— x> Ejercicios 23-28: Resuelva la ecuacion difers
3 x sujeta a las condiciones dadas.

1. f(x)=2x* 4 6x"* 4 3x ¢ 73, fix)=12x*—6x+ 1, f(1)=5
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XN=9x*+x—28, f(—-1)=1

) = 4x— L, (D)= -2, f(1)=3

Nx) = 6x, (0 =2, f(0)=—1, f(0)=4
B = 3/ (D=4, f()=2, f"(1)=8
=2, f()=2, f(1)=3

sos 29-32: Un punto se mueve sobre una recta
nada sujeto a las condiciones dadas. Determine

B=2—6t 0(0)= -5, 5(0)=4
B = 3t%, v(0) =20, s(0) =35

= —32, 1(0) = 80, s(0) =240

B — —980, 1(0) = — 100, s(0) = 400

s proyectil se dispara verticalmente hacia arriba
=de el suelo con una velocidad de 1600 pie/s.
lespreciando la resistencia del aire, calcule su
tura o distancia desde el suelo s(¢) al tiempo
4l es su altura méaxima?

= obijeto se deja caer desde una altura de 300 m.
Espreciando la resistencia del aire, calcule la
#=tancia que recorre en ¢ segundos. ;Cual es
\welocidad a los 3 s (segundos)? ;Cudndo lle-
g2 al suelo?

‘lanza una piedra directamente hacia abajo
sde una altura de 96 pie con una velocidad
=izl de 16 pie/s. Halle (a) su distancia al suclo
os f segundos, (b) el momento en que llegara
=iso vy (¢) la velocidad con la que llega a tierra.

 aceleracion de la gravedad para objetos cerca
4z superficie de la Luna vale 1.62 m/s

) Determine la altura maxima de una piedra
que es lanzada directamente hacia arriba por
un astronauta en la Luna con una velocidad
de 18 m/s.

8\ Encuentre la altura maxima de una piedra
que es lanzada directamente hacia arriba por
=] mismo astronauta y con la misma veloci-
dad, pero en la Tierra.

U= proyectil se dispara verticalmente hacia arriba
Se=dc una altura s, pies sobre el piso con una
s~cidad v, pie/s. Demuestre que si se desprecia
= resistencia del aire, entonces la altura s(f)
4 los ¢ segundos esta dada por s(7) = gf* +
.1 = sy donde g es la aceleracion de la gra-
seciad.

=z pelota rueda cuesta abajo sobre un plano
=-nado con una aceleracion de 0.6 m/s*. Si a

39.

40.

41.

42.

43.

dd.

46.

47.

225

la pelota no se le da ninguna velocidad inicial,
;qué distancia recorre en f segundos? ;Qué ve-
locidad inicial debe ddrsele a la bola para que
recorra 30 m en 557

Si un automovil parte del reposo, ;jqué acelera-
cidn constante le permitird recorrer 180 m en 10 s?

Si un automovil viaja con una velocidad de
100 km/h, ;qué aceleracion (negativa) le permi-
tirda detenerse en 95?7

Si C y F denotan las temperaturas en grados
Celsius y Fahrenheit, respectivamente, entonces
la tasa de variacion de F con respecto a C estd
dada por dF/dC = 2. Si F = 32 cuando C =
0, use antiderivadas para obtener un férmula
general para F en términos de C.

La rapidez de cambio de la temperatura T (en °C)
de una solucion estd dada por dT/dt = 1 +
10, donde ¢ es el tiempo (en minutos). Suponien-
do que T = 5°C en ¢ = 0, encuentre una for-
mula para T al tiempo [.

El volumen ¥V de un globo cambia con respecto
al tiempo con una rapidez dada por dV/dt =
i + Lt piel/s. Al tiempo ¢ = 4, el volumen
es 20 pie’. Exprese ¥ como una funcion de /.

La pendiente de la recta tangente €n cualquier
punto P de la gréafica de cierta ecuacion es igual
al cuadrado de la abscisa de P, Encuentre una
ecuacion suponiendo que la grafica pasa (a) por
el origen, (b) por el punto (3, 6), (c) por ¢l punto
(-1, 1). Trace la grafica en cada caso.

. Un pequefio pais tiene una reserva de gas natural

de 100000 millones de pies cibicos. Si A(f)
denota la cantidad total de gas natural que se ha
consumido en ¢ afios, entonces d4/d! es la rapi-
dez o tasa de consumo. Se predice que dicha ra-
pidez sera de 5000 + 107 millones de pies cubi-
cos al afio. ;En cuantos afios se agotaran las re-
servas de gas natural de esa nacion?

Consulte el Ejercicio 45. De acuerdo con las
estadisticas de la secretaria de Energia del gobier-
no de Estados Unidos, el consumo anual de
gasolina en aquel pais es de aproximadamente
dA/dt = 2.74 — 0.11¢ — 0.017* miles de millo-
nes de galones, donde ¢ = 0 corresponde 2l ano
1980. Calcule el numero de galones que se con-
sumieron entre 1980 y 1984.

Un fabricante de ropa deportiva sabe que el cos-
to marginal de producir x prendas es 20 — 0.015x
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y €l costo de producir una es $25 (ddlares). En- 42. La funcidén de ingreso marginal de un producs
cuentre la funcidon de costo vy el costo de produ- estd dada por x* — 6x + 15. Determine la
cir 50 unidades. cion de ingreso y la funcién de demanda
hal.
48. La funcion de costo marginal de un producto esta HASe
dada por 2/x'? y el costo de producir 8 unida- |
des es $20. Encuentre la funcion de costo y el cos- 50. Repita el Ejercicio 49 suponiendo que la funcia
to de producir 64 unidades. de ingreso marginal estd dada por x + (4/vx
Defina o discuta lo siguiente. 9. Concavidad hacia arriba y concavidad hae
1. Funcidén creciente o decreciente. R
10. Criterios para determinar la concavidad.
2. Maximo absoluto o minimo absoluto de una
funcion. 11. Punto de inflexion.
3. Mivslocal ok ol de dna futain. 12. Criterio de la Segunda Derivada.
3. limeyo f{X) = L My fix) = LS
4. Niimeros criticos de una funcién. e SX) xemeo J(X)
4. lim,, f(x) = o; lim,,,; f(x) = —%.
5. Maiaximos y minimos en la frontera. . : _
15. Asintotas verticales y horizontales.
6. Teorema de Rolle. I6. La antiderivada de una funcion.
7. Teorema del Valor Medio. 17. Regla de la Potencia para las Antiderivadas
8. Criterio de la Primera Derivada. 18. Ecuacidon diferencial.
i. Sea f(x) = x? + x* + x + 1. Encuentre un 8 fix) = [@=x)x!"?

numero ¢ que satisfaga la conclusion del Teorema
del Valor Medio en el intervalo [0, 4].

El limite de velocidad en una autopista de peaje
de 200 km de largo es de 120 km/h. Al entrar a
la autopista, un conductor recibe una tarjeta que
tiene marcada la hora exacta de entrada. Si el
conductor termina el recorrido en 1 hora con 40
minutos 0 menos, se le impone una multa por
exceso de velocidad al momento de pagar el
peaje. Use el Teorema del Valor Medio para
justificar esta medida.

Ejercicios 3-5: Use el Criterio de la Primera Derivada
para calcular los maximos y minimos locales de /.
Describa los intervalos en los que f es creciente o
decreciente y trace la gréfica de f.

3.
4,

f(x) = —4x? + 9x? + 12x
fx) = 1/ + x?)

Ejercicios 6-9: Use el Criterio de la Segunda Deri
para encontrar los maximos y minimos locales de
Analice la concavidad, encuentre las abscisas de
puntos de inflexién y trace la grifica de f.

6.
¥
8.
9.

i0.

11.

f(x) = —x* + 4x* — 3x

f(x) = 1/(1 + x?

f(x) = 40x3 — x©

flx) = x% + 4x> —2x*— 12x + 6

Determine los maximos v minimos locales, :
lice la concavidad y traceda grafica de la funcs
Sdada por f(x) = |x® 6x|.

Una persona desea cercar un campo rectangs
y luego subdividirlo en tres lotes mas peque
colocando dos cercas paralelas a uno de los lacs
:Que dimensiones le permitiran abarcar ma




4.8 Repaso

gea si su presupuesto le permite comprar solo
200 m de material?

Un cobertizo rectangular que consta de dos
saredes o lados verticales de 1.2 m de ancho v
wn techo plano, se va a agregar a una estructura
b2 existente, como se ilustra en la figura. El techo
& hara de un material que cuesta $45 el metro
gadrado. Los dos lados se construiran de un
material que cuesta $18 el metro cuadrado. Si se
menta con un presupuesto de $400 para la

]

pastruccion, ;gqué dimensiones proporcionaran
% yolumen maximo?

B0 19

o -.._
7 | I

= desea construir un canalon con seccion en for-
=z de ““V”? con dos ldminas de metal rectangu-
gres de 25 cm de ancho. Demuestre que la capa-
sdad del canalén es méxima cuando las laminas
s colocan perpendiculares una a la otra.

~ule Ia altura del cilindro circular recto de ma-
r area que se puede inscribir en una esfera de
2010 4.
| mterior de una pista de carreras de 400 m cons-
de un regt4figulo con dos semicirculos en dos
e los lados opuestos. Encuentre las dimensio-
=== con las que se obtiene la mayor area del rec-
gulo.

=z compailia de television por cable da servicio
. 5000 hogares y cobra $20 (ddlares) al mes. Una
svestigacion de mercado indica que si se reduce

precio en $1, se obtendrian 500 clientes nuevos.
3 icule el precio mensual que «dard el mayor
mereso a la compariia.

L= alambre de 5 pie de largo se va a dividir en
= partes. A una de las piezas se le dara la forma
== una circunferencia y a la otra la de un cua-
srado. ;Como debe cortarse el alambre para que
2 suma de las areas del circulo y el cuadrado sea
2) maxima, (b) minima?

__=a compaiiia de instrumentos electronicos sabe
we= el costo de producir x calculadoras al dia es

2927

C(x) = 500 + 6x + 0.02x?. Cada calculadora
se vende en $18 (ddlares). Encuentre (a) la fun-
cion de ingreso, (b) la funcion de utilidad (o ga-
nancia, (¢) la produccién diaria que dara la ma-
xima utilidad y (d) la ganancia diaria maxima.

Ejercicios 19-26: Determine el limite, si es que existe.

 2x=950Cx+1) T4 H
19. lim 20 i ————

2. Hg O T
N P 2 W e

5 " . lin —
; :—rlz.a3+ 4 — 9x° C ox=3s-9x—3

1
35, lim (+/x &—) 26. lim
= ( Vx x=14/(x — 1)°

Ejercicios 27-30: Encuentre las asintotas horizontales,
verticales y oblicuas, y trace la grafica de f.

x—1

3x? x2
_ 3 A
27. fX)=ga—3s e e
%2 =R x*— 16
- —_— 3{]_ _ ——__—

31. En la bioquimica, la respuesta quimica R corres-
pondiente a una concentracion S de una sustan-
cia, estd dada por R = kS"/(S8" + a”"), donde
k, n y a son constantes positivas. Un ejemplo es
la rapidez R con que el higado extrae alcohol de
la sangre, donde S es la concentracién alcoholi-
ca. Demuestre que R es una funcién creciente de
S v que R = k es una asintota horizontal de la
curva respectiva.

32. Un pequeilo edificio debe tener 120 m? de plan-
ta. La figura muestra un plano de la edificacion.
Los muros cuestan $300 (do6lares) el metro lineal
y el costo del espacio encima de las puertas es des-

preciable.
(a) Demuestre que el costo C(x) de los muros es

C(x) = 100[3x — 6 + (1000/x)].
EJERCICIO 3%

o= _
WO €Iy
R

, |
SALA DE /90 cm ORCINA ||
ESPERA H :
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(b) Encuentre las asintotas verticales v oblicuas,

y trace la grafica de C(x) para x > 0.
(c) Halle el disefio que minimice el costo.

Ejercicios 33-38: Encuentre la antiderivada mas ge-

neral de f.
G 5 T
33. f(x)= T
x
35. f(x) =100

4. M =3x"+2%° — %

36. f(x) = x¥32x — v/x)

37.

39.

40.

ftx) = @x+ I B flx)=20

Resuelva la ecuacion diferencial f''(x) = x'* -
5con f(1) = 2y f() = 8.

Se lanza una piedra directamente hacia aba
desde una altura de 300 m con una velocids
inicial de 10 m/s. Encuentre su distancia al sue
a los ¢ segundos. ;Cudl es su velocidad a los 3
;Cuando hara contacto con el suelo?




