CAPITULO 4

Conduccion bidimensional
en estado estable
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162 Capitulo 4 ® Conduccién bidimensional en estado estable

H asta aqui restringimos nuestra atencién a problemas de conduccién en los que
gradiente de temperatura es significativo sélo para una direccién coordenada. Sin en
bargo. en muchos casos estos problemas se simplifican enormemente cuando se utilj
un tratamiento unidimensional y es necesario explicar efectos multidimensionales. }
este capitulo examinamos varias técnicas para tratar sistemas bidimensionales en co
diciones de estado estable.

4.1

Enfoques alternativos
r |

Considere un sélido prismatico largo en el que los efectos de conduccion en dos
mensiones son importantes (figura 4.1). Con dos superficies aisladas y las otras a
rentes temperaturas. T; > T, la transferencia de calor por conduccion ocurrird
superficie 1 a la 2. De acuerdo con la ley de Fourier. ecuacion 2.3 0 2.4, el fiujo lo
de calor en el sélido es un vector que en todas partes es perpendicular a las lineas
temperatura constante (isotermas). Las direcciones del vector flujo de calor se rep
sentan mediante las lineas de flujo de calor de la figura 4.1, y el vector mismo
de los componentes del flujo de calor en las direcciones x y . Estos componentes 3
determinados por la ecuacion 2.6.
Recuerde que. en cualquier andlisis de conduccién. hay dos objetivos principales
primero es determinar la distribucion de temperaturas en el medio que. para el prob
actual, necesita determinar T(x. ¥). Este objetivo normalmente se logra resolviendo laf
ma apropiada de la ecuacién de calor. Para condiciones de estado estable en dos dimj
siones sin generacion y con una conductividad térmica constante, csta forma es. g
ecuacion 2.16.
o°’T £ o°’T ;
ox? 9y’
Si la ecuacion 4.1 se resuelve para T(x, ). es entonces asunto sencillo satisfacer el
gundo objetivo principal, que es determinar las componentes de flujo de calor ¢
con la aplicacién de las ecuaciones de flujo (2.6). Los métodos para resolver la e
cién 4.1 incluyen los enfoques analitico, grdfico y numérico (de diferencias finitas
elemento finito o de elemento de frontera).
El método analitico implica obtener una solucion matematica exacta a la ecug
4.1. El problema es més dificil que los planteados en cl capitulo 3, pues ahora implical
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FIGURA 4.1  Conduccién en dos dimensiones.
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ccuacién diferencial en derivadas parciales, en lugar de una ordinaria. Aunque se dispone
de varias técnicas para resolver estas ecuaciones. las soluciones implican tipicamente se-
rics y funciones matemdticas complicadas que es posible obtener sélo para un conjunto
restringido de geometrias simples y condiciones de frontera [1-5]. No obstante., las solu-
ciones son de valor considerable, pues la variable dependiente T se determina como una
funcién continua de las variables independientes (x. ¥). Por tanto, la solucién es Gtil para
calcular la temperatura en cualquier punto de interés cn el medio. Para ilustrar la natura-
leza e importancia de las técnicas analiticas, en la seccién 4.2 se obtiene una solucién
exacta de la ecuacion 4.1 mediante el método de separacion de variables.

En contraste con los métodos analiticos, que proporcionan resultados exacros en
cualquier punto, los métodos gréfico y numérico proporcionan sélo resultados aproxima-
dos en puntos discretos. Sin embargo, como los métodos se adaptan a geometrias comple-
Jas y condiciones de frontera, a menudo ofrecen los dnicos medios para resolver
problemas de conduccién multidimensional. EI método grifico. o de trazo del flujo, (sec-
¢ion 4.3) sirve de estimacion aproximada del campo de temperaturas, mientras que el mé-
todo numérico (secciones 4.4 y 4.5) se utiliza para obtener resultados extremadamente
precisos en cuanto a geometrias complejas.

étodo de separacion de variables

A fin de apreciar co6mo se aprovecha el método de separacion de variables para resolver
problemas de conduccion en dos dimensiones, consideremos el sistema de la figura 4.2.
Tres lados de la placa rectangular se mantienen a una temperatura constante T;. mientras
el cuarto lado se manticne a una temperatura constante T, # T. Estamos interesados en
la distribucién de temperaturas T(x. y). pero para simplificar la solucién introducimos la
transformacion

T—Tl

. Tz_ TI

4.2)

Al sustituir la ecuacién 4.2 en la ecuacion 4.1, la ecuacién diferencial transformada cs

d’6  9%0
£y + p

=0 (4.3)

}' [—Tz,9=0

‘I'I,U=0 —Tl,l):O

Ficunra 4.2
Conduceién bidimensional en una placa

rectangular.
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Como la ecuacion es de segundo orden en x y v, se necesitan dos condiciones de frong
para cada una de las coordenadas. Estas son

XO.y) =0 y &r.0)=0
KL.yv)=0 y Hx. W) =1

Advierta que, a través de la transformacion de la ecuacién 4.2, tres de las cuatro con
ciones de frontera son ahora homogéneas y el valor de 8 esta restringido al intervalo
treOy 1.
Aplicamos ahora la técnica de separacion de variables suponiendo que es posiblg
presar la solucién deseada como el producto de dos funciones. una de las cuales depes
s6lo dc x mientras que la otra depende sdlo de y. Es decir, suponemos la existenciz
una solucién de la forma
&x, v) = X(x) - Y(¥)
Al sustituir en la ecuacion 4.3 y dividir entre XY, obtenemos
1 d&°X 1 d%Y

X v

y es evidente que la ccuacién diferencial es. de hecho, separable. Es decir, el lado izq
do de la ecuaci6n depende sélo de x y ei lado derecho solo de y. Asi la igualdad seg
en general (para cualquier x 0 y) sélo si ambos lados son iguales a la misma constan
identificar esta constante de separacién — hasta ahora desconocida — como A%,

f—{+)\2x=0
dx*

d*Y "
'&—)]T—I\Y=0

y la ecuacidn diferencial parcial se reduce a dos ecuaciones diferenciales ordinanas
vierta que la designacién de A> como una constante positiva no fue arbitraria. Si se
cionara un valor negativo o se eligiera un valor A = 0, seria facil demostrar (probles
que es imposible obtener una solucién que satisfaga las condiciones de frontera que

tablecen.
Las soluciones generales a las ecuaciones 4.6 y 4.7 son. respectivamente.

X = C, cos Ax + Cp sen Ax
Y=Cie + Cye™
en cuyo caso la forma general de la solucién en dos dimensiones ¢s
6 = (C, cos Ax + Cy sen Ax)(Cae™ + Che™™)

Al aplicar la condicion que &0, v) = 0, es evidente que C; = 0. Ademis del requer
to que &x, 0) = 0, obtenemos

CzSCn A.I(C:; 1= C4) =(

que solo se satisface si C; = —Cy. Aunque el requerimiento también podria satis
con C, = 0, esta igualdad eliminaria por completo la dependencia de x y porellog
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cionaria una solucién inaceptable. Si recurrimos al requerimiento &L, y) = 0. obtene-
mos

CyCysen AL(e» — ¢ 2)=0

La unica forma de satisfacer esta condicion (y aun tener una solucién aceptable) es hacer
que A tome valores discretos para los que sen AL = 0. Estos valores deben entonces, ser
de la forma

A=— n=123,... (4.9)

donde se excluye el entero n = 0 pues proporciona una solucién inaceptable. La solucién
que se desca se expresa como

nmy )
6 = C,C, sen > i (e"™L — gnmil) (4.10)

Al combinar constantes y reconocer que la nueva constante depende de n, obtenemos

nwx nay
aaasenkl=——

&x.y) = C,sen [ L

donde también hemos utilizado el hecho de que ("™ — ¢"™L) = 2 genh (nay/L). En la
forma anterior obtuvimos realmente un nimero infinito de soluciones que satisfacen
la ecuacion diferencial original y las condiciones de frontera. Sin embargo, como el pro-
blema es lineal, se obticne una solucién mds general a partir de una superposicién de la

forma
- n- n
. y) = z C,sen —— senh L4 (4.11)
n=1 L L
Para determinar C,, aplicamos ahora la condicion de frontera restante, que es de la
forma
. nix nmW
MMMﬂ=ZChm{?wm77 (4.12)
n=l]

Aunque la ecuacion 4.12 pareceria ser una relacion extremadamente complicada para
evaluar C,. se dispone de un método estdndar. Este implica escribir una expansion en se-
rie infinita andloga en términos de funciones ortogonales. Un conjunto infinito de funcio-
nes g,(x), gx(x), ..., g,(x),...sedice que es ortogonal en el dominio a < x < b si

b
f Em (Mg, X dx=0 m#n (4.13)

Muchas funciones exhiben ortogonalidad. incluidas las funciones trigonométricas
sen(nmy/L) y cos(nmy/L) para () = v < L. Su utilidad en el problema actual radica en el he-
cho de que cualquier funcién flv) se expresa en términos de una serie infinita de funciones
ortogonales

fO =2 A, g, () (4.14)

n=1
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La forma de los coeficientes A, en esta serie s¢ determina multiplicando cada lado d
ecuacion por g,(x) e integrando entre los limites a y b.

b b X
[ fogmdr = [ g0 Agu dx
a a n=1

Sin embargo, de la ecuacién 4.13 es evidente que todos excepto uno de los términose
lado derecho de la ecuacion 4.15 deben ser cero, lo que nos deja con

b h
flg,(x) dx = An J’ 8i(x) dx

De aqui

 [af(g,(x) dx
& g dr

Las propicdades de las funciones ortogonales sirven para resolver la ecuacion
para C, a través de una serie infinita andloga para la forma apropiada de f(x). De lag
cion 4.12 se desprende que debemos elegir f(x) = 1 y la funcion ortogonal g, (v) s
(n7mx/L). Al sustituir en la ecuacién 4.16 obtenemos

L nx
J sen dx
0 2 (—1)"+| + 1
e A
L nx w n
. j sen? dx
0
Por tanto, de la ecuacion 4.14. tenemos
5 -1yt + 1 nmx
1 = Z 3 (—)———— sen ——
n=1 T n L

que es simplemente la expansién de la unidad en una serie de Fourier. Al comp
ecuaciones 4.12 y 4.17 obtenemos
2[(—1)"*1 + 1]

=== _ 5
n~ pmsenh (naw/L) " 1,2:3:5. -

Ficura 4.3
Isotermas para la conduccion bidimensia

en una plaea rectangular.
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Al sustituir la ecuacion 4.18 en la ecuacién 4.11, obtenemos entonces la solucién final

2 .= (=)t + __nmx senh (nmy/L)
0(x,y) = ;nz::l -—————n sen — oh (n;W/E (4.19)
La ecuacion 4.19 es una serie convergente. de la que el valor de 6 se calcula para cual-
quier vy y. Los resultados representativos se muestran en forma de isotermas para un es-
quema de la placa rectangular (figura 4.3). La temperatura T, que corresponde a un valor
de 6, se puede obtener con la ecuacion 4.2. En la bibliografia | 1-5] se proporcionan solu-
ciones exactas para otras geometrias y condiciones de frontera.

El método grafico se emplea para problemas bidimensionales que incluyen fronteras
adiabaticas e isotérmicas. El planteamiento demanda algo de paciencia y talento artistico
(sin mencionar el uso de papel grueso y una buena goma de borrar) y ha sido reemplaza-
do en gran medida por las soluciones de computadora que se basan ¢n procedimientos nu-
méricos. A pesar de sus limitaciones, el método permite obtener una primera estimacion
de la distribucion de temperaturas y desarrollar una valoracion fisica de la naturaleza del
campo de temperaturas y del flujo de calor en un sistema.

4.3.1 Metodologia de la construccion de una grafica de flujo

La base del método grafico viene del hecho de que las lineas de temperatura constante de-
ben ser perpendiculares a las lineas que indican la direccion del flujo de calor (figura 4.1).
El objetivo del método gréfico es construir de manera sistematica dicha red de isotermas
y lineas de flujo de calor. Esta red, normalmente denominada grdfica de flujo, se usa para
inferir la distribucion de temperaturas y el flujo de calor en el sistema.

Considere un canal bidimensional cuadrado cuyas superficies interior y exterior se
mantienen a T, y T, respectivamente. En la figura 4.4« se muestra una seccion transver-
sal del canal. Los pasos de un procedimicnto para construir la grafica de flujo, parte de la
cual sc muestra en la figura 4.4b, se enumeran a continuacion.

1. El primer paso en cualquier grafica de flujo debe ser la identificacion de todas las li-
neas de simetria relevantes. Estas lineas se determinan por condiciones térmicas asi
como por condiciones geométricas. Para el canal cuadrado de la figura 4.4a, estas li-
neas incluyen las verticales, horizontales y diagonales que se designan. Por tanto, pa-
ra cste sistema es posible considerar sélo un octavo de la configuracion, como se
muestra cn la figura 4.4b.

2. Las lineas de simetria son adiabdticas en el sentido de que quiza no haya transferen-
cia de calor en una direccién perpendicular a las lineas. Por tanto, son lineas de flujo
de calor y deben tratarse como tales. Como no hay flujo de calor en una direccion per-
pendicular a la linea de flujo de calor, esta linca se denomina adiabatica.

DEPARTAMENTO DE BIBLIOTECA
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e

Lineas de
simetria

(a)

Isotermas

th)

Ficukra 4.4 Conduccién bidimensional en un canal cuadrado de longitad 1. (¢) Planos
de simetrfa. (b) Grifica de flujo. (¢) Coadrado cunvilineo tipico.

3. Después de que todas las lincas conocidas de temperatura constante asociad
las fronteras del sistema hayan sido identificadas. debe hacerse un intento deg
lineas de temperatura constante dentro del sistema. Advierta que las isorermg
pre deben ser perpendiculares a las adiabdticas.

4. Las lineas de flujo de calor deben entonces dibujarse con la finalidad de crear
de cuadrados curvilineos. Esto se logra haciendo que las lineas de flujo de cal
isotermas se intersequen en dngulos rectos y que todos los lados de cada cu
sean de aproximadamente la misma longitud. A menudo es imposible satisfag
segundo requerimiento con exactitud, y resulta mds realista procurar la equin
cntre las sumas de los lados opuestos de cada cuadrado. como se muestra
ra 4.4c¢. Al asignar la coordenada x a la direccion del flujo de calor y la coore
a la direccién normal a este flujo. el requerimiento se expresa como

4 _ub+cd R _ac+bd
X = 2 =4y = 2

IEs dificil crear una red satisfactoria de cuadrados curvilineos al primer inien
frecuencia deben realizarse numerosas iteraciones. Este proceso de ensayo y e
ca ajustar las 1sotermas y adiabdticas hasta que se obtienen cuadrados curviling
factorios para la mayor parte de la red.! Una vez que se logra la grafica de flujo,
para inferir la distribucion de temperaturas en el medio. A partir de un andlisg .
puede obtenerse la transferencia de calor.

'En ciertas regiones, como las esquinas, tal vez sea imposible aproximarse a los requerimientos del cuady
Sin embargo, estas dificultades por lo general tienen paco efecto sobre fa precisidn global de los resultados que i
la grifica de Aujo
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4.3.2 Delerminacion de la transferencia de calor

1.a rapidez a la que se conduce energia a través de una banda, que es la region entre adia-
baticas contiguas, se designa como ¢;. Si la grafica de flujo se construye de forma apropia-
da, el valor de g, sera cl mismo para todas las bandas y la transferencia de calor se expresa
como

M

q=> q.= My, (4.21)

fi=1]

donde M es ¢l niimero de bandas asociado con la gréfica. A partir del cuadrado curvilineo
de la figura 4. 4¢ y aplicando la ley de Fourier, g; se expresa como

AT, AT,
q; = kA, T k(Ay - 1) . (4.22)

donde AT; es la diferencia de temperaturas entre isotermas sucesivas, A; es el area de
transferencia de calor por conduccion para la banda y / es la longitud del canal normal a
la pagina. Sin embargo, si la gréfica de flujo esta construida de forma apropiada, el incre-
mento de temperatura es el mismo para todas las isotermas contiguas, y la diferencia glo-
bal de temperaturas entre las fronteras, AT _,, s¢ expresa como

N
AT,_, = ) AT, = NAT; (4.23)
=t

donde N cs el nimero total de incrementos de temperatura. Al combinar las ecuaciones
4.21 a4.23 y reconocer que Av = Ay para cuadrados curvilineos, obtenemos

La manera en que sc¢ aprovecha una grafica de flujo para obtener la transferencia de
calor en un sistema bidimensional es evidente segun se muestra en la ecuacion 4.24. La
razon aritmética entre el nimero de bandas de flujo de calor y el nimero de incrementos
de temperatura (el valor de M/N) sc obtiene de la grafica. Recuerde que la especificacion de
N se basa en el paso 3 del procedimiento anterior, y el valor, que es un entero, se hara
grande o pequeiio dependiendo de la precision que se desea. El valor de M es entonces una
consecuencia de seguir ¢l paso 4. Note que M no necesariamente €s un €ntero, pues se ne-
cesitara una fraccién de banda para llegar a una red satisfactoria de cuadrados curvilineos.
Paralared de la figura4.4b,N=6 y M =5. Por supuesto, conforme lared, o malla, de cua-
drados curvilineos se hace mas fina, N y M aumentan y la estimacién de M/N se hacc mas
exacta.

4.3.3 Factor de forma de conduccion

La ccuacion 4.24 es atil para definir el facror de forma, S, de un sistema bidimensional. Es
decir, la transferencia de calor puede expresarse como
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TABLA 4.1 Factores de |
lg = SK(T, — T,)]

Capitulo 4 ® Conduccion bidimensional en estado estable

donde. para una gréfica de flujo.

M
N

i

B

De la ecuacion 4.25, también se sigue que una resistencia de conduccion bidimensig
SC CXpresa como

1

Rl. cond(2D) = Sk

Se han obtenido factores de forma para numerosos sistemas bidimensionales, v lg
sultados se resumen en la tabla 4.1 para algunas configuraciones comunes. E:n cada
se supone que la conduccion bidimensional ocurre entre las fronteras que se mantigs
temperaturas uniformes. con AT, _, = T| — T,. También es posible definir factores dg
ma para geometrias unidimensionales y, de los resultados de la tabla 3.3, se sigue que
paredes planas cilindricas y esféricas los factores de forma son. respectivamente,
2aL/in(ro/r)). y 4 r,/(r, — r)). Se dispone de resultados para muchas otras configur,
nes [6-9]. '

orma de conduccién para sistemas bidimensionales seleccionados

Sistema Esquema Restricciones Factor de form

Caso 1 )
Estera isotérmica enterrada en : z>DI2 27D
un medio semiinfinito 1 — Dr4z

- 27l
Caso 2 L>D = ‘
Cilindro isotérmico horizontal cosh™" (22
de lo.ngitud‘ L cnfc:rrado cnun L>D 260
medio semiinfinito -~13Dp n(42D) |
Caso 3
Cilindro vertical en un medio L>D 27l
semiinfinito In(4L/D)

Caso 4

Conduccion entre dos
cilindros de longitud L en
un medio infinito

Caso s

Cilindro circular horizontal
de longitud L en medio de
planos paralelos de igual
longitud y ancho infinito

L>D,. D,
L>w

> D2
L>z
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gia 4.1 Continuacion

Sistema Esquema Restricciones Factor de forma

lar de longitud L
n solido cuadrado
d

w>D 27L
L>w ST
In (1.08 w/D)

lar excéntrico
enun cilindro de

27L
D>d
L>D (D + & =47
cosh™ T
160 a través de la esquina
Jes contiguas D> L/5 0.54D
L < longitud 0.15L
y ancho de la pared
troD y T, sobre
nfinito de
diérmicaky 7> Ninguna 2D

Ejemrro 4.1

Se hace un orificio de didmetro D = 0.25 m a través del centro de un bloque sélido de
seccion transversal cuadrada con w = | m por lado. El orificio se hace a lo largo de la
longitud, / = 2 m, del bloque, que tiene una conductividad térmica de £ = 150 W/m - K.
Un fluido caliente que pasa por el orificio mantiene la superficie interna a una tempera-
tura T; = 75°C. mientras que la superficic externa del bloque se conservaa T, = 25°C.

1. Con ¢l método de la grafica de flujo, determine el factor de forma para el sistema.

2. ;Cudl es la transferencia de calor a través del blogue?

SOLUCION
]

Se conoce: Dimensiones y conductividad térmica de un bloque con un orificio circular
practicado a lo largo de su longitud.
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Encontrar:

1. FFactor de forma.

2. Latransferencia de calor para las temperaturas superficiales que se establecen.

Esquema:
k = 150 W/m - K-—l [—rz = 25°C
1 ! L =75C
w=1m D) =025m
Seccion
l simétrica
| N
le—w =1 m--I
Suposiciones:

1. Condiciones de estado estable.
2. Conduccion bidimensional.
3. Propiedades constantes.

4. Los extremos de los bloques estdn bien aislados.

Analisis:

1. La grafica de flujo se simplifica identificando lincas de simetria y reduciend
tema al octavo de seccion que se muestra en ¢l esquema. La grafica de flujo
o con una red bastante burda que implica N = 6 incrementos de temperatura
resultante de cuadrados curvilineos ¢s como sigue.

Linea de simetria
y adiabatica

Ny.123 4 5 |6
._\‘_[__r_ _ - E Al
S
b &
Linea de simetria _/~\
y adiabatica ‘\
\\

-~

Con el nimero de bandas de flujo de calor para la seccion que correspon
se sigue de la ecuacion 4.26 que el factor de forma para el bloque entero

M 3xem
BREaak e Ses0S gl

donde el factor 8 resulta del numero de secciones simétricas. La exactitud
sultado se determina mediante la referencia a latabla 4.1, en la cual, eng
tema establecido, se desprende que
27L 27X 2m
In (1.08 w/D)  In (1.08 X 1 m/0.25 m)

A) =859m
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En consccuencia, el resultado de la grafica de flujo predice aproximadamente 7% por
debajo el factor de forma. Advierta que, aunque el requerimiento / > w no se satisfa-
ce para este problema. el factor de forma que resulta de la tabla 4.1 es valido si hay
una conduccion axial insignificante en el blogue. Esta condicion se satisface si los
extremos estan aislados.
2. Lalizando § = 8.59 m con la ecuacion 4.25. la transferencia de calor es
q=SKT, — 1))
¢ =3859m X 150 W/m - K (75 — 25)°C = 64.4 kW <

Comentarios: La precision de la gréfica de flujo se mejorard usando una red mas fina
(aumentando el valor de N). ; Como cambiarian las lincas de simetria y de flujo de calor si
los lados verticales se aislaran? ;Si un lado vertical y uno horizontal estuvieran aislados?
¢St ambos verticales y uno horizontal se aislaran?

_

iones de diferencias finitas

Como pudimos ver en las secciones 4.1 y 4.2, los métodos analiticos, en ciertos casos,
sirven para obtener soluciones matematicas exactas a problemas de conduccion bidimen-
sional en estado estable. Estas soluciones se generan para una variedad de geometrias
simples y condiciones de frontera, y estdn bien documentadas en muchas publicaciones
[1-5]. Sin embargo. con frecuencia los problemas bidimensionales implican geometrias
y/o condiciones de trontera que excluyen este tipo de soluciones. En estos casos, la mejor
alternativa es a menudo la que utiliza una técnica numérica como lo es el método de dife-
rencias finitas. del elemento finito o del elemento de frontera. Debido a la tacilidad de su
aplicacion. el método de diferencias finitas es adecuado para un tratamiento introductorio
de las técnicas numéricas.

4.4.1 Red nodal

En contraste con una solucion analitica. que permite la determinacién de la temperatura
en cualquier punto de interés en un medio. una solucién numérica permite determinar la
temperatura solo en puntos discreros. El primer paso en cualquier analisis numérico debe
ser. por tanto, seleccionar estos puntos. Con referencia a la figura 4.5, esto se hace al sub-
dividir el medio de interés en un nimero de pequenas regiones y asignar a cada una un
punto de referencia en su centro. El punto de referencia suele denominarse punto nodal (o
simplemente nodo), y el agregado de puntos se conoce como red nodal. malla o rejilla.
Los puntos nodales se designan por un esquema numérico que. para un sistema bidimen-
sional. toman la forma que se muestra en la figura 4.5a¢. Las posiciones x y v se¢ designan
con los indices m y n, respectivamente.

Cada nodo representa cierta region, y su temperatura es una medida de la temperatu-
rapromedio de laregion. Por ejemplo. la temperatura del nodo m. n de la figura 4.54q se ve
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