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m Resuelve las EDOs lineales con coeficientes
constantes no homogéneas.

m Reconoce y resuelve EDOs con coeficientes
variables: Cauchy-Euler

m Aplica los métodos: coeficientes indeterminados y
variacion de parametros para resolver las ED lineales.
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segundo orden
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ligata e Toda ecuacién diferencial lineal no homogénea de
DICIS-UGTO segundo orden con coeficientes constantes tiene la forma

ay” + by + cy = f(x) (1)

donde a, b y c¢ son ciertas constantes dadas.
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S El método para resolver este tipo de ecuaciones es el
: siguiente:

1) Hallar la solucién correspondiente a la ecuacién
homogénea

ay" + by +cy=0 (2)

obtenida de la ecuacién original (1), (cuando f(x) = 0),
la cual representaremos como yj, y tendrd la forma

yu(x) = ayi(x) + caya(x).
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2) Encontrar una solucién particular representada por y,
correspondiente a la parte no homogénea de la ecuacién
original (1).

3) La solucién general de la ecuacidn original (1) sera la
suma de estas dos soluciones, es decir

y(x) = yu(x) + yp(x) = cyi(x) + caya(x) + yp(x)

(3)



Método de coeficientes indeterminados

Sesién 13. EDO: s , -
prieSssesl [ esta subseccidn usaremos el método de coeficientes

indeterminados para resolver las ecuaciones lineales no
homogéneas. Debemos tener en cuenta que este método
no estd limitado a ecuaciones de segundo orden, pero si
se limita a ecuaciones lineales no homogéneas con las
siguientes caracteristicas:

m Que tengan coeficientes constantes.

m Que la funcién f(x) sea una constante k, una
funcién exponencial e**, una funcién polinomial,
funciones sin 8x, cos 5x o sumas y productos de
éstas.

m Este método no es aplicable a funciones que tengan

la forma f(x) = Inx, f(x) =1, f(x) =tanx, etc,...
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A continuacién damos una tabla en la cual, para una
funcién f(x) dada, se tiene una funcién particular y,(x)
(la razén es porque y, se construye, basicamente, a partir
de las funciones que forman a f(x) y de todas sus
derivadas. Si en f(x) aparece un polinomio de grado n,
entonces la solucién particular y, se plantea como un
polinomio del mismo grado que f(x). Si en f(x) aparece
una funcién seno o coseno, entonces también aparece en
y¥p). Esto ayudard al estudiante a tomar una solucién
particular adecuada. La solucién particular propuesta
debera ser sustituida en la ecuacién diferencial no

homogénea dada, y asi encontrar los coeficientes
A B, C,D E F...
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5 A
X Ax+ B
3x% — 2 Ax® + Bx+ C
x3—x—1 Ax*+ Bx?*+ Cx+ D
sin 2x Acos2x + Bsin2x
cos4dx Acos4x + Bsin4x
e4x Ae4x
(8x — 2)e™ (Ax + B)e¥
x?e* (Ax? + Bx + C)e*
e?*sin 2x e?*(Acos 2x + Bsin 2x)
2x?sin3x | (Ax? + Bx + C)cos3x + (Dx* + Ex + F)sir
xe** cos 3x (Ax + B)e** cos 3x + +(Cx + D)e**sin 3;
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Departar y/// . y// + y/ —y= X2 +x (4)

Solucién: Antes que nada, debemos resolver la ecuacién
homogénea correspondiente a la ecuacién dada, esto es

y'=y"+y —y=0 (5)

Sabemos que la solucién es de la forma

y(x) = e™ (6)

donde m es un cierto parametro a determinar.
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Tomando la primera, segunda y tercera derivada de la

funcién (6) y sustituyendo en la ecuacién (5) tenemos la

ecuacion caracteristica
m—-—m+m—-1=0
Las raices de la ecuacidn caracteristica son

s my = —1I, m3 =1

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién
homogénea (5), es

yn = C1€° + ¢ cos x + c3sin Xx.

(7)



Sesién 13. EDOs

de Orden S i ., .
el Nos queda por hallar una solucién particular de la

ecuacién (4). Debido a la forma que tiene la funcién
f(x) = x® + x, supongamos la solucién particular (segin
la tabla anterior)

Vo(x) = Ax®* + Bx + C (10)

donde A, B 'y C son ciertos nimeros que debemos
encontrar. Una vez sustituida la solucién propuesta (10)
en (4), tenemos

~A*+(QA-B)x+(B-2A—-C)=x*+x (11)
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De aqui, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

A= -1
2A— B =1 (12)
B-2A-C =0
Resolviendo este sistema, encontramos los valores para
las constantes A, By C, estos son
A= -1, B = -3, C=-1 (13)

Entonces, sustituyendo los valores de las constantes A, B
y C, en (10), obtenemos la solucién particular

Yp(x) = —x* —3x -1 (14)
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La solucién general de la ecuacién (4) tiene la forma final

y(x) = yn(x)+yp(x) = cr1e*+c cos x+cz sin x—x>—3x—1
(15)
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Resolver la ecuacién

y'+y — 2y = 3xe* (16)
Solucién: La ecuacién homogénea correspondiente es
y'+y =2y =0 (17)

Luego, suponemos la solucién y = ™ y sustituyendo en
(17), obtenemos su correspondiente ecuacién
caracteristica

m +m-2=0 — (m+2)(m—1)=0 (18)
la cual tiene como raices

m = —2, my = 1 (19)



Sesién 13. EDOs
de Orden Superior

Dr. J. Juan

Rosales Garcla Entonces, la solucién de la ecuacién (17) tiene la forma

Departan
Yh = e + " (20)

Ahora debemos buscar una solucién particular de la
ecuacién original (16). Para esto, segtn la tabla de
soluciones propuestas, una solucién particular seria

yp = (Ax + B)eX = Axe* + Be* (21)
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Si proponemos esta solucién particular, al sustituirla en
(16) nos encontraremos con una inconsistencia. Esto se
debe a que el segundo término de la solucién particular
(21) Be* ya esta incluido en la solucién homogénea (20),
c€”, (estos dos términos son iguales, ya que ¢, y B son
constantes arbitrarias). Para resolver esta inconsistencia
se multiplica la solucién particular propuesta en (21) por
x. Entonces, la solucién particular que debemos proponer

serd
¥p = x(Ax + B)e* = Ax’e* + Bxe* (22)



Sesion 13. EDOs Derivando dos veces esta solucidn, resulta
de Orden Superior

Roraes Gari v, = (2A+ B)xe* + Be* + Ax*e”
nge vy = (2A+ B)e" + (4A + B)xe* + Ax*e* (23)

Sustituyendo en (16), obtenemos el sistema de
ecuaciones

2A+3B = 0
6A = 3 (24)

Los valores para Ay B, son

A= B=-— (25)

1
2’
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1 1
Vp = Exzex — §xex (26)

Finalmente, la solucién general de la ecuacién (16) tiene
la siguiente forma:

1 1
y(x) = e + e* + §xzex - gxex (27)



Sesién 13. EDOs
de Orden Superior

Hallar la solucién general de la ecuacién
y" =3y’ +2y = xcosx (28)
Solucién: La ecuacién homogénea es
y" =3y’ +2y =0. (29)
Las raices de esta ecuacién son

m—3m+2=0 — (m=2)(m-1)=0 — m =2,
(30)
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Entonces, la solucién de la ecuacién homogénea es

Yh = e + e (31)
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. solucién particular

¥p = (Ax+ B) cosx + (Cx + D) sinx. (32)

Sustituyendo en la ecuacién (28), obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones:

3A+C =
3B-3C-2A+D =
—3A+B+2C—-3D =
A—-3C =

(33)

= O O O
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Resolviendo el sistema, resulta

1 3 3 17
10’ 25’ ¢ 10’ 50 (34)

Poniendo los valores de A, B, C'y D en (32), tenemos
que la solucién particular tiene la forma

— lx_i COS X + —iX—E sin x (35)
Yo = \10* " 25 10° 50
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Finalmente, tenemos que la solucién general de (28), es

10 25

3 17\ .
+ (_1_OX — %) sin x (36)

1 3
y(x) = e+ e+ (—x — —) cos x +
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Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial
Ro!

y" — 8y’ + 16y = (1 — x)e¥ (37)
Solucién: La ecuacién homogénea correspondiente es

y"—8y' +16y =0 (38)

Suponiendo la solucién y = €™, tenemos la ecuacién
caracteristica y sus correspondientes raices

m*—8m+16=0 — (m—4)(m—4)=0 — m=4
(39)
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Entonces, tenemos sélo una solucién y; = e**. Sabemos
que en tal caso, la segunda solucién linealmente
independiente tendra la forma y, = xe**. Entonces, la
solucién general de la ecuacién homogénea (38), es

v = c1e™ 4 coxe™ (40)
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El siguiente paso es proponer una solucién particular y
sustituirla en (37). Segun la forma de la parte derecha de
(37), podemos proponer la solucién y, = (Ax + B)e™.
Sin embargo, estas dos soluciones estan ya incluidas en la
solucién homogénea. Entonces, multiplicamos por x y

obtenemos
¥p = x(Ax + B)e4X (41)

Si sustituimos esta solucién en la ecuacién (37) nos
daremos cuenta de que no es suficiente, ya que
obtendremos A =1/2, y xe** =0, lo cual es
inconsistente, ya que suponemos que x # 0.
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Entonces, multipliquemos la expresién (41) nuevamente
por x, y obtenemos

¥, = xX*(Ax + B)e¥ (42)

Derivando una y otra vez esta expresién, resulta

v, = Ax?e™ 4 2x(Ax + B)e™ 4 4x*(Ax + B)e™
y" = 2(Ax + B)e*™ + 4Axe*™ + 16x(Ax + B)e* +
+ 16x%(Ax + B)e*
(43)



PR Poniendo estos resultados en (37), obtenemos
de Orden Superior

| Dr. J lu.'w‘r‘w‘ (28 + 6AX)e4X = (1 — X)e4x (44)
W.En«,;iﬁiik,) Para que esta relacién se cumpla, debemos tener

2B =1

6A = -—1 (45)

De donde es facil obtener los valores de Ay B, estos son
A= —-1/6,y B =1/2. Entonces, la solucién particular
tiene la forma

1 x\ 4
.yp = X2 (5 — 6) e4 (46)
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1
y(x) = cre®™ + coxe™ + X2 (5 _ ’_6<> o (47)

Observacion: En general, si las funciones que
componen a la solucién particular propuesta y, estdn
incluidas en la solucién homogénea (como es el caso del
ejemplo anterior), entonces hay que multiplicar a y, por
la minima potencia x" que elimina la repeticién, para
n=123,...
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Resolver la ecuacién

Dr
y" — 6y’ + 13y = x?e® — 3 cos 2x (48)
Solucién: Tenemos que la parte homogénea es
y"—6y'+13y =0 (49)
Luego, la ecuacidn caracteristica de (49) esta dada por

6, /36 —4(13
m—6m+13=0 — m,= §i¥ = 342i

(50)
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Entonces, la solucién general de la ecuaciéon homogénea
(49) tiene la forma

yn = €¥(c1 cos 2x + ¢ sin 2x) (51)

Ahora, propongamos una solucién particular de (48). La
parte derecha de la ecuacién (48) consta de dos términos,
entonces, propongamos una solucién particular y, para

x?e3*, 'y y,, para —3cos2x. Obviamente, y, = yp, + Vp,-
Es facil ver que una solucién particular podria ser

= (Ax® + Bx + C)e* + Dcos2x + Esin2x  (52)
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¥h = (2Ax + B)e™ + 3(Ax? + Bx + C)e*™ — 2Dssin 2x -
y" =2Ae¥ + 6(2Ax + B)e> +
+9(Ax* + Bx + C)e* — 4D cos 2x — 4E sin 2x

Poniendo estos resultados en la ecuacién (48),
obtenemos el sistema de ecuaciones

B =0

A4+2C = 0
4A = 1 (54)

12D+9E = 0

9D —-12E = -3



Seion 1. ED0s Al rgsolver este sistema hallamos los valores de los
coeficientes, estos son:

A=1/4, B=0,C=-1/8, D=-3/25y E =4/25.

Sustituyendo estos valores en (52), tenemos que la

sl solucién particular de (48), es

Dr. J. Juan

2 1 3 4
Yo = <XZ — §) e — o5 €S 2x + % sin2x  (55)
Por dltimo, construimos la solucién general de (48) como
la suma de la y, y la y,, esto nos da el resultado final

2 1
y(x) = e*(cicos2x + cysin2x) + (XI — §> e —

3 4
_ £c052x—|—£5|n2x (56)
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Ahora analizaremos un caso mas general que el anterior.
Es decir, vamos a estudiar el método con el cual
podremos resolver ecuaciones diferenciales lineales no
homogeéneas sin restringir a la funcién f(x) (la dnica
condicidn es que f(x) sea continua en algtn intervalo
donde la ecuacidn estd definida), a este nuevo método se
le conoce como variacién del parametro.
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DICIS-UGTO y" + P(x)y’ + Q(x)y = f(X) (57)

donde se supone que P(x), Q(x) y f(x) son funciones
continuas en el intervalo [a, b]. Sean y; y y» las dos
soluciones linealmente independientes, correspondientes a
la ecuacién homogénea y;, obtenida de (57)

WAHPX)y1+Q(x)yi =0, ¥ +P(x)ys+ Q(x)y2 (= ?
58
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Ahora nos hacemos la pregunta: ;Serd posible hallar dos
funciones u; y u; tales que la expresion

Yo(x) = th(x)y1(x) + ua(x)y2(x) (59)

sea una solucién particular de (57)? La respuesta es si.
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pasos son los siguientes:

m Encontrar la solucién general de la ecuacién
homogénea correspondiente a la ecuacién (57), esto
es

y'+ P(x)y' + Q(x)y =0 (60)
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De aqui, obtenemos la solucién

yo(x) = ayn + ay

(61)

m Identificamos y; y y» y formamos el wronskiano de

estas funciones

W = det (y}
Y1

Y2

/
2

")
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m Encontrar las funciones u; y up segtin las férmulas

donde W; y W, estan dadas por las siguientes

férmulas:

(63)

0 }/2) (}/1
W, = det , W, = det
' (f(X) ¥ ? "

)

(64)
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m Formar la solucién particular segtn la expresion (59)

Yo(x) = ti(X)n1(x) + wa(x)ya(x) | (65)

donde u;(x) y ux(x) son las funciones encontradas
al integrar las expresiones (63).

m Finalmente, la solucién general de la ecuacién
original (57) tiene la forma

y(x) = ayi(x) + cya(x) + u(x)y1(x)+
+uz(x)y2(x)
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Hallar la solucién general de la ecuacién
—X

"oy _
yoreyty x+1

Solucién:
La ecuacién homogénea correspondiente es

y'+2y +y=0
Su ecuacién caracteristica

m+2m+1=0 — (m+1)(m+1)=0

- m=-1
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yh = cre “+ cxe X (69)

De esta ecuacién identificamos las funciones y; = e

y» = xe~*. Ahora, con estas funciones formamos el
determinante (wronskiano),

wo— (0 ) -

y

_ef

= eX(e*—xe ) +xeZ=e (70)
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0 xe™*
W]. — det ( e X —X —X =

x+1 € - xe
B xe X 71
= (71)
—X 0 —2X
W, = det( N ex) _ ¢ (72)
_ ] x+1
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Luego, de las férmulas (63) encontramos las funciones w4
y up. Para up, tenemos

1% xe % 1
un = de_/(_x—|—1> <e_2X>dX—
= —/ X dx:/ —x+1—1 dx =
x+1 x+1

1
= —/(1—X+1)dx:—x—|—|n|x—|—1| (73)
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y para up, resulta

W2 e_2x 1
o [Baen [(£2) (5 e

d
_ / =1 (74)

X




de Orden Superior

Sustituyendo los valores de uy, us, y1 y y» en la férmula
(65) tenemos que la solucién particular y,(x), es

Yp = (—x+In|x +1])e™™ + xe In|x + 1| (75)
Entonces, la solucién general de la ecuacién (66), es
y(x) = e +oxe *—xe *+e X(x+1)In|x+1] (76)

X —xe ™ = (g — 1)xe™, los

X, entonces la

Los términos coxe™
podemos escribir simplemente como c,xe™
solucién general (equivalente) es

y(x)=cae*+axe *+e X(x+1)In|x+ 1| (77)
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Resolver la ecuacién
yV'+y=-— (78)

Solucién:
Antes que nada, debemos hallar la solucién a la ecuacién
homogénea obtenida de (78). Tenemos

1
y'+y=0 (79)
La ecuacién caracteristica asociada a esta ecuacidn tiene
la forma

m?*+1=0 (80)
Las raices son complejas conjugadas, es decir, tienen la
forma m; =iy m, = —i. Entonces, la solucién general

de la ecuacién (79) es
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Ahora bien, identificamos las funciones y; = cosx y
y» = sin x, y calculamos el wronskiano

W:det(

cosXx sinx
—sinx Ccosx

) =cos’x +sinx =1 (82)

Ahora, debemos encontrar las funciones W; y W5, segtn

las férmulas (64)

W1 — det

W2 = det(

<0
L

Ccos X
—sinx

sin x
Cos X

>_

COSs X

sin x
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/ dx-—/dx:—x (85)

ua(x) = %dx:/c?sxdx:/m = In|sin x|

Sin X Sin X
(86)
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Entonces, la solucién particular tiene la forma

Yp(x) = u1(x)y1(x)+u2(x)y2(x) = —x cos x+In|sin x| sin x

(87)
Finalmente, tenemos la solucién general de la ecuacién
(78), la cual tiene la forma y(x) = ya(x) + yu(x),
explicitamente

y(x) = c1cosx + ¢y sinx — x cos x + sin x In|sin x| (88)



Ecuaciones de Cauchy-Euler
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Departamento Hasta el momento hemos considerado ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes, y fue
relativamente facil encontrar sus soluciones. Sin
embargo, en el caso en que los coeficientes son variables
no es tan facil encontrar soluciones exactas. No
obstante, existe un tipo de ecuaciones con coeficientes
variables cuya solucién general se puede expresar en
términos de potencias de x, senos, cosenos, funciones
logaritmicas y exponenciales.
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nd” —1dr?! d _
dpX dX)’: + an—lxn an—)l/ + -+ a]_Xé + aoy = g(X)

(89)
donde a; (=0, 1, 2,..., n) son constantes y g(x) es
una funcién continua en el dominio de definicién de le
ecuacion diferencial. Podemos observar que la potencia
de x coincide con el orden de la ecuacién diferencial.
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S die Analizaremos primero las ecuaciones de segundo orden
Rosales

Departamento ¢ homogéneas con coeficientes variables, es decir, las
ecuaciones de la forma

L bxY ey =0 (90)

Una vez conocida la solucién de la ecuacién homogénea
es facil encontrar la solucién de la ecuacién no
homogénea usando el método de variacién de parametros
antes visto.
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Busquemos una solucién de la forma

y=x" (92)

donde m es un nimero a determinar, tenemos

dy 1 d?y _ m—2
FC Fe i m(m — 1)x (93)
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Sustituyendo en la ecuacién (91)

am(m — 1)x*x™% 4+ bmxx™ " + cx™ = 0.

Factorizando

[am(m — 1)+ bm+ c]x™ =0

(94)

(95)

Debido a que x™ # 0, entonces para que la ecuacién se

cumpla debera satisfacerse la relacién

am*>+(b—am+c=0

(96)

que es la ecuacién caracteristica de la ecuacion diferencial
de Cauchy-Euler. Para ésta existen tres casos posibles:



Primer caso.
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Raices reales y distintas. Es decir, m; y m; diferentes, en
tal caso, tenemos que la solucién general es

y(x) = ax™ + gpx™ (97)
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Dr

x2y" —4xy' +6y =0 (98)

Solucién:
Supongamos que la solucién es del tipo

y(x) = x" (99)

Sustituyendo (99) en (98), tenemos

m —5m+6=0 (100)
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Departan

Las raices de esta ecuacién son
m; = 3, my = 2 (101)
La solucién general de la ecuacién (98) es

y(x) = ax® + ox? (102)



Segundo caso.

Sesién 13. EDOs
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Raices reales e iguales. Esto es, m; = my, = m. En tal
caso soélo tendremos una solucién que sera y; = x™. Para
que esto suceda el discriminante de la ecuaciéon
cuadrética (96) deberd ser igual a cero, de donde
encontramos que m = (b2 %) Entonces, podemos
formar una segunda solucién Imealmente independiente.
Para esto escribamos la ecuacién de Cauchy-Euler en la

forma estandar, esto es

Dr. J. Juan

YV'+ 2y +5y=0 (103)
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AR  Entonces, usamos la férmula (?7)

Departan
— [ p(x)dx YE"
e e a X
Y2 = yl/—2dXZy1/—dx:
34

e—glnx b
= yl/—dx:yl/xaxzmdx:
x2m

s d
= yl/x_ta’xbadx:yl/; =y Inx (104)
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La solucién general serad la suma de las dos soluciones,
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Departar d esto es

y(x) = ax™+ ox" Inx (105)

En general, cuando aparece una raiz real m = aen la
ecuacién caracteristica con multiplicidad r, entonces la
ecuacién de Cauchy-Euler tiene como soluciones

y=x y=x"Inx, y=x(Inx)?,... y=x(Inx)"!
(106)
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Resolver la ecuacién de Cauchy-Euler

n

8x3y" +12x%y" +2xy' —y =0 (107)
Solucién:

Seglin el método antes visto, debemos suponer la
solucién

y =x" (108)
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Sustituyendo la solucién propuesta en (107), tenemos la
ecuacion caracteristica

8m(m—1)(m—2)+12m(m—1)+2m—1=0 (109)
la cual podemos escribir de la siguiente manera:
8m—4)ym(m—1)+2m—-1=0 (110)
Factorizando, resulta
2m—1)[dm(m—-1)+1] =0 (111)

Esta misma expresion la podemos escribir de la siguiente
manera:
(2m —1)(4m* —4m+1) =0 (112)
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Finalmente, tenemos

(2m—-1°*=0 (113)
De donde es facil ver que tenemos la raiz m =1/2 de
multiplicidad 3. Cada repeticién de una raiz corresponde
a un factor adicional In x en la solucién. De esta manera,
obtenemos tres soluciones linealmente independientes
que satisfacen la ecuacién (107). Estas soluciones tienen
la forma

y=vx, y=+vxhnx, y=vx(Inx)>  (114)
La solucién general de la ecuacién (107) estara dada por
la combinacion lineal de estas tres funciones, es decir

y(x) = avx + avxInx + czv/x(In x)? (115)



Tercer caso.
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Raices complejas conjugadas. Es decir
m =a+if, my=a—if (116)

donde « y [ son ciertos niimeros reales. La solucién
general de la ecuacién (90), en tal caso es

y(x) = ax*HiP 4 cxaiP (117)
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Haciendo

Podemos escribir la solucién como:

y(x) = x“[c1 cos(5 In x) + ¢z sin(B In x)]

x'P = (e'“X)iB = e'#"* = cos(BInx) + isin(3Inx)

(118)

(119)
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Ejemplo 10:

Resolver la ecuacién

X2y +xy' +4y =0 (120)
Solucién:
Suponemos la solucién y = x™, sustituyendo en la
ecuacién (120), obtenemos la ecuacién caracteristica

m+4=0 — m=2i my, =—2i. (121)

En este caso tenemos que las raices son complejas
conjugadas. Identificamos a @« =0y [ = 2. Entonces
haciendo uso de la férmula (119) tenemos que la
solucién general de la ecuacién (120) tiene la forma

Yh(x) = c1cos(21In|x|) 4+ c2sin (2Inx|) (122)



ED de Cauchy-Euler no homogéneas
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Para estas ecuaciones son vélidos los métodos antes
vistos: coeficientes indeterminados y variacién de
parametros.



Ejemplo 11:
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Hallar la solucién general de la ecuacién

X2y —xy' +y =8x3 (123)

Solucién:
La ecuacién homogénea correspondiente a (123) es

X2y —xy'+y=0 (124)

Suponemos la solucién

y(x) = x" (125)
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Sustituyendo (125) en la ecuacién homogénea (124),
tenemos

m —2m+1=0 — (m—-1)(m-1)=0 (126)

De (126) concluimos que sélo hay una solucién m =1
para la ecuacién homogénea (124). Pero ya sabemos que
dada una solucién de una ecuacidn diferencial lineal,
siempre podemos construir una segunda solucién
linealmente independiente.
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De tal manera, que la solucién general de la ecuacién
homogénea (124) tiene la forma

yh(x) = aax + cxIn|x| (127)
Ahora debemos proponer una solucién particular de la
ecuacién no homogénea (123). Debido a la estructura de
la funcién f(x) = 8x3, podemos usar el método de los
coeficientes indeterminados. Supongamos que la solucién
particular de (123) tiene la forma

Yo(x) = Ax® + Bx* + Cx + D (128)

Para sustituir en (123) calculamos las derivadas primera
y segunda de (128)

y,=3Ax*+2Bx+C, yl/=6Ax+2B (129)



SeRe Ll Sustituyendo (129) en la ecuacién (123)

de Orden Superior

cras G x*(6Ax+2B)—x(3Ax*+2Bx+C)+Ax*+Bx*+Cx+D = 8x*
(130)

lgualando los coeficientes de x, tenemos que los
coeficientes indeterminados son A=2y B=0, C =0,
D = 0. Poniendo el valor de los coeficientes en (128),
tenemos la solucién particular

Yp(x) = 2° (131)
La solucién general de la ecuacién (123), es

y(x) = x(c + e In|x]) + 2x° (132)



Ejemplo 12:
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Resolver la ecuacién de Cauchy-Euler no homogénea

x?y" +5xy’ + 3y = 8xInx (133)

Solucién:
Primero resolvemos la ecuacién homogénea
correspondiente a (133). Tenemos

x*y" 4+ 5xy’ +3y =0 (134)
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y =x" (135)

y =mx™ 1ty = m(m—1)x™? (136)

Sustituyendo en (134), tenemos la ecuacién caracteristica
y sus raices

m +4m+3 = 0= (m+3)(m+1)=0— m = -3,
m, = —1 (137)
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La solucién general de la ecuaciéon homogénea es
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Yh=ax >+ ex! (138)
Luego, con las funciones
n=x> yp=x" (139)

formamos el wronskiano

X3 -1
W = det _a o] = —xP+3x7> =2x7°

—3x —X~
(140)
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e Las funciones Wi y W, se calculan segtin las férmulas
Departamento d
(140)

-1 8l
W, = det <8|9X XX_2> __omx (141)




Sesién 13. EDOs .
e [ntegrando, encontamos las funciones u; y u»:

Dr. J. Juan

o de W, 81Inx 1
ngeir u(x) = Wldx:/<— 2 )(m) dx =

F'\C\‘S—UG%U
= —4 / x> In xdx

1 4
— [du ="dx, dv=x3dx, v= X—}
X

4 4
= —4 X—Inx—l/x—dx =
4 4 X

A
= —x4|nx—|—z (143)
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= 4/x|nxdx

— {du = 1dx, dv =xdx, v= X—]
X

x2 1 x2
|: 2 nx 2 / X dX:|

= 2x%°Inx — x° (144)
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X
Yo(X) = iy + thy, = <—X4 Inx + Z) X3+
3
+ (2%Ihx—x*)x ' =xInx— TX (145)
Luego, la solucién general de la ecuacién (133) es

3
y(x) =ax 2+ x4+ xlnx — TX (146)



Ejercicios Propuestos
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mw+w+@—£m

By’ -y = eXe+1

Yy = e2x(1 . ef2x)1/2

y'=y =(+1)"

B x°y” — 2y =sin(Inx)

@y +4y = o5

y'+4y' +4y =3e7, y(0)=y'(0)=0
By +3y+ 2y = 6xe_X(1 —e™)

B Xy -2y = 25

m Xy +3xy' +y =1, y(1)=1, y(1)=0

Dr




