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m Resuelve EDs con fuentes discontinuas.
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Ecuaciones diferenciales con fuentes

discontinuas

Sesién 19.
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TL
or ) e En las aplicaciones, las funciones discontinuas (continuas
por partes) aparecen de manera natural. Por ejemplo, el

cierre y apertura de un interruptor es un fendmeno
discontinuo. Las ecuaciones diferenciales que contienen
funciones discontinuas son dificiles de tratar
analiticamente usando los métodos previos. La
transformada de Laplace es una herramienta poderosa
para este tipo de ecuaciones diferenciales, ya que facilita

el tratamiento de las funciones discontinuas.




Sesién 19.

e El propdsito de esta seccidn es el analisis de ecuaciones
EDOs Usando la . . . . .
= diferenciales con funciones discontinuas como fuentes.
J. duan En otras palabras, aprenderemos a resolver ecuaciones de

la forma

ay"+by+ey=1(t), y(0)=c  Y(0)=a
(1)

donde a, by c son constantes (a # 0) y f(t) tiene un
ndmero finito de discontinuidades en el intervalo [0, 00).
Este tipo de problemas surge en situaciones donde la
entrada a un sistema fisico experimenta cambios
instantaneos, por ejemplo, cuando se abre o se cierra un
interruptor, o cuando las fuerzas que actiian en un
sistema cambian de manera rapida.



Los pasos a seguir para resolver este tipo de ecuaciones

son los siguientes:

m Primer paso. Debemos representar la funcién f(t)
en forma de combinacién de funciones escaldn.

Segundo paso. Aplicar la transformada de Laplace a
toda la ecuacién diferencial.

Tercer paso. Hacer uso de la transformada de
Laplace para las derivadas y tomar en cuenta las
condiciones iniciales.

Cuarto paso. Despejar Y (s) y calcular su inversa
con el objetivo de hallar la funcién y(t), la cual sera
la solucién de la ecuacién diferencial (1).
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con una discontinuidad

y'+9y=u(t-5), y(0)=-2 (2)
Solucién: Aplicando la transformada de Laplace, resulta
LIyl +9L[y] = L[u(t —5)] (3)

Luego, usando el teorema 4.3.1, y tomando en cuenta la
condicidn inicial, tenemos

—bs

sY(s)+2+9Y(s) = & (4)

S
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Bl Factorizando y despejando a Y(s), obtenemos

2 e >

s+9+s(s+9)

Y(s)=—

Para encontrar la solucién y(t) debemos calcular la
transformada inversa, esto es

S+
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Desarrollando en fracciones parciales la expresidn

1 A B

- _ = 7
s(s+9) s TS +9 (")
Tenemos, As + 9A+ BS =1, de donde, A=1/9y
B = —1/9. Entonces
6755 e755 6755
= - Q

s(s+9) 95  9(s+9)
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RN v su transformada inversa es

—bs 1 e—55
ol S S -
{ S ] 9 [s+9]

u(t —5) — %u(t _ 5)e%t-5) (g)

. e—55 B 1
s(s+9)] 9

1

9

Tenemos la solucién de la ecuacién (2)

1 1
y(t) = =27 + §u(t —5)— §u(t — 5)e’9(t’5) (10)
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EDOs Usando la

Solucién: Aplicando la transformada de Laplace

Lly'T+ Lly] = Llu(t — 2)e~?)] (12)
obtenemos
6725
Y(s) — Y(s) = 1

SY(5) = y(0) + Y(s) = = (13)

Sustituyendo la condicién inicial y factorizando
ef2s
Y(s)[s+1] =1+ (14)

s+ 2
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Despejando Y(s), resulta
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1 N e 2
S s+1 0 (s+1)(s+2)

Y(s) (15)

El dltimo término lo podemos desarrollar en fracciones

parciales, como resultado tenemos

1 e—2s e—25

:s+1+5+1_s+2

Y (s) (16)
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Por dltimo, aplicando la transformada inversa de Laplace

y(t) = LY(s)] =L [?11] Lo {56:51] _
e[2)-

= et u(t — 2)e*(t*2) — u(t — 2)672(t72)
et + U(t — 2) (e—(t—2) — e_z(t_2)) (17)




Sesién 19.
Soluciones de
EDOs Usando la
TL

Dr. J. Juan

Usar la transformada de Laplace para resolver la ecuacién
diferencial con valores iniciales

3 0<t<m,
0 t>m.

y(0)=0, y'(0)=0

(18)
Solucién: Para resolver esta ecuacién hagamos uso de la
funcion escalén y los teoremas antes mencionados.
Primero, desarrollamos la funcién f(t) en funcién del
escalén
F(t) = fo(t)+u(t—t1)[A(t)—fo(t)] = 3—3u(t—m) (19)
Entonces, la ecuacién (18) se puede escribir como

y'+y=3-3u(t—m) (20)

y'ty =f(t) =
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Ahora aplicamos la transformada de Laplace a la
ecuacién (20), tenemos

L'+ LIyl =3L[A] = 3L[u(t —m)] (1)

Haciendo uso de las férmulas para la transformada de
Laplace de las derivadas, y considerando las condiciones
iniciales, tenemos

3 3 —TS
SY(s)+ Y(s) = = - ¢

: 22)
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3 3e7 7™
Y(s) = 20 (21D (23)

Desarrollando en fracciones parciales la expresidon que
estd en el denominador de (23), esto nos da como
resultado

1 A Bs+C 1 s

_— = — == 24
s(s2+1) s+52+1 s s2+1 (24)
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Sustituyendo este resultado en (24), se obtiene

3 3s 3 3s
Y - _ _ _—_ _ _ ) ) 25
(s) s s241 se +s2+1e (25)

Por ultimo, calculamos la transformada inversa de esta
expresion. El resultado final es

y(t) = L7'Y(s)] =3[l - cost]u(t)—
— 3u(t—m)[1l — cos(t — )] (26)

ésta es la solucién del problema con valor inicial.
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Sl Resolver la siguiente ecuacién diferencial
y" +4y = 3u(t—5)sin(t —5), y(0)=1, y'(0)=
Solucién:  Aplicamos la transformada de Laplace

L[y"] +4L[y] = 3L[u(t —5)sin(t —5)]  (28)
De donde, obtenemos

36755

$Y(s) = 5y(0) = y'(0) +4Y(s) = 5

(29)
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3e—55

(s> +4)Y(s) = o1

+s (30)

Luego, despejando Y'(s), resulta

3e s LS
(s2+1)(s®>+4) s2+4

Y(s) = (31)

Para obtener la solucién de la ecuacién (27) debemos
tomar la transformada inversa

y(t) = L7HY(s)] = L7 Lz i 4} +L7 {(52 +34G)ZS2 - 1)}

(32)



Sesién 19. Tomando en cuenta el resultado (??) podemos escribir

Soluciones de
s e755 6755
t)=L" — £t
v(t) [52—1—4} [52—1—4} + s2+1
33

EDOs Usando la
Calculando por separado las TI.

L1 { 214] = cos 2t
s

L1 e —1ut—5 sin2(t —5
]~ et Sy -5)

2+4| 2

£ [ e 1 — u(t — 5)sin(t — 5)

s2+1
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Sustituyendo estos resultados en (33), obtenemos el
resultado final

y(£) = cos 2t + u(t—5) sin(t—5) — %u(t—S) sin 2(t — 5)
(34)
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£00s Lando fa Hallar la solucién del problema con valores iniciales

y'+2y +5y =1—u(t—7),  y(0)=y'(0)=0 (35)
Solucién: Aplicando la transformada de Laplace
Lly"]+2L[y'1 +5L[y] = L[L — u(t —7)] (36)

resulta

ef7s

Y (s)—sy(0)—y'(0)+2[sY (s)—y ()] +5 Y (s) = é_
(37)



Sesién 19.
Soluciones de
EDOs Usando la

Poniendo las condiciones iniciales, factorizando y
despejando, obtenemos la ecuacién

—7s

1 e
Y(s) = s(s>+25+5) s(s2+2s+5) (38)

Desarrollando en fracciones parciales la expresion

1 A B
= — LC (39)

s(s2 +2s+5) s+s2+2s+5

[$11 8]

ResultaA:%,B:—%yC:_
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Sustituyendo en (39), obtenemos

1 1 s+2 1
s(s2+2s+5)  5s 5(s2+2s+5) bs
s+2
40
5[(s + 1)% + 4] (40)
Entonces, de la ecuacién (38), tenemos
1 s+2 e’ e (s +2)

55 5[5t 1214 55 @ 5(s1214
(41)
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(s+2) B s+1+1 s+1 N
5[((s+1)2+4]  5[(s+1)2+4] 5[(s+1)2+4]
2
42
5-2[(s+1)% +4] (42)
Entonces, la expresién (41) tiene la forma
1 s+1 2
Y = —— — _
) = 5 ST 1r 4 5 2GR 4
—7s —7s 1 2e7s
R Chu © (43)

5s (s+1)2+4 5-2[(s+1)>2+4]
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Aplicando al TI, finalmente, se tiene

1 -t 1 1
y(t) == — e? (c052t+ Esin Zt) — gu(t —7)+

o1

+ %u(t —T7)e =7 {cos 2(t—7)+ %sin 2(t — 7)](44)



Observacion: la ecuacién (35) puede modelar el
movimiento de una masa unitaria m = 1 unida a un
resorte con constante k = 2, la cual se desliza sobre una
superficie con coeficiente de amortiguamiento igual a 2.
Las condiciones iniciales las podemos interpretar de la
siguiente manera: en el tiempo t = 0 la masa se
mantiene en reposo en y = 0. Cuando t < 7, la
superficie se inclina de tal manera que la gravedad
proporciona una fuerza unitaria (en este caso en la parte
derecha de (35) aparecerd la unidad) que alarga al
resorte. En el tiempo t = 7, la superficie vuelve a
nivelarse (es decir, la parte derecha de (35) serd cero) .




St 16 Resolver el siguiente problema con valores iniciales
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TL” 1 para0<t<1

"2y =r(t) = 45
d Y (t) 0 parat > 1 (45)
r(t)
1| |
0‘ 1 ~t

Figure: Onda cuadrada r(t).
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Solucién:

Antes que nada escribamos r(t) en funcién de las
funciones escaldn, esto es, como

r(t) = u(t) +u(t—1) (46)

Sustituyendo en (45) y aplicando la transformada de
Laplace, obtenemos

L") +2L[y] = Llu(0)] + Llu(t —1)]  (47)

De donde, resulta

—S

s2Y(s) — sy(0) — y'(0) +2Y(s) = % - € (48)



Sesion 19. Sustituyendo las condiciones iniciales y despejando Y(s),
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1 e’
Y(s) = 49
(s) s(s?+2) + s(s?+2) (49)
Desarrollando en fracciones parciales la expresidn
1 A Bs+C
—_— = 50
s(s?+2) s+52+2 (50)
tenemos
A+B=0
2A=1 (51)

C:
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De donde, C =0, A=1/2y B = —1/2. Entonces

1 1 s (52)
s(s2+2) 25 2(s2+2)
Sustituyendo en (49), obtenemos
1 s e * e s
YS)= st — s (53)

2s  2(s24+2) 25  2(s2+2)
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Nos queda por calcular la transformada inversa

y(t
_1 _1 —1|_S 1.oa(e’|
= 2F H 2 {52+2]+2£ {s}
Lo
2
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-1

i

u(t — 1) (55)
L7 [e7°F(s)] =

(F(s):m:cosﬁt) B

por el teorema 4-7-1)

cos V2(t — L)u(t — 1)
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Sustituyendo estos resultados en (55) tenemos el
resultado final

1 1
y(t) = B (1 — cos \/§t>—§ (1 — cosV2(t — 1)) u(t—1)
(56)
Este mismo resultado lo podemos escribir de la siguiente
manera:

J(t) = {%(l—cosﬁt) para0 <t < 1
Lcosv2(t —1) — Lcosv/2t parat > 1
(57)
Como podemos observar, la solucién y(t) representa una
composicién de oscilaciones armonicas.



Ecuaciones diferenciales con impulsos
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‘ 2

B Y o=, vm) =y Y(6) =K
CIS-UGTO. (58)
donde a, b, c, son constantes y la funcién f(t) continua
por partes en el intervalo [0, 00). Sin embargo, en
muchas de las aplicaciones surgen problemas de valor
inicial donde la funcién f(t) representa una fuerza que es
muy grande durante un tiempo muy corto y cero en el
resto del tiempo. A estas fuerzas se les conoce como
impulsivas o forzamiento de impulso, y ocurren, por
ejemplo, cuando dos objetos entran en colisién.
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S El impulso de una fuerza f(t) durante el intervalo de
a tiempo a < t < a+ k se define como la integral de f(t)
de a a a+ k. Desde el punto de vista practico, es de
interés el caso en que k — 0, es decir, el impulso de una
fuerza que actda sélo por un instante muy corto. Para
analizar este caso, consideremos la funcién definida por

1 <t<t4+k
f(t)y={® 2=E=EF (59)

0, otros valores
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Ealle
b
Il
—
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Su impulso /, es igual a la unidad, ya que la integral da
el drea del rectangulo. Esto es

[e'e] at+k 1 1
e = | f(dt= [ Tdt= -t
) /0 0 / Tdt=

= L(atk-a)=1 (60)

Usando la funcién escalén unitario, podemos representar
a fi(t) como

lt) = 7 [o(t—2) —u(t—(a+ k)] (61)
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Aplicando la transformada de Laplace a esta funcion,
resulta

LI = (L[t —2)—u(t—(a+ )] = (62)

1 1—ek
- —as _ ,—(a+k)s a3 =
ks [e ¢ } © ks
Por definicién, se sigue que
lim fi(t) = o(t — a) (63)

k—0
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WSS de Dirac (también se le conoce como funcién de impulso
unitario). El cociente de 62 tiende a la unidad cuando

k — 0, esto se hace usando la regla de L'Hospital. Por
consiguiente, cuando k — 0, tenemos que la
transformada de Laplace de la funcién delta de Dirac es

Li(t—a)=e* si a=0 — L[o(t)] =1 (64)



Debemos tener en cuenta que 6(t — a) no es una funcién
en el sentido usual del calculo, sino que se trata de una
funcién llamada funcion generalizada, ya que (59) y (60)
cuando k — 0 implican

— o
S(t—a) =0 F72 v / 5(t—a)dt = 1

0 otros wvalores 0

(65)

Sin embargo, una funcién ordinaria que es 0 excepto en
un solo punto debe tener la integral 0. No obstante, en
problemas de impulsos es conveniente operar sobre
d(t — a) como si fuera una funcién usual.
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La idea es poder resolver ecuaciones diferenciales del tipo

d?y  d :
XY eyt = d(tb). y(t) =30 V() =¥
(66)

{0, t £t (67)

oo, t=1

donde

i(t — to)
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Supongamos que tenemos una masa unitaria unida a un
resorte cuya constante es 9 y resbala sobre una superficie
sin friccién. Supongamos, ademds, que para t <0, la
masa esta en el punto de equilibrio y en reposo en x = 0.
Cuando t = 0, a la masa se le da un fuerte golpe en la
direccidon x positiva. Hallar la ley que gobierna el
movimiento de este sistema masa-resorte.



Solucién:
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e De las condiciones del problema, tenemos que en t = 0,

W x(0) =0, pero x'(0) estd indefinida debido a que la
aceleracién en este punto es infinita. Para indicar que
antes de t = 0 la masa estaba en reposo, escribimos la
condicién inicial x’'(0) = 0. Tenemos, entonces, que la
ecuacion diferencial que describe el movimiento de
nuestro sistema es

2

d*x / N
Tz T =0(0, x(0)=0, X(0)=0"  (68)
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Tomando la transformada de Laplace en ambos lados de
la ecuacién (68), resulta

L [‘j{—tﬂ +9L[x] = L[5(¢)] (69)

Esta expresion la podemos escribir como

s?X(s) — sx(0) — x'(0) +9X(s) = 1 (70)

donde hemos usado el resultado(64).
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S L ity obtenemos la expresién

11
$24+9 524 (3)2

X(s) = (71)

La transformada inversa la escribimos de la siguiente
manera:
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or J duan Usando la férmula £71 [szj:—wz] = sinwt de la tabla
4.4-2, resulta
1 . 1 .
x(t) = 3 Sin 3t = 3 Sin (3t + 27) (73)

Hemos obtenido la ley de movimiento para un sistema
masa-resorte, para el cual la amplitud es A=1/3, la
frecuencia w = 3 y el periodo T = 2.



Resolver el siguiente problema con valores iniciales
y'+2y=6(t-2), y(0)=0 (74)

Solucién:  Aplicando la transformada de Laplace,
tenemos

LyT+2Ly] = Lo(t=2)],  y(0)=0  (75)

Usando la transformada de Laplace para la derivada,
obtenemos

sY(s) —y(0) +2Y(s) = e * (76)
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Sustituyendo las condiciones iniciales y despejando,

resulta
2s

o
s+2
Tomando la transformada inversa de esta expresion

Y(s) = (77)

s+ 2

-2 [ 2] (78)

y(t) = u(t — 2)e 272 (79)
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Resolver el siguiente problema de valor inicial

y'+2y'=3y = §(t—1)-34(t—4), y(0)=0, y'(0)=0
(80)
Solucién: Aplicando la transformada de Laplace

Lly"+2L[y"1=3L[y] = L[6(t - 1)] = 3L[o(t —4)] (81)
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Tenemos

s°Y(s) — sy(0) — y'(0) + 2[sY(s) — y(0)] +3Y(s) =
= e —3e % (82]

Tomando en cuenta las condiciones iniciales y despejando
Y(s), resulta

e s e~ %

$2125s—-3 s212s—3

Y(s) = (83)
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Desarrollemos en fracciones parciales la expresion

1 1 LA LB e
$24+425—3  (s+3)(s—1) s+3 s-—1

Resultan las ecuaciones

A+B = 0
3B—A = 1 (85)

Las soluciones de este sistema son A= —1/4y B=1/4.
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Sustituyendo, tenemos

1 e*°

3 6745 3 ef4s

4s—1

45s4+3 4s5-—-1
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Usando la tabla 4.4-1 y el teorema 4.7.1, tenemos el
resultado final

1
y(t) = Ju(t-1) [et™D) — e73071] 4

3
+ Zu(t —4) [e737%) — (9] (88)



Ejemplo 10:
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Hallar la respuesta del sistema amortiguado masa-resorte
representado por la ecuacidn

y'+3y +2y=0(t-3), y(0)=0, y(0)=0

(89)
Esta ecuacién y sus condiciones iniciales nos dicen que el
sistema se hallaba en reposo y en el tiempo t = 3, el
sistema recibié un fuerte impacto.



Solucién:
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Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de
la ecuacién (89)

Lly"]+3L[y'] +2L[y] = L[5(t - 3)] (90)
Tomando en cuenta las condiciones iniciales, resulta

S°Y(s) +3sY(s) +2Y(s) = e (91)



Sesin 19. Factorizando, tenemos
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ef3s

Y(5)= ————=
(s) s24+3s+2
Podemos desarrollar en fracciones parciales la expresion

(92)

1 1A B
$24+35+2 (s+2)(s+1) s+2 s+1

Los valores de las constantes son A= -1y B = 1.
Entonces, sustituyendo estos valores en (93) y a su vez
en (92), tenemos

e—3s e—3s

Y(S):_s+2+s+1 ()
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Ahora, aplicamos la transformada inversa de Laplace,
esto es

W)= e = (£5) v (£5)

s+ 2 s+1
(95)
Aplicando el teorema 4.7.1 y la tabla 4.4-1, el resultado
final es

y(t) = u(t —3) [e (3 — 23] (96)



Ejercicios Propuestos

el y" —4y' +6y = 30u(t —),

EDOs Usando la

t2 0<t<1,

By =¢(-t 1<t<2,
t+1 t>t
y(0)=1, y'(0)=

1 0<t<2m,

"y = 3 0<t<m,
Y Y 0 t>nr«
y(0)=0, y'(0)=0



