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Competencias:
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m Comprende el teorema de convolucién y su
importancia.

m Desarrolla habilidades en la aplicacion del teorema
de convolucién.



Contenido de la Sesién
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m Conoce el teorema de convolucion.

m Resuelve EDOs usando el teorema de convolucién.
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La convolucion
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Podemos ver a la convolucién de dos funciones f(x) y

g(z) como la funcién resultante que aparece despues de

efectuar los siguientes pasos:

m girar respecto del origen los valores de una de ellas,
es decir g(z) = g(—z) para todo z desde —o0 a oc.

m ir trasladando la funcién girada sobre la otra
f(z)g(x — z).
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m en cada punto x calculamos el valor que resulta de
sumar los productos obtenidos de multiplicar para
todos los z los correspondiente valores de las
funciones f(z) y g(x — z).
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Convolucién En esencia estamos calculando para cadavalor de x una
especie de valor ponderado de una de las funciones f(x)
con los valores de la otra g(x). En el caso de que el area
encerrada por la curva de g(x) fuese igual 1, entonces
estariamos calculando para x una media ponderada.
Matematicamente la expresidon para esta operacién es:

o0

10 g0 = [ f@deb—2z=h) (1)
De la expresidn anterior puede verse como para un valor
fijo de x los origines de las funciones f y g estan
desplazados justamente en ese valor x.
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Los valores de f para z crecientes van siendo
multiplicados por valores de g para (x — z) decrecientes.
En el caso discreto que veremos mas adelante esta visién
intuitiva de la convolucién quedard aiin mas clara.
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Teorema de convolucidn

Si aplicamos la transformada de Laplace para resolver
ecuaciones diferenciales con valores iniciales,
probablemente la dificultad aparezca cuando tengamos
que descomponer un complicado producto en la suma de
dos o mds términos simples usando fracciones parciales.
A pesar de que el dlgebra involucrada es elemental,
puede llegar a ser bastante laboriosa.

Seria factible tener una regla de productos para las
transformadas inversas de Laplace. Es decir, poder
calcularlas a partir de las transformadas inversas de cada
uno de sus factores. Esta regla existe y de esto nos
ocuparemos en esta seccion.
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Deseamos calcular la TIL del producto F(s) y G(s)

LTHF(s)G(s)] (2)
donde

LTF(s)] = (). L7G(s)] = g(t)

De la definicién de la transformada de Laplace, tenemos

F(s) = /0 T f(r)edr, G(s) = /0 " g(u)e = du
(3)

Donde estamos tomando a 7 y u como las variables de
integracién (esto no cambia nada).
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- podemos escribir como

F(s)G(s) = ( /O h f(T)e—STdT) ( /0 N g(u)e_S“du>
(4)

La primer integral no contiene a u, por lo tanto, podemos
escribirla dentro de la segunda integral, esto nos da

F(s)G(s) = /Ooo (/OOO f(T)eSTdT> g(u)e™du (5)

Luego, combinando este resultado en una integral doble,
resulta
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Ll /0 h ( /0 b f(T)g(u)e_s(T+”)deU) (6)

El
DICIS-UGTO.

Haciendo la sustitucién

dt B
du
= u<t<oo (7)

t = 71T+u—T7=1t—uU, 1, 0<7<

Por lo tanto, tenemos

F(s)G(s) = /Ooo /oo f(t—u)g(u)e *dtdu  (8)



Sesin 20. EI Ahora, cambiando el orden en la integral doble, resulta

F(s)G(s) = /000/0 f(t—ug(u)e *dudt  (9)

Convolucién
Podemos segregar los términos que contienen u y escribir

F(s)G(s) = /0 h ( /0 (e — u)g(u)du) estdt  (10)

Si hacemos la siguiente definicidn

h(t) = /Ot F(t — w)g(u)du (1)

entonces

F(5)G(s) = /0 7 h(t)e -t (12)
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Esto es

F(s)G(s) = L[h(t)] = H(s). (13)

Conclusién: Hemos expresado el producto de F(s) y
G(s) como una transformada de Laplace. Ahora
podemos calcular facilmente la transformada inversa del
producto de F(s) y G(s), esto nos da

LF(5)G(s)] = £ [H(s)] = h(t) = / f(t-w)g(u)du
’ (14)
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Estos resultados los podemos formular en el teorema
siguiente.

(convolucion) sean f(t) y g(t) dos funciones definidas en
[0,00), para las cuales la transformada de Laplace existe.
Entonces, el producto de sus transformadas F(s) y G(s)
es la transformada H(s) de la convolucién de h(t) de
f(t) y g(t) representada por L[f = g|(t) y se define como

h(t)=(fxg)(t)=Ffxg= fot f(r)g(t—7)dr Vt>0

(15)




Con esta notacién podemos reescribir los resultados
anteriores como

L7UF(s)G(s)|=fx*g (16)
que es equivalente a
LTF(s)G(s)] = LTHF(s)] * L7G(s)] (17)

Esta férmula nos dice: La transformada inversa de
Laplace de un producto es la convolucién de las
transformadas inversas de Laplace.



Propiedades de la convolucion:
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fxg=gxf
(Fxg)xh="fx(gxh)
fr(grt+g)=Ffxg+fxg
fx0=0%xf=0
fxl=1xf#f
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Sean f(t) y g(t) funciones continuas por partes en
[0, 00) y de orden exponencial. Entonces, la
transformada de Laplace de la convolucion de f(t) y g(t)
esta dada por la expresion

L[(f « g)(t)] = L[ ()] L[g(t)] = F(s)G(s) | (18)
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/A Tenemos

FI6E) = { [ e [ e stuan} -
= / / —THf(r)g(u)drdu =
(o

— /0 )dr /O e st g(u)du (19)
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Hagamos un cambio de variables t = 7 + u, donde 7 esta
fijo. Entonces, u =t — 7 y los limites de integracién para
t son de 7 a co. Por lo consiguiente, tenemos
F(5)G(s) = / F(r)dr / estg(t —7)dt  (20)
0 T

La region de integracion 0 < 7 < oo, 7 < t < 00.
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Cambiando el orden de integraciéon obtenemos la regién
de integraciéon como 0 <t < o0, 0 < 7 < t. Por
consiguiente

Fls)6(s) = /OOO e "t / ()t - 7)dr =

- /Ooo e /Ot F(r)g(t —)dr bt =

= [ e =Ll see) & @)
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o e Dada la transformada de Laplace

El 1
DICIS-UGTO. Y(S) - m

(22)
Hallar la funcidn f(t).
Solucién:  Escribamos la expresion (22) de la siguiente

manera:
1 1

52—1—1.52-1—1

Y(s) = (23)
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Entonces

y(t) = L‘l{ L }*ﬁ‘l{ L }—sint*sint—

241 s2+1
t 1 t
= /sinrsin(t—r)dT:——/ cos tdr +
0 2 Jo

! t 1
/ cos(2T — t)dr = —=cost + =sint (24)
. 2 2

N~
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Usar la convolucién para resolver la ecuacién

y'+ay' + by =1f(t), y(0)=y'(0)=0 (25)

donde a y b son ciertas constantes.

Solucién:

Supongamos por un momento que f(t) = 6(t), es decir,
que la funcién f(t) es igual a la funcién delta de Dirac.
Analicemos el problema de valor inicial

xX"+ax' + bx=46(t), y(0)=y(0)=0 (26)
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como la respuesta al impulso §(t). Aplicamos la

Eléctrica, transformada de Laplace a la ecuacién (26), con el fin de
e obtener una expresién para x(t).

L[x"] + aL[x'] + bL[x] = L[6(t)] (27)
Obtenemos

s2X(s)—sx(0)—x'(0)—asX(s)—sx(0)+bX(s) =1 (28)
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Recordemos que la transformada de Laplace de la
funcién delta de Dirac es L[0(t — to)] = e y para el
caso en que ty = 0, tenemos L[0(t)] = 1.

Al sustituir las condiciones iniciales y despejar X(s),

resulta
1

s2+as+b
Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién (25),
tomando en cuenta las condiciones iniciales y despejando
a Y(s), obtenemos, en analogia con (29), la siguiente
expresion:

X(s) = (29)

F(s)

=) 30
s2+as+b (30)
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Y(s)=  —
(s) s2+as+ b

F(s) (31)

Tomando en cuenta el resultado (29) podemos escribir la
expresién (30) como

Y(s) = X(s)F(s) (32)
Luego, tomando la inversa

y(t) = LY (s)] = LTHX(s)F ()] = L [X(s)]+L[F (s)
(33)
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Tenemos que la solucién al problema de valor inicial (25)
es

y(t) = x(t) * £(¢) (34)
Es decir, podemos resolver y(t) conociendo sélo la

funcién f(t) y la solucién x(t) de la ecuacién diferencial
con el mismo lado izquierdo pero con la funcién

f(t) = d(t).
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DICIS-UGTO. y/ -+ 2y = f(t), }/(O) =0 (35)

Solucién: Sea la ecuacién

X +2x=0(t),  y(0)=0 (36)

Aplicando la transformada de Laplace

LIx] + 2L[x] = L[5(1)] (37)
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sX(s) +2X(s) =1 (38)
Despejando, resulta

1
X(s) = 39
(5) =115 (39)
Luego, aplicando la transformada de Laplace al problema

original (35) y haciendo un poco de &lgebra, tendremos

Y(s) = F(s) (40)
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Tomando la inversa y aplicando los resultados de (16),
DIEISUETO, resulta

1
s+2

y(t)zﬁ—lms)]:rl[ ]c F(s) (41)

y(t) = e« f(1) (42)
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t t
y(t) = e xt = / e At rdr = e_2t/ 2 rdr
; 0 ;
[»\C\S—lh;%’@_ (43)

La integral
t
/ e rdr = et <E — 1)
0 2 4

Sustituyendo en (43), obtenemos el resultado final

t 1

y(t) = 571 (44)

Este resultado es la solucién de la ecuacién (35) para
f(t)=t.
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Convolucin Evaluar la TL de f(t) = e* convolucién g(t) = sin t.
O e Solucién. Del teorema de convolucién, tenemos

El

t
DICIS.UCTO. et xsint = / e’ sin(t — 7)dt (45)
0
Aplicando la TL, resulta

L{ /t e’ sin(t — T)dT} = L{e'} - L{sint} =
1 i 1 1
s—1 $2+1 (s—1)(s2+1)

(46)
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By —-3y=46(t-2), y0)=0
By +y=0t-1), y(0)=2
Y e, 0<t<?2 ey
y—y—{ 1 t>02 },y(O)—3y(0)——1

)

y// _|_6y/ +5y =t — tU(t — 2)’ y(O) = ]_7 y/(O) =0



