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Ecuacion diferencial de Hermite
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Una de las ecuaciones que tienen interés practico es la

tiene la forma

y" —2xy' +2ny =0

donde n es, usualmente, un entero no negativo, n > 0

ecuacion de Hermite. La ecuacién de Hermite de orden n

(1)
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Solucién:

Esta ecuacidn tiene solucién en serie de potencias
alrededor de x; = 0, es decir, de la forma

= Z amx™ (2)

Luego, derivando (2), obtenemos

y' = i mamxm_l7 i m(m—1)a,x™ -2 (3)
m=1

m=2

Poniendo estos resultados en la ecuacién (1) se tiene
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Bessel Esta misma ecuacién la podemos escribir en su forma

equivalente

[ee] oo o
Z m(m — 1)a,x"* — Z 2ma,x™ + Z 2na,,xm™ =0
m=2 m=1 m=0

(5)
Para factorizar las sumas y los exponentes de x, hagamos
s=m—2, m=s+2en la primer suma de (5), en las
otras dos sumas es suficiente cambiar el indice m por s
sin que las sumas se alteren.
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Entonces, tenemos

Z(5+2)(5+1)35+2X5_Z 2sasxs—|—z 2nasx®* =0 (6)
s=0 s=1 s=0

Para factorizar x* debemos hacer que las tres sumas
empiecen en un mismo valor, a decir, en s = 1. Para esto
desplazamos las otras dos sumas una unidad

2a,+2nag +§: [(s+2)(s+1)asso —2(s — n)as] x* =0
@
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2a +2nag = 0, a,= —nag
(s+2)(s+1)agso —2(s—n)as, = 0, s=1,2, 3,(8)

La primera de las ecuaciones en (8) nos da el coeficiente
a, en funcién de ag y la segunda ecuacién es la ecuacién
de recurrencia, la cual podemos escribir como

~ 2(s—n) B
ds42 = mas, S = 1,2,3, e (9)



Demos algunos valores a s para encontrar algunos
coeficientes a

1 —
2 =
3 =
4 =
5 —

2(1—n
B (3-2)al
~2(2-n)_  2(2-n)n
4.3 27T 43 W
:2(3—n)a :2(3—n)2(1—n)a
5.4 5.4.3.2
B 2(4—n)a B _2(4—n)2(2—n)na
6.5 6-5-4-3
2(b—n
(7~6)a5:

2(5—n)2(3—n)2(1 —n)

a

7-6-5-4-3-2
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2(6 — n)
8.7
2(6 — n)2(4 — n)2(2 — n)n

—= — ao
8:7-6-5-4-3

s = 6 — a= ag =
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Sesién 25 Ahora sustituyendo estos resultados en la serie (2),
obtenemos

y(x)

2 3 4 5
ag + ai1xX + axx” + asx” + agx + asx” +

‘-:-76X6 —+ :97X7 —+ .38X8 + ...

2(1 —
ap + a1 x — nagx® + (3 2n)31x3_
2(2 = n)n 2°2(3—n)(1—n
TN CET (I
22(4—n)(2—n)n
6.5.4.3 7T

235 -n@B-n)1-n)
7.6-54-.3.2 % (10)
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Finalmente, esta solucién la podemos escribir como

S 2K(=n). . (—n+2k—2) o |
1+; - ((2/<)!+ )X] (11

21 —n)...(L—n+2k—2) 54
X+; 2k + 1)! X
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Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel

Dr. J. Juan ., . . . .
a La ecuacién de Hermite (1) tiene mayor importancia para

el caso en que n > 0. Si n es un entero par, entonces el
coeficiente de ag en (12) termina, siendo cada término
igual a cero, para k > %(n + 2). Si n es entero impar,
entonces el coeficiente a; en (12) termina, siendo cero
cada término para k > 3(n+1). Por consiguiente, la
ecuacion de Hermite admite siempre una solucién
polinomial de grado n, para n > 0.
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Una expresion simple para la solucién polinomial la dan
los polinomios de Hermite.

Estos polinomios tienen la
forma
5 (=1)knl(2x)"—2k
Ho = ko S (12)
en donde 7

representa el mayor nimero entero < g

Entonces, y = H,(x) es una solucién de la ecuacién de
Hermite.



Condiciones suficientes para la existencia
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Hemos probado que una ecuacién con coeficientes
constantes, asi como con coeficientes variables, admite
soluciones en forma de series de potencias de (x — xg).Es
l6gico preguntarnos si cualquier ecuacion con coeficientes
variables tiene solucién en forma de series de potencias.



Condiciones suficientes para la existencia

de soluciones en serie de potencias
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Sea

y'+ P(x)y' + Q(x)y =0 (13)

donde los coeficientes P(x) y Q(x) pueden ser
desarrollados en una serie de potencias para |x| < R.
Entonces, cada solucion y(x) puede ser expandida en una
serie de potencias para |x| < R.
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Series generalizadas: método de Frobenius

El método de Frobenius es una herramienta para resolver
ED lineales con coeficientes variables, sin embargo, este
método se aplica a ecuaciones mas generales para las que
el método de series de potencias no es aplicable. De aqui
que el método de Frobenius tenga gran importancia
practica.

Un punto x = x en el que los coeficientes P(x) y Q(x)
de la ecuacioén

y'+P(x)y' + Q(x)y =0 (14)

son analiticos (admiten desarrollo en series de Taylor) se
[lama punto ordinario de la ecuacién. Un punto que no
es ordinario se llama punto singular de la ecuacién.
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e entonces el método de las series de potencias es aplicable
y nos da las soluciones en forma de potencias de x — xq,
como se vio anteriormente. Sin embargo, si x = xp es un
punto singular el método de las series de potencias deja
de ser aplicable ya que la ecuacién puede no tener una
solucién en serie de potencias de x — xp.
Afortunadamente, el comportamiento de los coeficientes
de una ecuacién en un punto singular a veces no es tan
malo como se cree y para tal caso tenemos el siguiente

teorema.




Método de Frobenius
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Toda ecuacidn diferencial de la forma

y// + b(X)y + C(X =0 (]_5)

donde las funciones b(x) y c¢(x) son analiticas en x = 0,
tiene al menos una solucién que puede representarse en
la forma
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y(x)=xPY 0 gamxT =D g amxtP
m ) m (16)
=xP(ag+ ax +ax*+...), a#0

donde el exponente p puede ser un nimero cualquiera
(real o complejo) y ap # 0.
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Para resolver la ecuacién (15) la escribimos de la
siguiente manera:

xy" + xb(x)y" + c(x)y =0 (17)

Luego, desarrollamos b(x) y c(x) en series de potencias,
es decir,

b(X) = b0+b1X+b2X2+. ey C(X) = C0—|—C1X+C2X2—|—. ..
(18)
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Después derivamos la expresién (16), obtenemos

V() = T g(m+ p)amx™ =
= x"pao+ (p+ L)arx +.. ]
Y'(x) = Tio(m+p)(m+p—1)amx™ "2
= x*[p(p — L)ao + (p + 1)parx + .. ](19)
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: Sustituyendo estas series en la ecuacién (17), obtenemos

lp(p—1Dag+...] + (bo+ bix+...)x"(pao+...)
+ (co+cax+...)x"(ap+ arx +...)

Luego, se igualan a cero las sumas de los coeficientes de
cada potencia de x. De esta manera obtenemos un
sistema de ecuaciones que incluyen los coeficientes
desconocidos a,,. Si la menor potencia es x", entonces su
ecuacién correspondiente sera
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[p(p — 1) + bop + C()]ao =0 (21)

Por suposicidn ag # 0, entonces, la expresion que serd
cero es

p(p—1)+ bop+ o (22)

Esta ecuacién cuadratica es de gran importancia y se
conoce como ecuacion indicial de la ecuacién diferencial

(15).
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(Método de Frobenious. Base de soluciones). Suponga
que la ecuacion diferencial (15) cumple los requisitos del
teorema (5.13.1) y sean py y p, las raices de la ecuacion
indicial (22). Entonces, se tienen los siguientes tres casos
posibles.
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yl(X) :Xpl(ao+81X+82X2+...) (23)

ya(x) = x2(Ag + Arx + Axx® +..) (24)

con coeficientes obtenidos sucesivamente a partir de (20)
con p = p1 Yy p = pa, respectivamente.



Caso Il:
Raiz doble p1 = p> = p
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. En este caso una base sera
1
yi(x) = xP(ag+arx+apx®+...) p= 5(1—b0) (25)

y

ya(x) = y1(x) In x+x?(Arx+Ax*4...) (x> 0) (26)



Caso lllI:

Raices que difieren por un entero.
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En este caso la base es
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y]_(X) :xpl(ao+alx+a3x2—l—...) (27)

ya(x) = Aya(x) Inx + xP2(Ag + Arx + Axx® +...) (28)

donde las raices son tales que p; — p» > 0y A puede ser
cero.



Ecuacion diferencial de Bessel
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e método de Frobenius es la importantisima ecuacién
llamada ecuacion diferencial de Bessel. Esta ecuacién
tuvo sus origenes cuando el matematico F.W. Bessel
analizaba el movimiento planetario. Las funciones de
Bessel, las cuales son soluciones de la ecuacion de Bessel
son muy importantes en el estudio de las vibraciones de
cadenas, propagacién de corrientes eléctricas en
conductores cilindricos, flujo de calor en cilindros,
vibracién de membranas circulares y en muchos mas

problemas de las matematicas aplicadas.
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Toda ecuacidn diferencial de la forma

X" +xy + (x* —12)y =0 (29)

donde v es un parametro constante, se llama ecuacion
diferencial de Bessel.
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las cuales tienen un punto singular en x = 0.
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Escribiendo la ecuacién (29) como

1 2 .2
v (55 )y=0 e

de donde podemos identificar a b(x) =1y
c(x) = x> — V2, las cuales son analiticas en x = 0, y por
lo tanto el teorema de Frobenius es aplicable. Entonces,

buscamos la solucién de la ecuacién de Bessel (29) de la
forma

y(x) = Z amxmtP (32)
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Derivando, se tiene

o0

Y(x) = Y (m+ pamx™tr!

m=0
o)

Y'(x) = Y (m+p=1)(m+p)anx™? (33)

m=0
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23 (m o+ p = 1)(m + p)anx™ 2+

m=0

3t ™

m=0

+x2 Z amx™P — 12 Z amx™? =0 (34)
m=0 m=0
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(ot p—1)(m+ p)anx™ +

m=0

+ Z(m + p)amx ™ +

m=0

£ am XM =AY A =0 (35)
m=2 m=0
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Desplazando los primeros dos lugares de las sumas en los
términos primero, segundo y cuarto, obtenemos

( 2—1/2)8 X0+p+[(p+1)2_l/2]alxl+p+
—J—ZHm—{—p —u2]3m+am_z]x’"+p:0

(36)
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obtenemos

(P* —v*a = 0, (m=0)
[(p+1)=v*]a = 0, (m= 1) (37)
[(m+p)?—v*]am+am> = 0, (m=2,

Debido a que ag # 0, de la primer ecuacién en (38) se
obtiene

plo=1)+p—1*=0 = (p+v)(p—v)=0 (38)
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Las raices son py = vy pp = —v.
Para p = p1 = v de la segunda ecuacién de (38) se
obtiene a; = 0. La tercera ecuacién se puede escribir
como

(m+p+v)(m+p—rv)am+amo=0  (39)
y para el caso p, = v esta expresion toma la forma

(m+2v)map, + am—> = 0. (40)
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Ul sucesivamente. Si hacemos m = 2s en (40) para los
Dr. J. Juan- demds coeficientes se obtiene
ars = —2;325,2, s=12 ... (41)
22s(v +s)
y es posible determinar sucesivamente los coeficientes
ar, as, ag, ... De esta manera obtenemos
o
aH = ————
22(v+1)
a2 40
dg = (42)

T2 +2) 22+ 1)(v+2)
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En general, tenemos

_ (=1)°a
2255l (v+1)(v+2)...(v+5s)’

aos s=1,2,...

(43)
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Los valores enteros de v se representan por n. Para
v = n la relacién (43) da como resultado

_ (=1)°a
225sl(n+1)(n+2)...(n+s)’

s=1,2,...
(44)

dos

donde ag sigue siendo arbitraria.
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Debido a la arbitrariedad vamos a elegir en lugar de
a=1a

1
dg = Sl (45)
Con esta eleccién de (44), tenemos
—1)s
A (=1) s=1,2,... (46)

- 22stnplsl(n+s)’
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de (32) una solucién particular de (29) que se representa

por J,(x)

25

Jn(x )—X"Zsom (47)

Esta expresion se conoce con el nombre de funcién de
Bessel de primera clase y de orden n. Esta serie converge
para toda x, y ademas converge con bastante rapidez
debido a los factoriales en el denominador.
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€Sse!
Bessel de orden cero

= (L) x? X! X
Jo(x) = 2_% Pssi(nt ) 21 2427 PGP
(48)

Para n =1, de la ecuacién (47) obtenemos la funcién de
Bessel de orden uno. ésta tiene la forma

> (_ 1)5X2s+1 X X3 x5 x7

hx) = 2; 22 T5i(s 1 1) 2 231021 252131 273141 T
(49)
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Se puede demostrar que para x grande, se tiene

Jo(x) = \/gcos (x— 2= —

Ahora veamos el caso en que v > 0. Para esto es
conveniente usar algunas férmulas obtenidas de la
funcion Gamma.

(50)

INE
N—
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Por definicién la funcién Gamma representada por I'(v)
es

M) = / ettt (51)
0
Luego, se cumplen la relaciones

Nv+1)=vl(v), T(n+1)=n!, (n=0,1,2,...)
(52)
La funcién Gamma generaliza la funcién factorial
conocida en el cdlculo elemental.
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1
- 53
R Y (53)
Entonces la expresién (43) toma la forma
—1)s
dos ( ) (54)

T2l + D) +2) - (v + S (v +1)
Luego, tomando en cuenta (52)

v+l (v+1)=T(v+2), (v+2)I(rv+2)=T(r+3)
(55)
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Siguiendo estos razonamientos tenemos que en general
v+D)w+2)---(v+s)IMv+1)=T(v+s+1) (56)

De tal manera que los coeficientes vienen dados por la
expresion
(1)

- 22stvsl[ (v + s 4+ 1)

(57)

dos
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; obtiene una solucién particular de la ecuacién (29)

representada por J,(x)

Ju(x )—x”Zsom (58)

A esta funcién se le conoce con el nombre de funcién de
Bessel de primera clase y de orden v. La serie (58)
converge para todo x.
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particular J,(x) de la ecuacién de Bessel. Ahora nos
queda por obtener la solucién general de la ecuacién de
Bessel. Para esto debemos hallar una segunda solucién
linealmente independiente.

Al sustituir v por —v en la ecuacién (58), obtenemos

00 _ 5X2s
) = xSy e (59)
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Esto es debido a que la ecuacién de Bessel incluye a 12,

las funciones J,(x) y J_,(x) son soluciones de la misma
ecuacién para el mismo v. Si v no es entero, estas
soluciones son linealmente independientes, ya que el
primer término en (58) y el primero de (59) son mdltiplos
finitos diferentes de cero de x” y x™, respectivamente.
Entonces, tenemos los siguientes teoremas:
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o Si v no es un entero, una solucidn general de la ecuacion
o 8l de Bessel para todo x # 0 es

Depart

y(X) = C1J,/(X) aF C2J_V(X) (60)

donde J,(x) y J_,(x) estan definidas en (58) y (59),
respectivamente. Sin embargo, si v es un entero,
entonces (60) no es una solucion general de la ecuacion
de Bessel. En este caso las dos soluciones de (60) serdn
linealmente dependientes.
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(Dependencia lineal de las funciones de Bessel). Siv = n
es un entero, entonces las funciones de Bessel J,(x) y
J_n(x) son linealmente dependientes, debido a que

Jon(x) = (=1)"n(x) n=1,2,--- (61)
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Resolver la siguiente ecuacién diferencial
2.1 / 2 1
xy" + xy' + 4X—Z y =0. (62)

Solucién:

La ecuacién (62) es muy parecida a la ecuacién de Bessel
(29). Para que estas dos ecuaciones sean iguales
debemos hacer 4x2 = t2 — t = 2x, donde t es una
nueva variable independiente.
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Es decir, en la ecuacién (62) debemos hacer la
sustitucién t = 2x

dy _dydt ,dy &% _
dx dtdx “dt’ dx2

d [(dy d dy d (dy)\ dt d?y
dx (dx) dx ( dt) dt (dt dx dt? (63)
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Dr. J. Juan- Donde hemos aplicado la regla de la cadena. Ahora
sustituimos estos resultados en la ecuacién (62) y
obtenemos la siguiente ecuacién diferencial

2y d 1
tzd—:;+td—);+(t2—z>y=0 (64)

Esta ecuacidn es una ecuacién de Bessel con 1?2 =1/4 o
bien v = 1/2.
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teorema 5.16.1 que la solucién general es

y(8) = ada(t) + e ajalt) (65)

Luego, recordando la sustitucién t = 2x, tenemos la
solucién general de la ecuacién (62)

y(X) = C1J1/2(2X) + C2J_1/2(2X) (66)
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Bessel X2y + xy' +4(x* —2)y =0 (67)
: ‘ Solucién:
Si hacemos la sustitucidon

Resolver la ecuacién

t=x? (68)
y aplicando la regla de la cadena, tenemos
dx dtdx dt dt

Fy () A (apdy) e d () ndy
A2~ dx \dx/) — dt dt ) dx ~ dt dt

2

1o dy d?y dy d<y
= (V2L p o R L ) o2 =02 44—
< i Tt i~ tae
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Sustituyendo en (67), obtenemos

dy , , . d% | dy

2-L 44t t1/2 (2220 ) L 42 — 2)y =

<d+d2>+ ( V) s a2y =0
(70)
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oo 2 Simplificando, obtenemos la siguiente ecuacién de Bessel

Hermite y de
Bessel

2y d
t2d—t)2/+td—};—|—(t2—2)yzo (71)

donde v = v/2. Entonces por el teorema 5.16.1, tenemos
la solucién general de (71)

y(t) = C1J\/§(t) + C2J_\/§(t) (72)

Por consiguiente, la solucién general de la ecuacién (67)
tiene la forma

_y(X) = ClJﬁ(Xz) + C2J7ﬁ(X2) (73)



Propiedades de la funcién J,(x)

Sesién 25.
Ecuaciones de

e g G Al multiplicar (58) por x” se obtiene

Bessel
o ( . 1)5 X2s+21/

X x) = 52:; 22stvsil(v 4+ s + 1)

(74)

Ahora, derivando esta expresion respecto a x, resulta

o0

[ VJ Z 52 5+V) 2s+2v—1
—|X
225+V5|F (v+s+1)

s=

xYxV~ 1 ( 1) X2S
- 2225—4-1/ IsIF(v + ) (75)




Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel

De la ecuacién (58) podemos observar que el segundo

término es x”J,_1(x). Con esto hallamos otra relacién

atil

LIxvJ,(x)] = x"Jp-1(x)

(76)




Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel De manera similar, multiplicando (58) por x~*, tomando
or e la derivada y haciendo un cambio de indice se obtiene

d . B e (_1)5X2571 B
&[X JII(X)] - SZ; 225-{—11—1(5 _ 1)|I'(1/ + s+ ]_) o
( 1)m+1 2m+1

— 2mtH miT (v + m + 2)

(77)

donde s = m + 1. Usando (58), la expresién del segundo
término es —x " J,_1(x).



Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel

De esta manera obtenemos la relacién

%[XWJV(X) = —x"J,_1(x) (78)

Al desarrollar las férmulas (76), (78) y multiplicar (30)
por x?*, obtenemos

yx’jflJ,,—l—x”—XJl,(x) = x"J,_1(x) (79)

T X)) = X dalx) (80)



S Al restar (80) de (80) y dividir el resultado entre x,

Hermite y de

Bessel obtenemos la primer relacién de recurrencia

Jy_l(X) + J,,+1(X) = 2TVJ,,(X) (81)

Luego, al sumar (80), (80) y dividir el resultado entre x”,
obtenemos la segunda relacién de recurrencia

J-1(x) = o (x) = 2[4 (%)] (82)




Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel

Estas dos ltimas relaciones tienen una importancia
practica sobre todo en el trabajo numérico, donde la
expresion (81) puede usarse para expresar funciones de
Bessel de drdenes inferiores, las cuales permiten el uso de

tablas



Funciones de Bessel fraccionarias
_ 41 43 45
V——iﬁ,izﬁtz

Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel

Para v = % de la ecuacién (58), tenemos

) X2s

Jpp(x) = \/_Z 225+1/25|r(s+ )
- VPEZ?H%W5+ 2) &)




Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel

Recordando las relaciones
1

r <—> =vr, T(v+1)=uvl(v) (84)

Usando estas expresiones en el denominador se tiene

) - 30 30

27625 +1)(2s —1)...3- /7



Sesién 25. Ademads, en el denominador se tiene

Ecuaciones de
2% Hgl = 22Flg(s—1)...2.1=2%"125(25 —2)...4-2

Hermite y de
Bessel

El denominador queda como (2s + 1)!y/7, de donde

\/> s 25+1
il X Z 25 + 1) (86)

ésta es la serie de Maclaurin de la funcién sin x. Por
consecuencia

Jijalx) = \/ﬂz sin x (87)




Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel Ahora derivando (87), obtenemos

d%([\/;Jl/z(X)] =x2J_1p5(x) = \/gcosx (88)

de donde, obtenemos el resultado final

Jrja(x) = \/WZ cos x (89)




Verificar que las siguientes relaciones son

validas:

Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel




Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel

Y- Resolver la ecuacién

1
x2y" + xy' + (x2 - l_l> y =0. (92)

Solucién:
La ecuacién (92) es una ecuacién de Bessel con v = 1/2.
Entonces, la solucién general esta dada por la funcién

y(x) = c1diyo(x) + c2J-1/2(x) (93)



Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel

Luego, tomando en cuenta los resultados obtenidos en
(87) y (89) la solucién (93) la podemos escribir de la
siguiente manera:

2 .
y(x) = — (c1sinx + ¢ cos x) (94)



Resolver la ecuacién
9
X2y 4+ xy' + (x — l_l> y=0. (95)

Solucién:
La ecuacién (95) es una ecuacién de Bessel con v = 3/2.
Entonces, la solucién general es

y(X) = C1J3/2(X) -+ C2J_3/2(X). (96)
Tomando en cuenta las expresiones (91) y (91) podemos
escribir la solucién general (96) de la siguiente manera

y(x) = % {cl (sizx - cosx) +c (co)fx + sin x)}
(97)




Ejercicios Propuestos

Sesién 25.
Ecuaciones de
Hermite y de

Bessel

Y'+iy +(1-5%)y=0
4x%y" + 4xy’ 4+ (100x> — 9)y =0
Xy +xy' + (4x* = 2)y =0
X2y 4+ xy' + (x> —4)y =0
xy"+y +3y=0



