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Variacion de los parametros

Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del

el g Sin perder generalidad, este método lo ilustraremos para
valores propios . . . .
el caso de un sistema de tres ecuaciones diferenciales.

Sea el sistema no homogéneo

+31X+b1}/+€12 = fi(t)
+ ax + by + ez = ft) (1)

dt
dy
de
dz
P +asx + bsy + e3z = f5(t)



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del

ey Supongamos que la solucién general del sistema
homogéneo ya la conocemos, y tiene la forma

X(t) = C1X1 + CXo + C3X3
y(t) = an+ay+ay (2)
Z(t) = z1 + &2 + 373

Nos queda por buscar una solucién particular del sistema
no homogéneo (2).



Sesién 28.

Sistema de EDOs:

Método de
variacién del
pardmetro y

valores propios

Dr. J. Juan

El método de variacién de los pardmetros consiste en ver
a las constantes ¢;, ¢; y ¢3 de (3) como parametros que
dependen de la variable independiente t. Es decir, la
solucién particular tiene la forma

X(t) = Cl(t)Xl + C2(t)X2 + C3(t)X3
y(t) = alt)yr + clt)ys + c3(t)ys (3)
Z(t) = Cl(t)Zl + Cg(t)Zz -+ C3(t)Z3

donde c1(t), ca(t) y c3(t) son ahora funciones que
debemos hallar. Estas funciones las podemos encontrar
al sustituir (4) en (2).
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Sustituyendo (4) en la primera ecuacién de (2), tenemos

ax1+ ogxe + st + alxp +axy + by + erzy)
+ (g + axe + by, + e122) (4)
+ a(x3+ aixs + biys + e1z3) =
= h(t)

Todas las sumas que estan dentro de los paréntesis son
cero, (ya que el sistema (4) es solucién de la ecuacién
homogénea correspondiente).
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Por consiguiente, tendremos

X1 + Gxo + cix3 = f1(t) (5)

De manera andloga, al sustituir (4) en la segunda y
tercera ecuacién de (2), obtendremos el siguiente sistema
de ecuaciones para las cj, ¢, y cj, éstas son

C{Xl —+ C£X2 + C:/,’X3 = fl(t)
ani+ay+ays = h(t) (6)
z1+ Gz + gz = f(t)



Sesidn 28.
Sistema de EDOs:

Método d . . .

1= et 5 Este sistema es lineal respecto a ¢, ¢}, ¢} y tiene

pardmetro y

valores propios solucién, puesto que su determinante

X1 X2 X3

det{yi y» ys| #0 (7)
Z1 2 Z3

debido a la independencia lineal de las soluciones del
sistema homogéneo correspondiente. Una vez conocidas
ci, ¢4y ¢} e integrando, hallamos ¢(t), & (t) y c3(t), y
por consiguiente, la solucién de (4) del sistema no
homogéneo (2).



W9  Resolver el siguiente sistema de ecuaciones no
istema de EDOs:

actodo e homogéneas con las condiciones iniciales dadas
pardmetro y
valores propios dX
2—— —6bx+y = —6t°—t+3
dt

d

T2y = —2t-1, x(0) =2, y(0)

dt

Solucién:

Primero resolvemos el sistema homogéneo
correspondiente. Esto es, el sistema
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Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
pardmetro y

N Derivamos la primera ecuacién de (9), obtenemos

d®>x  _dx dy
6— + L —
dt? dt * dt

0 (10)

Luego, sustituyendo la segunda ecuacién en (10), resulta

d®>x  _dx d®>x  _dx
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parémetro y Despejando y de la primera ecuacién de (9), se obtiene

valores propios

dx
= 6x —2— 12
=06x -2 (12)

Luego, sustituyendo y en (11), tenemos

d2x dx
-~ _5= 1
2 5 + 6x =0 (13)

ésta es una ecuacidn lineal con coeficientes constantes.



Sesién 28.

Sistema de EDOs: — amt i3 i A
el Sea x(t) = e™ la solucién. Sustituyéndola en (13),

P resulta la ecuacién caracteristica
valores propfos
RO m-5m+6=0— (m-3)(m-2)=0—>m =3, m=2
' (14)
Entonces, la solucién general de la ecuacién (13) es
_ a3t 2t
x(t) = e’ + e (15)
Derivamos respecto a t esta expresion
dx
— =3¢ +2¢e*" (16)

dt



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del Poniendo las expresiones (16) y (15) en (12), obtenemos

pardmetro y

CEERLIEN |2 expresion para y(t). Esto es

y(t) =6 (1€’ + 0e®) — 2 (31’ + 2c2€*") = 26

(17)
Por consiguiente, tenemos las soluciones generales del
sistema homogéneo

xp(t) = e’ + qe*,
ya(t) = 2ce* (18)



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
pardmetro y

valores propies El método de variacién de los pardmetros consiste en
tomar a las constantes de las soluciones homogéneas
como funciones de t, y sustituirlas en la ecuacién no
homogénea con el propdsito de hallar a las funciones
c1(t) y co(t). De (18) tenemos el siguiente sistema:

x(t) = a(t)e’ + o(t)e*
w(t) = 2cy(t)e* (19)



Sesién 28.

Sistema de EDOs: H .
e Derivando este sistema, obtenemos

variacién del

pardmetro y dX
valores propios
P = e +3ce’ + che* + 2ce*t
dt
dy,
p /2t 2t
dt 2C2e + 4C26 (20)

Sustituyendo estos resultados en el sistema no
homogéneo (8), obtenemos el sistema

1 3
cje¥ +che’t = 32— St

2ce* = —2t—1 (21)
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Resolviendo respecto a ¢; y ¢, tenemos

1
c = (Et_3t2+2) e 3t

o = (—t—%) e (22)

Integrando la primera ecuacién, tenemos

alt) = / (%t -3t + 2) e 3tdt (23)
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Rl Esta integral se calcula por partes y el resultado es
Método de
variacién del

aloes propis SR U B N
a(t)=|(t —§1t—5 e (24)

De la segunda ecuacién en (22) tenemos la integral

o(t) = / (—t— %) 2 dy (25)

Esta integral se calcula facilmente, y el resultado es

o(t)=-(t+1)e ™ (26)

N~
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pardmetro y

valores propios homogénea (8)
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x,(t) = t*+t
yo(t) = t+1 (27)
La solucién general de (8) estard dada por la suma de las

soluciones homogéneas (18) y las soluciones particulares
(27). Esto es

x(t) = e+ e+t +t
y(t) = 2 +t+1 (28)
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Ahora nos queda por encontrar las soluciones que
satisfacen las condiciones iniciales. Sustituyendo las
condiciones iniciales en las soluciones (28), obtenemos el
sistema

at+o = 4
2c0+1 = 3 (29)
Resolviendo este sistema hallamos los valores de las
constantes, éstos son ¢; = 3y ¢, = 1. Poniendo estos
valores en (28), obtenemos finalmente la solucién del
problema (8)
x(t) = 3+t + 2+t
y(t) = 2" +t+1 (30)




Sesién 28.
SEECG  Resolver el sistema de ecuaciones
Método de
variacién del
pardmetro y

dx
valores propios P 2 4 — 4 t 1
1z +2x + 4y +
dy 3.
_ = Zt 31
XY 5 (31)

Solucién:
El sistema homogéneo correspondiente tiene la forma

dx

— 2 4y = 0
dt+x+y

dy

Z 4x—y = 0 32
XY (32)



Sesién 28.
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vari::lcién del
N Derivando la primera ecuacién de (32), obtenemos

d®°x  _dx dy
— 4— =0 33
dt? + dt * dt (33)

Sustituyendo la segunda ecuacién de (32) en (33), resulta

d? dx
SR Yo —4x+4y =0 (34)

dt? dt



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
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1 1d
y=—3x—75 (35)

2 4 dt
Sustituyendo esta expresién en (34), obtenemos la
siguiente ecuacién diferencial:

d’x  dx

@+a—6x:0 (36)



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del

pardmetro y Supongamos la solucién x(t) = e™. Sustituyéndola en
valores propios ., L.

(36), obtenemos la ecuacién caracteristica con sus
correspondientes raices

m’+m—6=0— (m+3)(m-2)=0—m; = -3, mpy =2
(37)
Entonces, la solucién de la ecuacién homogénea (36) es

xp(t) = cre ™3 4 et (38)



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
pardmetro y

veltres prelyies Derivando esta expresion respecto a t, obtenemos

d
d_)t< = —3ce 3 4 2¢e* (39)

Sustituyendo las expresiones (39) y (38) en (35),
obtenemos c
yo(t) = e — e (40)



Sesién 28.
SeWlbel  Finalmente, tenemos las soluciones de la ecuacién

variacién del homogénea (32) éStaS son

pardmetro y
valores propios

Dr. J lmnri Xh(t) — 4C1e73t + C262t
| w(t) = ce® —ce” (41)

donde hemos hecho el cambio ¢; — ¢; /4. Para encontrar
la solucién general del sistema (31), se supone a las
constates ¢; y ¢, como funciones de t en (41), esto es

x,(t) = Adci(t)e > + oo(t)e*
WD) = albe ™ —oe (@)



Sesién 28.

RNl Al sustituir el sistema (42) en la ecuacién no homogénea
Método de

variacién del (31), obtenemos el siguiente sistema:
pardmetro y
valores propios
Dr. J. Juan 4C{e_3t + C£e2t - 4t + ]-
; * 3
/ —3t /2t 2
ce >t — et = Et (43)

Al resolver este sistema respecto a cj(t) y c4(t), tenemos

3 4 1
Y s BT I
(] <10 + 5 + 5) e

6 4 1\ _
Cé = <—gt2+gt+g>€ 2t (44)



Sesién 28, Ahora nos queda integrar este sistema. Las integraciones
Sistema de EDOs:

o o se hacen por partes y el resultado es
plara' metro y 5
valores propios t t
3t
an C t - - + oA e
t 3t?
o(t) = (g + ?) e (45)

Sustituyendo estos resultados en el sistema (42),
obtenemos las soluciones particulares

xp(t) = 2+t
1

() = =5t (46)
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Sy Finalmente, sumando las soluciones particulares (46) a
las homogéneas (41), obtenemos la solucién general del
sistema no homogéneo (31)

x(t) = dge ¥+ et P+t

1
y(t) = ce 3 — ge* — §t2 (47)

donde c; y ¢, son ciertas constantes arbitrarias que
dependen de las condiciones iniciales.



Valores propios y vectores propios

Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método d 194
variacién del Supongamos que tenemos la ecuacion
pardmetro y
valores propios

Dr. J. Juan AY = \Y (48)

a

donde, A es una matriz dada, A es un ndmero (es decir,
es un escalar) real o imaginario por determinarse, y Y es
un vector también por determinar. De la ecuacién (48)
tenemos que para toda A, una solucién es Y = 0. A un
escalar A, tal que para cierto vector Y = 0 la ecuacidn
(48) se cumple, se le llama valor propio de la matriz A y
al correspondiente vector Y # 0 se le conoce como
vector propio de A.
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La ecuacién (48) podemos escribirla de la siguiente
manera:

AY =AY =0 < (A—A)Y =0 (49)

donde | representa la matriz identidad (la matriz
identidad tiene todos sus elementos ceros excepto los
diagonales que son unos). La ecuacién (49) representa n
ecuaciones algebraicas lineales con n incégnitas

Y1, Y2, ..., ¥n, que son las componentes del vector Y.
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Para que estas ecuaciones tengan solucién no trivial, es
decir, para que Y # 0, es necesario que el determinante
formado por la matriz (A — Al) sea cero, es decir, que se
cumpla la relacién

det(A — Al) =0 (50)

A este determinante se le conoce como determinante
caracteristico de la matriz A. Supongamos que la matriz
A, en la ecuacién (49), es de 2 x 2, entonces

(a1 — \)y1 + anpys =
any1+(an—ANy = 0 (51)
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valores propios

Dr. J. Juan ail — )\ aio
det(A — Al) = det =
et( ) € az axn — A
= (a1 — N\)(a — A) — apan (52)

= N — (211 + @)\ + an13 — apay =0

A esta ecuacidn se le conoce con el nombre de ecuacién
caracteristica de A. Sus soluciones son los valores propios
A1y A\ de A



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
pardmetro y

valores propios El procedimiento para encontrar los valores propios y los
Dr. J. Juan vectores propios del sistema (48), es el siguiente:

m Resolver la ecuacién caracteristica (52) para
determinan los valores propios A1, As.

m Sustituyendo el valor de A\; en la ecuacién (51), se
determina su correspondiente vector propio Y; de A.
Después se sustituye el valor de A\, en (51) y se
determina el correspondiente vector propio Y, de A.



Sesién 28.
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i Hallar los valores propios y vectores propios de la

variacién del
2 4
A= (1 2) (53)
Solucién:

parémetro y siguiente matriz
valores propios

Sustituyendo los valores de la matriz A en la expresion
(51), resulta el sistema de ecuaciones

Dr. J. Juan

2-XMyi+4p =0
i+2—=N)y

I
o

(54)
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el oronics El determinante caracteristico para la matriz A, es

det(A — Al) = det<21)\ sz):
— 2-N)2-A)-4
— AA—4) =0 (55)

De donde obtenemos las raices Ay =0y A\, = 4.
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Método de. Luego, tenemos que para A\ = 0, el sistema (54), es
pardmetro y
valores propios

2y1+4y, = 0
n+2» =0 (56)

Dr. J. Juan

De la segunda ecuacién, tenemos
n=-2y (57)

Entonces, podemos darle un valor arbitrario a y» y de
esta manera encontrar a y;. Eligiendo y, = 1, entonces,
tenemos que y; = —2.



-9 | uego el vector Y; tiene las componentes

Método de
variacién del

pardmetro y _2
valores propios Yl — ( ) (58)
Dr. J n 1

Para el caso en que A\ = 4, de la ecuacién (54), tenemos

ica
DICIS-UGTO.

(2 - 4)}’1 +4y, = 0
nt+t(@2-4)y, = 0 (59)

Esto es

—2y1+4y, = 0
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De la segunda ecuacién tenemos y; = 2y,. Eligiendo
A =1, resulta que A\; = 2. El vector propio Y, tiene las
componentes

() o



a9 Hallar los valores propios y los vectores propios de la

e siguiente matriz

variacién del
pardmetro y
valores propios

Dr. J 6 —-12 -1
A=11 -3 -1 (62)
-4 12 3

[MC\SJ’\E;’Q.
Solucién:
De la ecuacién (49), para encontrar los valores y vectores

propios, tenemos el sistema de ecuaciones

6—My1 =12y, —ys = 0
n+(=3=-Ay2—ys = 0 (63)
—4y; + 12y, + (3= N)ys = 0



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
vt dd El determinante caracteristico para la matriz A, es
pardmetro y
valores propios

6-\ —12 -1
det(A — Al) = det 1 -3-Xx -1 |=
—4 12 3-)
= (6-2)(\—9) -
— 48— 12+ 1244X+T72— 120 +36 — 12\ =
= X -6 +1IA-6=0
(64)
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Las raices de esta ecuacidn, es decir, los valores propios
son A\; =1, A\ =2y A\3 = 3. Eligiendo el primer valor
propio, es decir, para \; = 1, tenemos el sistema de
ecuaciones

S5y1 — 12y — 3 0
yi—4yp—y3 = 0 (65)
—4y1 + 12y, +2y3 = 0
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Método de . T .,
et dd Para resolver este sistema, dividimos la tercera ecuacidn

pardmetro y

valores propios entre 2 y sumando la segunda y la tercera ecuacion,
obtenemos

1= 2y (66)

Le damos un valor arbitrario a y», elijamos y» = 1,
entonces, de (66) tenemos que y; = 2. Después,
sustituyendo estos valores en la segunda ecuacién,
obtendremos el valor de y3, esto es

y3=y1—4yp — y3=2-4=2 (67)
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Método de Entonces, tenemos que para el valor propio A\; =1, el

variacién del

—— vector propio es

valores propios 2

S 'W‘,ﬂ Y, = 1 (68)
: -2

Para el segundo valor propio, A\, = 2, de (64) resulta el
sistema de ecuaciones

4y; — 12y, —y3 = 0
yi—5pn—y3 = 0
=4y +12p+y; = 0 (69)
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variacién del
pardmetro y

valores propios A la primera ecuacion le restamos la segunda, obtenemos
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7

=3 (70)

Eligiendo y, = 3, tenemos que A\; = 7. Sustituyendo
estos valores en la segunda ecuacién de (69), resulta

3=y1—5»=28-36 — y3=-8 (71)
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variacién del

pardmetro y prOpiO
valores propios
Dr. J. Juan 7
nento de Yi=| 3 (72)
-8

Para el caso A3 = 3, tenemos el sistema

31 —12po—y3 = 0
yi—06y—y3 =
—4y1 +12,+0 = 0 (73)
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De la tercera ecuacidén, tenemos

y1 =3y (74)

Eligiendo y, = 1, tenemos que y; = 3. Sustituyendo
estos valores en la primer ecuacién de (73), hallamos el

valor de y3

»3=3—-12yp=9-12=-3 — y3=-3 (75)
Finalmente, el vector propio correspondiente a A3, es

1
Ys=| 3 (76)
-3



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
pardmetro y
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Podemos concluir, que los valores propios de la matriz
(62) son A\; = 1,\; =2y A3 = 3, y sus correspondientes
vectores propios estdn dados por las expresiones (68, 72,
76).



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de .z . . .
variacion del Hallar la solucién general del siguiente sistema
pardmetro y
valores propios

oL R

‘rlluw — X
dy
= = 3x+4 77
T X + 4y (77)

Solucién:
La matriz A correspondiente al sistema (77) tiene la

forma
2 1
-2 o



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
pardmetro y

s £ Luego, la ecuacién caracteristica estd dada por la
Dr. J. Juan eXpreSiC/)n

34—
= M -6A+5=(\-5)A—-1)=0

det(A — Al) = det (Q_A L ): (79)

De esta expresién obtenemos los valores propios, estos
son: \; =5y A =1.
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Las componentes de los vectores propios los hallamos
resolviendo el sistema

(120 @

para cada valor de \.




Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Metodo e Para el primer caso, A\; = 5, de (80) resulta el sistema
pardmetro y
valores propios

—-3x+y =0
3x—y =0 (81)
Las soluciones de este sistema son: x =1,y y = 3. éstas

vienen siendo las componentes del vector propio que
representaremos como

(-



Sesién 28.
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Método de
il Para el segundo caso, A\, = 1, tenemos el sistema
valores propios

x+y =0
3x+3y = 0 (83)
Las soluciones son y =1y x = —1. Entonces, el vector

propio correspondiente es

(%) @)

<

Il
R
< X
~_

I
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Método de
variacién del
pardmetro y

valores propios

Finalmente, el resultado lo podemos escribir en forma
matricial

t 1 -1
(;Etg) = Vi€t + Vet = ¢ <3> e+ o ( ] ) et

(85)
Esta misma expresion la podemos escribir en sus
componentes
x(t) = e — ce'
y(t) = 3cie® + qe' (86)

Las constantes ¢; y ¢, son constates arbitrarias y se
obtienen de las condiciones iniciales.



a9 Hallar las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones
istema de EDOs:

Método de

vari::lcién del dX
Alores propios I = 2x +y+z
dy
- = —2x—-z
dt
d
= = 2x+y+2 (87)

Solucién:
La matriz correspondiente al sistema (87) tiene la forma

A=|-20 -1 (88)



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
pardmetro y

valores propios Para obtener los valores propios debemos resolver la
ecuacion caracteristica

2—-X 1 1
det(A—Al) = det| —2 -\ -1 |=
2 1 2-2)
= N -4\ 450-2=0 (89)

Obtenemos los valores propios Ay =2,y A\ = A\3 = 1.



Sesién 28.

Ll Para hallar los vectores propios debemos resolver el
etodo de

variacién e siguiente sistema de ecuaciones:
valores propfos
Or. J. Juan 2-ANx+y+z =0
- —2x—Ay—z =0
2x+y+(2-XNz =0 (90)

Primer caso: \; = 2, tenemos el sistema

y+z = 0
—2x —2y —z
2x+y =0 (91)



_ Sesién 28, Las soluciones de este sistema, es decir, las componentes
Sistema de EDOs:

Método de 1 .

Método de del vector propio V1, son:

pardmetro y

varIj)resJ pllfo;r)i-os 1
s Garcia Vi=|-2 (92)
2
Entonces
x(t) = e*
y(t) = —2e*
z(t) = 2e* (93)

es una solucién particular del sistema (87).



Sesién 28.

Sistema de EDOs:
Método de - ,
et @ Segundo caso: \; = A3 = 1, debemos definir el nimero
pardmetro y

valores propios de vectores propios linealmente independientes. Si

Dr. ) Juan A1 = X = 1, del sistema (90) tenemos la matriz
1 1 1
2 1 -1 (94)
2 1 1

El orden de la matriz es 3 y el rango r = 2. Entonces, el
nimero de vectores propios linealmente independientes es
igual a m=n—r =1. Luego, la raiz A\; = 1 tiene
multiplicidad k = 2 (es decir, se repite dos veces).



Sesin 28. Debido a que k > m, entonces, la solucion debemos
Sistema de EDOs: . .
Método de buscarla como el producto de un polinomio de orden

variacién del o At .
pardmetro y k — m = 1 multiplicado por e*?, es decir, de la forma

valores propios
x(t) = (a+ bt)ef
y(t) = (c+dt)e’
z(t) = (f+gt)et (95)
Para hallar los coeficientes a, b, ¢, d,f y g pongamos
(95) en el sistema (87) e igualando los coeficientes con
términos iguales, obtenemos el sistema
b+d+g =0 b=a+c+f
—-2b—d—-—g =0 d=-2a—c—f
2b+d+g = 0 g=2a+c+f  (96)




Sesién 28.

Sistema de EDOs:

Método de
variacién del
pardmetro y

valores propios

Hallemos las soluciones generales de este sistema. De las
dos ecuaciones de la izquierda, tenemos b =0, g = —d.
Sustituyendo estos resultados en las otras ecuaciones,
resulta

atc+f=0 d=-2a—c—f (97)

Las otras ecuaciones son consecuencia de éstas.
Resolvemos el sistema (97) respecto a y f;

a=—d, f=d-c (98)
De esta manera, todas las incégnitas se expresan a través
de c y d. Pongamos ¢ = (;, d = G, tenemos a = —(,,

b=0, f=C— ¢, g=—C. Hemos encontrado la
solucién general del sistema.



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del

ey Poniendo los valores encontrados de a, b, .., en (95) y
5 ) e tomando en cuenta la solucién (93), multiplicada por G,
: P8 obtenemos la solucién general del sistema (87), ésta

tiene la forma

X(t) = —Cget + C3e2t
(CL+ Gt)e' — 2Ce*
Z(t) = (C2 — Cl — Czt)et + 2C36‘2t (99)

<

—~
~

N
Il



Sistema masa-resorte

Sesién 28.
M0l Sean m; y mo, las masas de los cuerpos, ki y k; las

e rod s constantes de los resortes, figura. Escriba el sistema de

variacién del

e EDs que describen el comportamiento del sistema.

valores propios

Dr. J. Juan

Figure: Sistema masas-resortes.




Solucién:

Sesién 28.
Sistenizode EDOs: . . . .
Método de En este caso, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

variacién del

parametro y aC0p|adaS
valores propios
Dr. J. Juan
: dyy
m-y = —hwyt ka(y2 — y1)
d?y
mz—dtz = —ka(y2 — 1) (100)

donde yi(t) y y2(t) son los desplazamientos
desconocidos de las masas m; y my, respectivamente.
Las fuerzas que actiian sobre la primera masa dan la
primer ecuacién y las fuerzas que acttan sobre la
segunda masa nos dan la segunda ecuacién en (100).



Analizar el comportamiento del sistema

masa-resorte

Sesién 28.
Sistema de EDOs:

Método de kl k’g
variacién del m _W_ mo
pardmetro y

VElEIES (rerpiies 4///////////// VNSNS /777

Dr. J. Juan — T1 — 12

a

ko

Figure: Sistema de masas-resortes.

Solucién:
Las ecuaciones que describen el comportamiento del
sistema son las siguientes:

d?x
my F
mgﬂ

dt?

= —kixg — k3(X1 - Xz)

= —k2X2 — k3(X2 - X]_) (101)



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del

Carimetro y Supongamos las soluciones de la forma

valores propios

Dr. J Jj\lmm X]_ — ale)‘t y X2 = O{2e>\t (102)

Para sustituir en (101) debemos calcular las derivadas

dx d?x
T - e g s,
& - e e e (103)



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de .
variacién del Sustituyendo en (101), obtenemos
pardmetro y
valores propios

Dr. J. Juan mlal)\ze’\t = —klale — k3((1/1€ — Oégekt),

m2oz2)\2e’\t = —k20[2€ k3(062€ —OéQGAt)(104)

At

Eliminando la funcién exponencial, podemos escribir el
sistema de la siguiente manera:

(MmN + ki + ks)ag — ksan =
—ksoy + (Ma\? + ko + k3)ap, = 0 (105)



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
pardmetro y
valores propios

D Este mismo sistema lo podemos escribir en forma

matricial, es decir, como
(2e2) =2 V(™) Zo o
=0 106
k Kotk 2
= (BEy)) o



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
pardmetro y
valores propios

Dr. J. Juan Para que este sistema tenga solucién no trivial es
necesario que se cumpla la relacién

(k1+k3 + )\2> _ ks
det m m =0 (107)
_ s (kznf;@ +)\2)

m2



Sesién 28.
Sistema de EDOs:

Método de ,
variacion del Esto nos lleva a la siguiente ecuacion:
pardmetro y

valores propios

(M + kg + k3)(maA® + ko + k3) — k3 =0 (108)

ésta es una ecuacién cuadratica respecto a A2, y
determina las frecuencias de las oscilaciones del sistema.
Desarrollando los paréntesis, resulta

mlmz)\4 + (m1k2 + m1k3 + m2k1 + m2k3))\2 + k1k2 +
+ kiks + koks =0 (109)



Sesion 2. Esta ecuacién la podemos escribir como
Sistema de EDOs:
Método de

el AN + BN+ C =0 (110)
valores propios
Dr. J

donde, hemos definido

rica
DICIS-UGTO.

A= myimsy, B = m1k2—|—m1k3+m2k1—|—m2k3, C = kl
(111)
Hagamos en (110) la sustitucién
n =\ (112)

entonces, tenemos

A +Bn+C=0 (113)



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
pardmetro y
valores propios

Dr. J. Juan

Las raices de (112) son

B B2 —4AC
M2 = _ﬂ + T (114)



Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método d .y
1= et 5 Regresando a la expresién (112), resulta
pardmetro y
valores propios

B B2 — 4AC
2 _ _ b, vb —aAl
A== 2A:I: A (115)

Dr. J. Juan

De donde, resulta

B B2 — 4AC
A=/ ——4+— 116
2A 2A (116)
De aqui obtenemos cuatro raices, las cuales

representaremos como A1, Ao, A3 y As.



Ejercicios Propuestos

Sesién 28.
Sistema de EDOs:
Método de
variacién del
pardmetro y
valores propios

=2x—y+z, it X+2y—z,

dt =XxX—y+2z

BY=y+z $=3x+z E=3x+y

B Y =8y, §=-2z §=2+8 -2z

By =45, F=x x(0)=0y(0)=1
dx_l dy _ 1

dat — y» dt  x



