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Ecuaciones Diferenciales Parciales:

Conceptos Basicos

Sesién 31.
Introduccién a las

B En el curso de célculo de muchas variables aprendimos

Dr. J. Juan que si tenemos una funcién de mas de una variable, por

: ejemplo u = u(x, t), las derivadas parciales respecto a
cada una de las variables independientes se representan
como

ou __ ou __ &u &u &u

ox — Ux g T Ut 52 = Uo, Fg = Ua 35 = Ux

(1)

Estas dos notaciones las usaremos sin distincién a lo
largo de este capitulo.
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Una ecuacién diferencial en derivadas parciales (EDP) es
una expresion que relaciona las variables independientes
X1, X2, X3, .-, Xn, N > 1, la funcidén dependiente

u(x1, X2, ...X,) y sus derivadas parciales hasta el orden
m, donde m es un ndmero entero tal que m > 1.
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En general, una EDP se escribe como:

Ju Ju 0Mu _
F (xl, X2y oo s Xny Gar 0 B axflaxzk?..axnk") =0

(2)
donde los superindices ki, ka, ..., k, son nimeros
enteros no negativos tales que ki + ko + ...+ k, = my
F es una funcién dada de sus argumentos.
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Se llama orden de una EDP al orden superior de las
derivadas parciales que aparecen en la ecuacién.

Se llama solucion de una EDP de orden m, del tipo (2)
en un cierto dominio D de las variables independientes
X1, X2, X3, . . . Xy, @ Una cierta funcién u = u(xy, x2. ..., X,)
tal que sustituyéndola en la ecuacién (2) se obtenga una
identidad. A menudo, se requiere tan solo que la funcién
solucién sea continua en la frontera del dominio D, tenga
las derivadas en el interior de D y satisfaga la EDP en el
interior del dominio D.
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En general, la totalidad de las soluciones de una EDP es
muy grande, ya que pueden existir funciones muy
diferentes entre si que satisfagan la misma EDP. La
solucion de una EDP correspondiente a un problema
fisico dado se obtiene con ayuda de condiciones
adicionales que surgen del problema, por ejemplo, las
condiciones iniciales y las condiciones en la frontera
(estos son valores que toma la funcidn solucién en la
frontera de la regién considerada).

Una EDP se llama lineal, si ésta es lineal respecto a la
funcién desconocida y todas sus derivadas parciales que
forman parte de la ecuacién; en caso contrario la EDP se
llama EDP no lineal.
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Caracterizar las siguientes EDP:

—“+a8—“:0
8x2+ =0
ly——x—+u =0
IU% g; xy

Las dos primeras EDP son lineales, mientras que las dos
tltimas son no lineales. La primera y la tercera son de
primer orden, la segunda y cuarta son de segundo orden.
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Sea dada una funcién de dos variables
z="f(x,y) (3)

La ecuacién (3) se interpreta como una superficie en un
sistema de coordenadas rectangular x, y, z. La superficie
estard formada por los puntos con coordenadas x, y, z
que cumplan la ecuacién (3).
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Entonces, podemos decir que la solucién general de una
EDP representa una familia de superficies. Podemos
imaginar que la funcién depende no solo de dos variables
si no de tres. En tal caso, podemos escribir

u=f(x1, x2, X3) (4)

Geométricamente no podremos visualizar la expresion (4)
como en el caso de dos variables independientes (3).
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Sin embargo, podremos imaginarlo como un cuadruplo
de nimeros (xi, X2, X3, U) que representa a un punto en
un espacio tetradimensional y entonces, referirnos a (4)
como una superficie tridimensional o hypersuperficie.



Sesién 31.

LG Como ejemplo cldsico tenemos la esfera de radio R
Dizeize representada por x> + y2 + z2 = R? en el espacio

; tridimensional, entonces la esfera en un espacio

tetradimensional estard representada por la expresion

x2 + x3 + x2 + u? = C? a esta esfera se le llama

hyperesfera.

En general, las EDP se clasifican segun:

m El ndmero de variables independientes
m El orden de la EDP

m Los coeficientes (constantes 6 variables)
m La homogeneidad

m La linealidad



Métodos de solucién de las EDP
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Separacion de variables.

Transformacion de la variable dependiente: Este
método transforma la funcién desconocida de la
EDP en una nueva funcién desconocida que es mas
facil de encontrar.

Meétodos numéricos: Estos métodos cambian una
EDP a un sistema de ecuaciones en diferencias que
pueden ser resueltos usando técnicas iteractivas en
una computadora.



Integracion directa de
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Este método se aplica en ciertas EDP sencillas y lo
ilustraremos resolviendo algunos ejercicios.




Hallar la solucién u = u(x, y) de la EDP de primer orden

ou
— =0 5
pe ()
Solucién: Observamos que la funcién u(x, y) no depende
de x (debido a que la derivada respecto a x es cero). Sin
embargo, puede depender de la variable y, esta
dependencia la escribiremos como una funcién de y, es

decir
u(x, y) = ¢(y) (6)

esta es la solucién de (5), la cual contiene una funcién
arbitraria de y.



Sesién 31.
Introduccién a las
EDP: Soluciones

Directas

Hallar la solucién u = u(x, y) de la EDP de segundo
orden
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9%u
=0 (7)
OxQy
Solucién: Sea v = %, entonces % = 0, la solucién de
y X

esta Gltima ecuacién es v = f(y),

ou
3y f(y) (8)
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g—;dy:/f(y)dy - u(x, y)Z/f(Y)dY+G(X)
(9)

donde G(x) es una funcién arbitraria de x. La integral de
una funcién arbitraria serd una funcién arbitraria, por lo
tanto, la expresién (9) se escribe como

u(x, y) = F(y) + G(x) (10)
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Esta es la solucién general de (7). Para hallar una
solucién particular, algunas condiciones de frontera seran
necesarias para determinar las funciones F(y) y G(x),
estas condiciones dependen del problema a resolver.
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0%u 5
= 11
oxay ~ Y (11)
u(l, y) =y (12)
u(x,1)=x+38 (13)
Solucién: Sea v(x, y) = g—;’, entonces
aV(X, y) :x+y2 (14)

Ox
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Integrando respecto a x, se tiene

ov(x, x?
/ %dx = / (x +y?)dx, v(x, y) = S +y*x+e(y)
(15)
donde g(y) es una funcién arbitraria de y. Luego,
recordando la relacién de v con u e integrando respecto

ay,
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Y = (3 +y X+g(y)) dy + F(x){(16)
uxy) = SLETHGWHFN (D)

Ahora necesitamos obtener la solucién particular usando
las condiciones de frontera dadas en (12) y (13).
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y=sy PG HED) ()

De aqui podemos hallar a la funcién G(y), que tiene la

forma
1

G)=y- gy -3~ FO)  (19)

Sustituyendo esta dltima expresién en (17), resulta

1 1 1
u(x. y) = 5%+ 20° + 3 = 2y = F(1) + F(x) (20)



Whovse®l  De la segunda condicién u(x, 1) = x + 8 se tiene
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x* x 1 1
X+8:?+§+§—§—F(l)+F(X) (21)
De donde
x? x 1
F = - —=—— -4+ F(1 22
() =x+8-2-Z-Z4F1) ()

Sustituyendo este valor de F(x) en (20), finalmente
tenemos
1

1 1 2 47
u(x, y) = 5x°(y =1+ 3y’ (x= 1)+ 5y +3x+ = (23)
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0%u
=2 4 24
OxQy Xty (24)
Solucién: Podemos escribir la ecuacién dada como
0 (JOu
ZZE) 2ox g 25
a ( ay) X+ dy (25)

Integramos la ecuacién (25) respecto a x, esto es

[l fem
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g—; = x° +4yx + g(y) (27)

Integrando (27) respecto a y
ou )
/ @dy = / (x* + 4yx + g(y)) dy (28)
obtenemos la solucién general
u(x, y) = x°y +2y°x + G(y) + F(x)  (29)

donde G(y) y F(x) son ciertas funciones arbitrarias.
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a7 = x?cosy (30)
u(x,0) = 0
u(x, 7/2) = 0

Solucién: Integrando la ecuacién (30) respecto a y

0 (Ou )
[ Z= — 1
/8y (8y> dy /x cos ydy (31)
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Integrando una vez mas respecto a y, se tiene

o - e
= —x’cosy +yF(x)+ G(x)  (33)

donde F(x) y G(x) son dos funciones arbitrarias de x.
Usando la primera condicién a la frontera, tenemos

0=—x*+G(x) — G(x) = x? (34)
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u(x, y) = —x*cos y + yF(x) + x (35)
Para determinar la funcién F(x) usaremos la segunda
condicién

0=x2+ gF(x) 5 F(x) = —27’(2 (36)

Sustituyendo en (35) tenemos la solucién particular que
satisface las condiciones de frontera dadas

2
u(x, y) = x*(1 —cosy) — =x°y (37)
s
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Hallar una solucién al problema de valor a la frontera

u  Ou
xDy 8x+ u(0,y)=0 ux(x,0) = x* (38)
Solucién:

La ecuacién (38) la podemos escribir como

%B—;—U] i (39)
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Integrando respecto a x

/%[g—;—u] dx:/zdx (40)

Ju
= 41
Dy u=2x+f(y) (41)

Para una x dada, esta es una ecuacién lineal respecto a y
y se puede resolver como una EDO.

Dr. J. Juan

resulta
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Directas . .
tiene la integral

[oferay = [@rrtoperay= (@)
= / (2xe™ + e F(y)) dy + G(x)

Resolviendo las integrales y multiplicado por €”, nos da
como resultado

u(x, y) = =2x+ F(y) + " G(x) (43)
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De la primer condicién u(0, y) = 0, se tiene
0=F(y)+eG(0) Fly)=—€"G(0)  (44)
Sustituyendo en (43) obtenemos

u(x, y) = —2x — e’G(0) + ¢’ G(x) (45)



Para hacer uso de la segunda condicién, primero
debemos calcular la derivada respecto a x de (45)

ou
= el 4
~ 2+ €'G'(x) (46)

Ahora, la condicién u,(x, 0) = x* nos da
x? =24 G'(x) G'(x)=x*+2 (47)

Integrando la Gtima expresién de (47) se tiene
G(x) = %3 + 2x de aqui resulta G(0) = 0. Sustituyendo

estos resultados en (45) obtenemos la funcién u(x, y)
que satisface el problema planteado

u(x, y) = —2x + & (X; + 2x> (48)
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Hallar una EDP de primer orden que tenga como
solucién general a la funcién

u(x,y) = yF(x) — x + 4y? (49)

donde F(x) es una funcién arbitraria de x.
Solucién: Si derivamos la ecuacién (49) respecto a y se
tiene

du

9y F(x) + 8y (50)

Esta es una EDP de primer orden, sin embargo aparece
la funcién arbitraria F(x).
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De la expresion (49) podemos despejar F(x)

— 42
F(x) = utx—4y” (51)
y
Sustituyendo (51) en (50) y acomodando términos,
resulta la EDP de primer orden.
8
Y u=x+ 4y? (52)

8
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Hallar una EDP de primer orden que tenga como
solucién general a la funcién

u = u(ax — by) (53)
Solucién: Sea
z=ax — by (54)

Entonces
u=u(z) (55)
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Derivando respecto a x, resulta

ou B Ou 0z ou

ox —9z0x 20z (56)

Derivando respecto a y,

ou Oudz ou
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Igualando estas dos expresiones, obtenemos la EDP de
primer orden

b— +a— =0 58
" (58)



Ejemplo 10:
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EDP: Soluciones
u(x, y) = xF(y) + yG(x) (59)

Directas

donde F(y) y G(x) son funciones arbitrarias, hallar una
EDP de segundo orden.
Solucién: Dividiendo la expresién (59) entre x

== F(y) +26(x) (60)

derivando respecto a x
d [uy 0 y
— =] = 5 [F + 26 (61)

X X
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Acomodando los términos, resulta

Xy =y 6 ()~ G (62)

Ahora, dividiendo (62) entre y
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% B (x% - u)} _ % XG'(x) — G(x)] =0 (64)

Aplicando la derivada en la parte izquierda de (64), la
parte derecha es cero, resulta

1 ou x 0%u 1du
(2 X —-==0 65
y? (Xax u) Tyoyox  yoy )




Sesién 31.
Introduccién a las
EDP: Soluciones

Directas

Multiplicando esta expresién por y? y acomodando
términos, finalmente se tiene el siguiente resultado

0%u ou ou
Xyaxay—ya—y—X$+u=0 (66)
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