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m Resuelve EDs lineales de primer orden.

m Conoce el método de solucién de ED no lineales (de
Bernoulli).

m Modela procesos fisicos sencillo.
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ED lineales homogéneas.
ED lineales no homogéneas.
ED reducibles a lineales (ED de Bernoulli).
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Ecuaciones diferenciales lineales (EDL)

de primer orden

Seccién 4. ED de ., . . . 7
primer orden Una ecuacién diferencial lineal no homogénea de orden n,

e se escribe de la siguiente manera

a,,(X)an + an— 1( )jln T+ -+ al(X)?l_i + ao(x)y = g(X)

De esta expresion se sigue que una EDL no homogénea
de primer orden se expresa como

a1(x) ¥ + ao(x)y = g(x)




Debido a que a;(x) # 0, podemos dividir esta tltima
expresion y obtener

dy  a(x) &)

dx = ai(x) ap(x)

Definicién: Toda EDL de primer orden no homogénea se
puede escribir en su forma estandar

o+ PRy =f(x) (1)

donde P(x) = z‘igg y f(x) = 51(();)) son funciones
continuas de x en un cierto dominio D (también pueden
ser funciones constantes). Partiendo de la ecuacién (1),

analizaremos dos métodos para resolverlas.



Método I: Variacién del parametro

Sl Supongamos que podemos escribir la ecuacién (1) de la
primer orden
siguiente manera:

&+ Px)y=0 (2)

la cual se llama ecuacién homogénea (no en el sentido
que vimos anteriormente, sino que es homogénea porque
estamos suponiendo, por un momento, que en (1),
f(x)=0).

La solucién de la ecuacién (2) la podemos encontrar
separando las variables y después integrando

dy_— X )ax n|c
Y- /P()d+||| 3)
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después de integrar tomamos la inversa del logaritmo,
resultando

yh = ce” I PO (4)
Hemos definido y,, para recordar que tenemos la solucién
de la ecuacién homogénea (2) y no la solucién de la
ecuacién (1), que es no homogénea. En la expresién (4),
c es la constante de integracion.
Definamos una nueva solucién que llamaremos solucién
particular (o complementaria) y la representaremos como
¥p- Esta nueva solucién se construye en base a la
solucién homogénea (4) tomando a ¢ como una funcién
dependiente de x, es decir, como ¢ = c(x). La solucién
particular tendra la forma

Yo = c(x)e I P (5)



N F  Sustituyendo (5) en la ecuacién no homogénea (1),
primer orden
tenemos

= [t 7]+ POgcx)e P < 1) (6)
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Aplicando la derivada, resulta

W+ e—fP(x)dx% +
dx
P TIT = f(x) (1)

Los términos, primero y tercero de la izquierda de (7) se
cancelan quedando la ecuacién

efP(x)dxdz_(XX) — f(x) (8)

ésta es una ecuacion con variables separables
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, : Wﬁ”“ de(x) = f(X)efP(x)dde = c(x)= /f(x)efP(x)dde

F'\C\‘S—UG%U

(9)
Sustituyendo ¢(x) en (5), tenemos que la solucién
particular tiene la forma

Yp = C(X)e—fP(x)dx _ e—fP(x)dx / ef P(X)de'(X)dX

(10)
De tal manera que la solucién general de la ecuacién
diferencial lineal no homogénea es y(x) = y, + y,
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y(X) — Ce—fP(x)dx + e—fP(x)dx f ef P(X)dxf(x)dx

(11)

Si sustituimos ésta solucién en la ecuacién (1), esta
altima se anulara, mostrando asi que efectivamente la
relacién obtenida es la solucidn general de la ecuacién
(1). Es importante mencionar que la suma de dos
soluciones (homogénea yj, y particular y,) es valida sélo
para ecuaciones lineales. En problemas de ingenieria, la
solucién homogénea representa el estado transitorio del
sistema y la solucién particular su estado permanente o
estacionario.



Método Il: Factor integrante

Rl Sea dada la EDL de primer orden en su forma estandar

primer orden

Dr

o+ PRy =f(x) (12)

Supongamos que existe una funcién
(x) = el PO (13)

la cual llamaremos factor integrante. Multiplicamos la
ecuacién (12) por este factor integrante

ef P(X)dxj_y + P(X)ef P(x)dxy _ f(x)ef P(x)dx (14)
X



XS La ecuacidn (14), la podemos escribir como una
primer orden R . .
diferencial total, es decir, como

d (ef P(X)dxy> = f(x)el PXdxqx (15)

Integrando esta ecuacién, obtenemos
el POIdxy, — / f(x)el POdx + ¢ (16)

donde c es la constante de integracién. Multiplicando la
ecuacién (16) por e~/ PX)dx  obtenemos

y(X) — Ce—fP(x)dx + e—fP(x)dx f ef P(X)dxf‘(x)dx

(17)
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Como podemos observar, la expresién (17) es idéntica a
la expresién obtenida (11), usando el método de
variacién del pardmetro. Al resolver las ecuaciones
diferenciales lineales, ustedes pueden elegir el método
que mejor hayan comprendido.




Ecuaciones no lineales o de Bernoulli
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DICIS-UGTO iii_i + P(x)y — f(X)y" (18)

donde n # 0, 1 se le conoce como ecuacién de Bernoulli.
Se supone que las funciones P(x) y f(x) son funciones
continuas de x. Los casos n =0, 1 no se consideran, ya
que corresponden a una ecuacién lineal no homogénea,
y'+ P(x)y = f(x), y a una ecuacién lineal homogénea,
y' + [P(x) — f(x)]y = 0, respectivamente.



bl Si y" =~ 0, podemos escribir la ecuacién (18) en su forma

primer orden

D equivalente

y L POy = () (19)

Definiendo una nueva funcién z(x) como

z=yl" (20)

la ecuacidn (19) se transforma en una ecuacién
diferencial lineal. Para verificar lo antes dicho, debemos
sustituir la expresién (20) en (19).
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Diferenciando la expresién (20), obtenemos
dz _,dy dy 1 dz

= (1= - =———— (21
dx (1=n)y dx  dx (1 —n)y—"dx (21)
Sustituyendo en la ecuacién (19)
y " dz
— — + P =f 22
Ty TP = @)
Finalmente, tenemos la ecuacién
d 4 (1-n)P(x)z=(1- n)f(x) (23)

Esta es una ecuacién diferencial lineal respecto a
z = z(x), la cual puede ser resuelta por cualquiera de los
dos métodos estudiados anteriormente.



Ecuaciones reducibles a lineales

Bl Definicion: La ecuacién no lineal de la forma

q(x)e” + r(x) (24)

o
—~
x
~—
Q-lil
X I<
I

donde a es una constante y p(x), g(x) y r(x) son
funciones continuas de x en el dominio en que la
ecuacion es valida, se puede transformar en una ecuacién
lineal mediante la sustitucidn

z=e¥ (25)




Sk  Como z es una funcidn continua de x, derivamos la

primer orden

o ) e funcién (25) respecto a x, esto es

8 dz _.dy dy
Eléctrica [ ay 7 __ __ -7 2
DICIS-UGTO dx ae dX de ( 6)
Despejando, tenemos
dy 1 dz
AR 27
dx az dx (27)
Sustituyendo en la ecuacién (24), obtenemos
d
_p(X) z q(X) + r(x) (28)

az dx z
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Esta dltima expresion la podemos escribir como

dz  ar(x) aq(x)

— + z=— , p(x)#0 29

T 2T e P 29)
Finalmente, esta ecuacion la podemos escribir en la
forma estandar

4 4 P(x)z = f(x) (30)

donde hemos definido P(x) = ar(X) Y f(x) =—3 X) De
esta manera la ecuacién no Iineal (24) se transforma en
una ecuacién lineal (30) mediante la sustitucién (25).
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Observacion: si en lugar de la sustitucién (25),
hubiésemos elegido z = e¥, entonces, la ecuacién (24) se
transformaria en una ecuacién de Bernoulli, que a su vez,
podemos transformarla en una ecuacién lineal. Habrd
ocasiones en que tomaremos la sustitucion z = e¥.



Seccién 4. ED de
primer orden

Dr. J. Juan
Rosales C

Departan

Resolver la siguiente ecuacién diferencial

: y
=7 1
U vy (31)

Solucién:  Antes que nada debemos analizar la ecuacién.
Vemos que la ecuacién (31) es no lineal respecto a y,
debido a que hay una y?. Sin embargo, podemos
observar que si la ecuacién la vemos respecto a x, ésta
serd una ecuacion lineal no homogénea. Es decir,
tomamos a x como una funcién dependiente y a y como
la variable independiente

dx 3
— — —X=-Yy 32
oy (32)

esta es una ecuacién lineal no homogénea de primer
orden respecto a x.
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Primero, buscamos la solucién correspondiente a la
ecuacién homogénea obtenida de (32)

dx 3
— ——x=0 33
"y (33)

La ecuacién (33) es una ecuacién con variables separables

dy_nC
/——3 Y | (34)

Donde hemos escogido, por comodidad, a la constante
de integracién ¢ como In [c|. Integrando ambas partes de
(34) hallamos que la solucién es

In|x| = 3Inly| =In|c| = x»=cy? (35)
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El siguiente paso es encontrar la solucién particular x, de
la ecuacién (32). Para esto, tomamos la solucién (35) y
suponemos a ¢ como una funcién de y. La solucién
particular tiene la forma

o = c(y)y’ (36)
Derivando (36) respecto a y, tenemos
X, = ¢ (y)y® +3c(y)y (37)

Sustituyendo en la expresién (32), con el objetivo de
hallar la funcién c(y)

c(y)y® +3cty)y” — W =—y (38)



NEOPNFN  quedando solamente la ecuacién
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e ‘W= (39)
DICSUGTO Integrando la expresién (39), resulta
dy 1
)= [¥=1 (40)
2oy
sustituimos en (36),
3
Yy 2
X, ="— =1y (41)
"y

Entonces, la solucién general de la ecuacién (31), tiene la
forma

x(y) =xn+x, = cy> + y? (42)



SeEefen &, B el Hallar la solucién de la ecuacién diferencial
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or ) duan xy' — 2y = 2x* (43)
l - Solucién:  Suponiendo que x # 0, dividimos la ecuacién
PICISUETO (43) entre x, y obtenemos la ecuacién

2
Yy =<y =2¢ (44)
X
La ecuacién homogénea correspondiente es
2
"—=y=0 45
y' =y (45)
Separando las variables e integrando
d d
Y_, | (46)

y X



RPN obtenemos la solucidn de la ecuacién homogénea (45)
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El siguiente paso es obtener una solucién particular y,,.
Para esto, en la solucién homogénea tomamos la
constante ¢ como una funcidn de x. Entonces, la
solucién particular tiene la forma

Yo = c(x)x* (48)

Sustituyendo en la ecuacién (44), resulta

¢/ (x)x% + 2cb)% — %—a S c(x) = 2x (49)

Integrando, resulta

c(x) =2 / xdx = x* (50)
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Luego, sustituyendo este valor en (48) tenemos la
solucién particular

Yp = x* (51)

Entonces, concluimos que la solucién general de la
ecuacién (43), es

y(x) = ya(x) + yp(x) = ox? + x* (52)



Skl Usar el factor integrante para resolver la ED (32)
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‘ dx 3

— — —x=— 53

o Y (53)
Solucién: El factor integrante serd una funcién de y,

wly) = el PO (54)

De la ecuacién (53) podemos identificar a P(y) = —}%,
entonces

wly) = el PO)dy _ e—3f% e ¥y _ - _

1 1
= e|ny3 = F (55)




Luego, se toma el diferencial total respecto a y del
producto de x por el factor integrante y multiplicamos la
parte derecha de la ecuacién (53) por el mismo factor
integrante, esto es

d d
d <}%> _ Yy _ Y (56)
Integrando, tenemos

X dy X 1
d(—) :—/— S Xl e
/ y? y? y: oy
De esta dltima expresidon, vemos que

x(y)=cy*+y° (58)

La solucién (58) es la obtenida anteriormente (42).
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Hallar la solucién general de la ecuacién
y = x(y' — xcos x) (59)

Solucién:  La ecuacién (59) se puede escribir de la
siguiente manera

dy "y

— — = = XCOSX 60

dx x (60)
De la ecuacién, identificamos la funcién P(x) = —1, y el

factor integrante es

x 1
M(X) _ efP(x)dX _ e*fdj _ eflnx —— (61)
X

Luego, integrando

Yy _ Y _ o
/d<x> —/cosxdx — X—smx+c (62)
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Finalmente, la solucién general de la ecuacién (59) tiene
la forma

y(x) = x(sinx + ¢) (63)



Ejercicio 5:

Sanla bl Hallar la soluciéon general de la ecuacidn diferencial

primer orden
e Y +2y = y’e (64)

Solucién:

BliEls U Analizando la ecuacién, vemos que no es lineal respecto
a x ni respecto a y. Sin embargo, es una ecuacién de
Bernoulli, entonces multiplicando la ecuacién (64) por
y~2, tenemos

y A Fopy =€ =y iy F2y = (65)
Hagamos la sustitucién
z(x) =y (x) (66)

Diferenciando esta expresién para hallar y’ y sustituirla
en (65)
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Sustituyendo en la dltima ecuacién de (65), resulta
-2
y “dz " dz N
—F&+2Z:e — &—222—6 (68)

Esta ultima ecuacién es una ecuacién diferencial lineal no
homogénea respecto a z, la cual podemos resolver con
cualquiera de los dos métodos antes vistos (variacién de
pardmetro y factor integrante). Aqui vamos a usar el
segundo método. Para esto identificamos a P(x) = —2,
después encontramos el factor integrante

/L(X) _ ef P(x)dx _ ef2fdx _ ef2x (69)
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e e /d (e7%z) = —/e_xdx — e ¥z=e*+c (T1)

Despejando a z

z=e*e ™ + ce®™ = " + ce® (72)

Luego, recordando que hicimos la sustitucién z = y 1,

finalmente tenemos la solucién general

1
Z=ce”t+ e = (e +eMy=1 (73)
y
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2
— + —y =3x"y (74)

Solucién: Esta ecuacién es de Bernoulli, y la podemos
escribir de la siguiente manera:

dy 2 dy 2
gy L2 - Zgp2 ),*4/3_y+;y*1/3:3x2

dx X dx
(75)
Hagamos la sustitucién
d 3 dx dx dx
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Sustituyendo el resultado anterior en la dltima ecuacién
de (75), obtenemos la ecuacién lineal

dz 32 = —x? (77)
dx 3x
Esta ecuacidn estd escrita en la forma estandar y
podemos usar uno de los dos métodos antes vistos para
ecuaciones lineales. Apliquemos el método del factor

integrante

2 dx 2

M(X) _ efP(x)dx _ e—gf X e—gln Ix| — = (78)

Luego, tenemos

z\ X Z N 4



CREOVNEFS Integrando

primer orden

‘T‘Y';’_ /d (%) = —/x4/3dx (80)

Obtenemos
x 3 = —$x7/3 +c—z= —;x(7/3+2/3) + ox?/3
3
z = —?x3 + ox?/3 (81)

Recordando la sustitucién z = y~1/3, obtenemos el
resultado final

y 3 = o3 — (§> x3 (82)
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ye (83)

Solucién: Esta ecuacién es de Bernoulli y se reduce a
una ecuacion lineal mediante la siguiente sustitucion

_ dz _,dy dy dz
— 1 = _y2 = —y?

ST R T e T Y @
Sustituyendo en (83), obtenemos la ecuacién lineal
respecto a z

dz 1 1
&—i_x—lz—_x—l (85)
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integrante

wu(x) = el sl = g1l — g (86)
Luego
1
d[(x —1)z] = = 1(x —1)dx
/d[(x 1) = - /dx (87)
Integrando

(x—1)z=—x+c (88)
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Recordando el cambio que hicimos z = y~!, obtenemos
el resultado final

x—1

—1)i=(c—x) — y=

y c—x (89)



Seccién 4. ED de
primer orden

Dr. J. Juan

DICIS-UGTO

Observacidn: la ecuacién (83) la podemos escribir de |a
siguiente manera:

dy y*+y yly+1)
&_x—l_ x—1 (90)

Esta ecuacién, como podemos ver, es de variables

separables
dy / dx
= 91
/yU+U x—1 &)

El resultado, obviamente, es el mismo que el obtenido en
(89). Se deja al lector integrar la expresion (91) y
comparar con el resultado (89).
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(x—=2)y' =¢ (92)

Solucién: Para resolver esta ecuacién, hagamos la
sustitucién

iz _oby_,dv dy_1dz

pu— y —_— pu— pu—
rme x  “dx  “ax dx zdx (93)
Sustituyendo en la ecuacién (92), tenemos
x=2)dz o922 gy
z dx dx
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Esta dltima ecuacién es de variables separables.
Integrando, obtenemos

dz dx 1
/;_/X_z S~ =l —2/+Inle|  (95)

Recordando que z = e€” y agrupando los términos,
obtenemos el resultado final

—e ' =In|c(x —2)| (96)



Ejercicios Propuestos:

Seccién 4. ED de
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Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de primer
orden:

_y,+ X2X—9-y - O

Y+y=x, y(0)=
xy'+y=¢e, y(1)=

y' +3y=—6y? y(0)=-1
xy' + 8y = 12x2\/)7, y(1) =16
@y —y+6xy? y(0)=1/4

Yy +y=e?/y, y(0)=9/4
B xy + 3y = x?

|y +2xy =xe

W 2ydx + (y*> — 6x)dy =0



