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m Desarrolla habilidades en el planteamiento de
problemas fisicos.

m Analiza los resultados obtenidos de un problema
fisico.

m Identifica poribles errores en el modelado.
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Cada dia nos encontramos con fenémenos donde hay
cambios de temperatura; un pastel que sacamos del
horno a una temperatura T, una taza de café caliente,
alimentos acabados de cocinar, etc. Nos preguntamos
icomo podemos saber de qué manera cambia la
temperatura de cada uno de estos cuerpos? Hasta el
momento, sabemos que cualquier cosa que cambie, la
podemos modelar mediante una ecuacién diferencial, por
lo tanto, lo mas probable es que la pregunta planteada la
podamos modelar con una ecuacién diferencial. Podemos
plantear la pregunta en forma general.




Problema 1: Ley de enfriamiento de

Newton
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Supongamos que en el tiempo t = 0 un cuerpo tiene una
temperatura inicial T(0) = Ty, en este instante lo
colocamos en el medio ambiente que tiene una
temperatura T,,. Nos preguntamos, jcomo cambiara la
temperatura del cuerpo conforme el tiempo pasa?




Solucién:
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plicaciones de m Sea T(t) la temperatura del cuerpo en un cierto

Primer Orden tiempo t > 0
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s m Supongamos que no existe otro cuerpo con el cual

haya intercambio de calor.

m la temperatura del medio ambiente T,, cambia muy
lento, que se considera contsante.

Bajo estas condiciones podemos pensar que la rapidez
con que cambia la temperatura del cuerpo es
proporcional a la diferencia de temperaturas del cuerpo y
el medio ambiente. Es decir

T
Tt - Ty (1)



Esto parece légico, ya que llegard el momento en que la
temperatura del cuerpo y el medio ambiente seran las
mismas, es decir, T(t) = T, y de la expresién (1) la
velocidad de cambio sera proporcional a cero y por
consiguiente la temperatura del sistema cuerpo-medio
ambiente serd proporcional a una constante. Para
escribir la ecuacién (1) en forma de igualdad, debemos
introducir una constante de proporcionalidad. Entonces,
el modelo matematico esta dado por la ecuacién

dT
= —a(T(0) - Tw) @)

donde o > 0 es la constante de proporcionalidad (la cual
depende de la estructura molecular del cuerpo).
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El signo menos en la parte derecha de la ecuacién (2)
corresponde a los siguientes razonamientos; si

T(t)— Tm >0,— T(t) > T,, entonces la temperatura
del cuerpo decae (se enfria) y por consiguiente, su
rapidez de cambio es negativa, por otro lado, si

T(t)— Tm <0,— T(t) < T,, entonces la temperatura
del cuerpo crece (se calienta) y por lo tanto, la rapidez
de cambio es positiva. De esta manera, el proceso de
calentamiento (enfriamiento) de un cuerpo en un medio
ambiente con temperatura constante se modela bastante
bien con la ecuacién diferencial (2). La ley (2) fue
establecida por Isaac Newton y concuerda bastante bien
con los datos experimentales. Desde el punto de vista
fisico el problema planteado esta resuelto.
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Primer Orden Ahora el problema se traduce a un problema matematico,
S y es aqui donde se aplican los métodos de solucién de las

ecuaciones diferenciales. Como podemos ver, en la
ecuacién (2) el tiempo t es la variable independiente y la
temperatura T(t) es la funcién dependiente. La ecuacién
(2) es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden
y de variables separables, esto es

dT

m = —adt (3)
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Como la temperatura del medio ambiente T, se supone
constante durante todo el proceso, entonces la ecuacién
(3) es facil de integrar

dT

(4)
Para hallar el valor de la constante ¢, usamos las
condiciones iniciales del problema, esto es, en el instante
t = 0, el cuerpo tenia una temperatura inicial Tg.
Poniendo estas condiciones en la dltima ecuacién de (4),
tenemos

In|To—Twl=—a-04+c = c=In|To— T, (5
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In|T(t)— Tm| = —at+In|To — Ty (6)

Por dltimo, aplicando las propiedades de los logaritmos
obtenemos cémo cambia la temperatura del cuerpo con
el tiempo

T(t)=Tn+(To— Tp)e ™ (7)
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De la expresién (7),
T(t)=Tn+(To— Tpn)e ™ (8)

observamos que cuando el tiempo es suficientemente
grande (podemos poner t — o), el exponente tiende a
cero y, por consiguiente, la temperatura T (t) del cuerpo
tiende a la temperatura del medio, es decir, T(t) — T,
cuando t — oo. De la solucién (7), también se deduce
que cuando t — 0, entonces T(0) — Ty. Los resultados
son los esperados, por lo tanto el problema queda
resuelto.
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Establecer el modelo matematico para el circuito RL, ver
figura. Resolver la ED para los casos: E(t) = Ey y
E(t) = Epcoswt.

Figure: Circuito RC
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S Nuestro sistema consta de una resistencia R y una
: inductancia L. Entonces, por la ley de Kircchoff, tenemos
que la suma de las caidas de voltaje debe ser igual a la
fuerza electromotriz E(t). La ecuacién que modela a
este sistema tiene la forma
d/
L— + Rl = E(t) (9)
dt
Debemos hallar la corriente en el sistema como funcién
del tiempo, esto es /(t).



Primer caso: para E(t) = constante = Ey tenemos la
ecuacion

d/
L— + Rl = E 1
1 + 0 (10)
Esta misma ecuacién la podemos escribir como
dl/
— I=A 11
e (11)

donde, « = R/Ly A= Ey/L. Esta ecuacién la
resolveremos usando el método del factor integrante. El
factor integrantes es

u(t) _ ef P(t)dt _ eafdt — ot (12)
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d(let) = Aetdt - / d(le*t) = A / et (13)
Integrando, resulta

A A
le“t = ae"‘t +c = (t)= o ce * (14)

Tomando en cuenta que g‘ = %, esta solucién se expresa
como
EO —at
I(t)=— +ce (15)

R
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obtenemos el valor de la constante de integracién ¢

E E
0==4c — c=-—2

R R (16)

Sustituyendo en (15), finalmente tenemos
E E _t
l(t):ﬁo(l—e_%) :Fo<1—e TL) (17)

donde se ha introducido la constante 7, = é conocida

como constante inductiva de tiempo del circuito.
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Observando la ecuacién (17), vemos que a un tiempo
suficientemente grande t — oo el segundo término de la
derecha e~ (R/Dt 5 0, y como consecuencia la corriente
en (17) tiende a un valor constante, éste es /(t) — Ey/R.
Este valor constante es el que tendria de inmediato (ley
de Ohm) si no hubiera un inductor en el circuito, el
limite es independiente de las condiciones iniciales.



Sesin 7. Segundo caso: para E(t) = Eqcoswt, de la ecuacién (9),

Aplicaciones de

las EDOs de
Primer Orden tenemos dl

L—+ Rl = E t 18
dt+ 0 COS W (18)

Se pide hallar la corriente | en un tiempo t después de

haber conectado el circuito si la fuerza electromotriz es

E(t) = Epcoswt.

La ecuacién (18), la escribimos de la siguiente manera
d/

— + al = fcoswt (19)

dt

donde, por comodidad, « = R/Ly 8 = Ey/L. La

ecuacién (19) es una ecuacién diferencial lineal no

homogénea de primer orden respecto a la corriente /.



Primero, debemos hallar la solucién correspondiente a la
ecuacién homogénea de (19), tenemos

i
< ai=o 20
a (20)

Esta ecuacion homogénea es de variables separables

g:—al — y:—a/dt — In ! =—a
dt / c

(21)
donde c es la constante de integracién. Este resultado lo
podemos escribir como

Ih(t) = ce™* (22)



Ahora busquemos una solucién particular de la ecuaciéon
(19). Por la forma de la parte derecha supongamos la
siguiente solucién particular (método de los coeficientes
indeterminados)

I,(t) = Acoswt + Bsinwt (23)

Derivando esta ecuacion

dlp
dt
Sustituyendo (23) y (24) en (19) tenemos

= —Awsinwt + Bw coswt (24)

—Aw sinwt+Bw coswt+aAcoswt+aB sinwt = [ coswt
(25)
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Igualando los términos, encontramos que esta igualdad se
cumple, siempre y cuando se cumplan las expresiones

Bw+aA = §
—Aw+aB = 0 (26)
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Primer Orden Resolviendo estas ecuaciones, obtenemos los valores de A
' y B, esto es

A0

w? + a?’

g

w2+a2

(27)

Sustituyendo estos valores en la solucién particular (23),
tenemos

af wp .
= wcoswt—l—msmwt (28)

w? o
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Eo

I t) = —at v
(t) = ce™ + L(w? + a?)

[acoswt +wsinwt]  (29)

donde hemos sustituido el valor de § = Ey/L. La
constante ¢ la encontramos de las condiciones iniciales,
cuandot=0,/=0

E E
0:c—|—L—> a=0

(ra) T wray
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Eo

H6) = [y oy locoswt Fwsinwt —ae™] (31)

ésta es la solucién particular (en el sentido, de que se ha
obtenido de la solucién general). Si t — oo, entonces,
e " — 0y de (31) se sigue que

Eo

(1) ~ L(w? + a?)

(avcoswt + wsinwt) (32)



Problema 3: Circuito RC
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figura 2 y hallar la corriente del circuito para los casos:
E(t) = constante = Ey y E(t) = Egsinwt.

R

—— AN

+ Ve -

.
E(1) CI Q Ve =<0

Figure: Circuito RC.




Solucién:
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S, dhe figura abajo. Entonces, por la ley de Kirchhoff se tiene la
M ecuacién )
RI+Eq: E(t) (33)

Derivando esta ecuacién respecto al tiempo obtenemos la
ecuacién para la corriente /(t)

dl 1 dE

R—+—l=— 4
dt C dt (34)
la cual podemos escribir como

d/ 1 dE

1
- | = —
; + R , donde av = RC (35)
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d/
—_ l —
1 +al=0 (36)

ésta es una ecuacién con variables separables, integrando
obtenemos la solucién general

t

I(t) = ce 7c = ce 7 = e 7 (37)

donde 7¢ = RC es la constante capacitiva de tiempo del
circuito y se eligié la condicién inicial /(0) = l, figura 3.
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T 2T

Figure: Corriente en un circuito RC debida a una fuerza
electromotriz constante.



Segundo caso: para este caso, tenemos E(t) = Egsinwt.

Sustituyendo en la ecuacién (35), obtenemos

dl/
FTia al = [ coswt (38)

donde « =1/RC y f = Eqw/R. Esta ecuacién es similar
a la ecuacién (19), excepto por la constante (.
Entonces, tenemos la solucién general

“TIT (RCWY

E
had (RwC sinwt 4 coswt)

(39)



Problema 4: Carga de un condensador
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circuito con un voltaje Ey y resistencia R. Hallar la carga
g en el condensador en un tiempo t.

Figure: Carga de un condensador
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o corriente es /. En el circuito actta la fuerza electromotriz
2 Ey, entonces por la ley de Kirchhoff tenemos la ecuacién

1
RI+ =q = E(t) (40)
Tomando en cuenta la relacién /(t) = 99, la ecuacién

dt!
(40) se escribe como

dg 1. 6

i RITR (4)

Esta ecuacidn es lineal no homogénea respecto a g.
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dg 1 dg 1
— +—q= — — =—— [ dt 42
ar  crY g CR (42)
Integrando, resulta
t
Inlgl=——==+Ina — q(t) =ce ¥/ (43)

CR

La solucién particular de (41) la buscamos de la forma

dq
@p=A = d—t”zo (44)
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Sustituyendo en (41) para hallar la constante A, tenemos

A _E
G- p — A=CR (45)



Poniendo el valor de A en la solucién particular, resulta

9o = CEo (46)

La solucién general de la ecuacién original (41) serd la
suma de las soluciones; homogénea g, y particular gp,

esto es
q(t) = ce /R4 CE, (47)

Apliquemos las condiciones iniciales para encontrar la
constante de integracién ¢;. Si para t = 0 la carga en el
condensador es cero, g = 0, entonces, sustituyendo en
(47), obtenemos para la constante

O=c + CEO — L = —CEO (48)
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a

q(t) = —CEe /RyE,C —  g(t) = EC (1- e_t/CR)
(49)

Esta expresion representa la solucién del problema.

Ahora bien, de la ecuacién (49) resulta que para t = 0,

la carga en el condensador es g(t) = 0, esto estd en

completo acuerdo, pues antes de conectar el circuito no

existe carga alguna en el condensador. Cuando t — o0,

la carga en el condensador es q(t) — CEy.



Supdngase que ahora deseamos conocer la razédn de flujo
de la carga por unidad de tiempo, o mejor dicho, conocer
la corriente | que circula por el circuito. La expresion
matemadtica que representa a la corriente /, dada la carga
q, es 1
q

I(t) = 1 (50)
Para obtener la corriente es necesario tomar la derivada
respecto al tiempo en la expresién (49)

E
I(t) = ﬁoe—f/RC (51)
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De la ecuacién (51) observamos que cuando t — 0
tenemos que /(t) — Ey/R, ésta es la maxima corriente
en el circuito que se alcanza justamente cuando el
circuito se conecta, después la corriente estd gobernada
por la expresién (51).

El producto RC que aparece en el exponente de las
ecuaciones (49) y (51) tiene unidades de tiempo, ya que
el exponente es adimensional (sin unidades). Al producto
RC se le conoce como constante de tiempo capacitiva y
se representa por 7¢, esta cantidad determina la razén
con la cual el condensador se carga.
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La experiencia nos muestra que la presion del aire
(presién atmosférica) depende de la altura h. Si
representamos a la presion como P, entonces la
dependencia de P respecto a la altura h estara dada por
la funcién

P = P(h) (52)

Nos preguntamos, jcual es la relacién entre la presion y
la altura?



Solucién:
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Para resolver el problema planteado imaginemos una
oo EDOs de pequefia porcién de aire de forma cilindrica, de altura Ah
y base S, figura

P(h+ Ah)S
.
Ah

pSgAh
+—
i P(h)S

Figure: Diagrama del cilindro representando una porcién de
aire.
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p=gAm=pgAV = gpSAh

CIS-UGTO. donde Am es el elemento de masa, AV = Sdh es el
elemento de volumen, g es la constante de la
gravedad y p es la densidad del aire. Esta fuerza (el
peso) estd dirigida verticalmente hacia abajo.

m La presién del aire que actlia en la base superior y
dirigida hacia abajo, figura P(h+ Ah)S

m La presion del aire que actda en la base inferior y
dirigida verticalmente hacia arriba

SP(h)




Si consideramos que no hay corrientes de aire, entonces
estas tres fuerzas deben estar balanceadas. De estas
consideraciones, tenemos

pSgAh+ P(h+ Ah)S = P(h)S (53)
eliminando S, resulta
pgAh+ P(h+ Ah) = P(h) (54)

Esta misma ecuacién la podemos escribir como

P(h+ AAh/)7 P _ (55)

Haciendo Ah — 0, tenemos la expresion
i P(h+ Ah) — P(h) B %
A;:nlo Ah ~ dh

(56)



Igualando las expresiones (55) y (56) se tiene la ED

dP

— =— 57

L (57)
Por otro lado, sabemos que la densidad p de los gases es
proporcional a la presién P, esto es

p=aP (58)

donde « es una constante de proporcionalidad que
depende del tipo de gas. Poniendo este valor en (57),
resulta

dP
— = —agP (59)
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Esta ecuacién nos da la dependencia de la presidon P en
funcién de la altura h, por lo tanto, responde al problema
planteado (bajo las condiciones de que no hay corrientes
de aire). Ahora el problema se traduce en un problema
matemadtico, es decir, en resolver la ecuacidn diferencial
(59). Como podemos ver, esta ecuacién es de variables
separables. Por consiguiente, separando las variables e
integrando

dP
& = g / dh (60)
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obtenemos
In|P| =—agh+In|c] — P(h)= ce &h (61)

Para determinar el valor de la constante de integracién c,
vamos a considerar que la presién atmosférica en la
superficie de la Tierra (esto es cuando h = 0), es Py.
Sustituyendo estas condiciones en la segunda ecuacién de

(61), encontramos
Cc = PO (62)
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Sustituyendo este valor en la segunda ecuacién de (61)
tenemos, finalmente, el resultado

P(h) = Pye 8" (63)

el cual nos indica que la presidon atmosférica decae
exponencialmente conforme la altura aumenta y cuando
h — oo, la presiéon P — 0.



Sesién 7. Esto parece légico, ya que después de cierta altura h,
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la presion atmosférica sera cero.

0,36 R -

Figure: La presién P como funcién de la altura h.



Problema 6:
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De una cierta altura h un cuerpo de masa m es arrojado
verticalmente hacia abajo con una velocidad inicial vg.
Sabemos que la fuerza de rozamiento del aire es
directamente proporcional a la velocidad instantdnea.
Calcular cémo cambia la velocidad y la altura del cuerpo
en funcién del tiempo.



Solucién:
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, F, = av, donde « es el coeficiente de proporcionalidad.
Entonces, de la segunda ley de Newton, tenemos

dv

m— = mg —av (64)

El movimiento es hacia abajo, es por eso que el término
mg es positivo, mientras que av es negativo, ya que su
direccién es opuesta al movimiento. La ecuacién (64) es
de primer orden y puede ser resuelta de dos maneras; por
el método de variables separables o como una ecuacién
lineal no homogénea.
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Analicemos el primer caso, es decir, por separaciéon de
variables. Escribamos la ecuaciéon de la siguiente manera

dv Q@ dv o mg
— =g — —=——|v-— 5
A i U B )

o
Integrando, se tiene

dv «
—— = ——dt
/ T - (66)

[0
—;t‘i‘c (67)



Sesién 7. 11 - —
jasusil  De las condiciones del problema, en este caso; para t =0
los EDOs de tenemos que v = vy, poniendo estas condiciones en (67),
Dr. J. Juan reSUlta
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mg

= - = 68
C ni|v o ( )

Sustituyendo el valor de ¢ en (67), tenemos

mg
v__
o

«Q
In = ——t+1In
m

mg
vo— — 69
-5 o)
Usando las propiedades de los logaritmos resulta:

v(t) = % + (vo - %) et (70)



Una vez obtenida la velocidad en funcién del tiempo,
podemos hallar cémo cambia la altura h(t) con el
tiempo. De la definicién de velocidad

dh  mg mg\ _o,
v(t) = o = +(w-"E) et (1)

Integrando esta ultima expresién, obtenemos

/dh - /[”;ng(vo—%) —ﬂ dt —  (72)
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Dr. J. Juan- referencia en el punto donde fue lanzado el cuerpo, es
decir, en el tiempo t = 0 estabamos en la altura hq,
poniendo las condiciones iniciales en (72), obtenemos el

valor de ¢
m m,
C = ho + E (VO - ?g) (73)

Sustituyendo este valor en (72), finalmente tenemos

mg m mg _a
h(t) = ho+ 2t + = (vo - F> (1—e7t) (74)
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rimer Orden
ecuacién (64) de la siguiente manera:

dv «

—+—v=g (75)
dt  m

Esta ecuacién es lineal de primer orden no homogénea
respecto a la velocidad v. Hagamos uso del factor
integrante para resolverla. En este caso la funcién

P(t) = o/ m es constante, entonces, el factor integrante

[L(t) _ ef P(t)dt _ e% Jdt _ e%t (76)



Sesién 7. Recordemos que en la ecuacién (75) la variable
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- la velocidad v. Luego, tenemos

d(e%tv) gentdt — / emty :g/egvtdt
(77)
Integrando, obtenemos
vert = 8Meit Lo ()= 8 fent (78)
o a

De las condiciones iniciales t = 0, v = vy hallamos la
constante de integracién

C:VO—F (79)
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términos obtenemos el resultado final

v(t) = % + <v - %) et (80)

Como era de esperarse, obtenemos el mismo resultado.
Hemos ilustrado dos métodos diferentes de solucién a un
mismo problema con el objetivo de mostrarle a los
estudiantes que no importa el método elegido, el
resultado siempre sera el mismo. Integrando la ecuacién
(80) se puede obtener la altura h(t), como se ilustrd
anteriormente.




Problema 7:

Sesién 7.
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Primer Orden
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Un recipiente de area transversal S, la cual es una
funcién conocida de la altura h, S = S(h), esta lleno de
cierto liquido hasta un nivel H. En el fondo del recipiente
se tiene un orificio de area o, por el cual puede salir el
liquido. Se pide hallar el tiempo, t, en el cual el nivel del
liquido decrece de la posicién inicial H a cierta altura

0 < h< Hyel tiempo T que tarda en vaciarse por
completo el recipiente.



Solucién:

Al de Supongamos que la altura del liquido en el recipiente en
Primer Orden un cierto tiempo t es igual a h. La cantidad de liquido
Dr. J. Juan- AV que sale del recipiente en el intervalo de tiempo de

At a t + At, se puede calcular como el volumen del

cilindro con el area del fondo o y altura V/(h):

AV
2 =0V = AV=oV(hAr  (81)

Este mismo volumen de liquido puede ser calculado de
otra forma. Debido al flujo del liquido su nivel h en el
recipiente decrece en —Ah, por consiguiente

AV = —S(h)Ah (82)



Sesién 7.
Aplicaciones de

e g it Igualando las dos expresiones (81) y (82), tenemos

Primer Orden
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—S(h)Ah = oV (h)At (83)

Dividiendo las dos partes de esta ecuacion entre Aty
tomando el limite cuando At — 0, obtenemos la
ecuacion diferencial

dh
—S(h)— =0aV(h) (84)
dt
la cual describe la dependencia del nivel del liquido h(t)

en el recipiente respecto del tiempo t.



Sesién 7.
Aplicaciones de

las EDOs d . s . .
Primer Orden Luego, sustituyendo V/(h), segiin la ley de Torricelli

V(h) = u~/2gh, y separando las variables, obtenemos la
siguiente ecuacion:

5(h)

dt =
Ju\/2g

—2_dh (85)

Integrando, obtenemos

1 (x) /
onVE Jr f - ) R

x (86)
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Si queremos saber el tiempo en que se vaciara el
recipiente, es suficiente hacer h = 0, asi que, para este
caso tenemos la relacion

1 " S(h)
70#\/2 o Vh

dh (87)



Problema 8: Cable Suspendido

Sesién 7.
Aplicaciones de
las EDOs de
Primer Orden

Suponga que desea conocer la ecuacién de una cuerda
cuyos extremos estan fijos (esta forma es la que toman
las cuerdas, cables y cadenas suspendidas).



Solucién:

Sesién 7.
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Primer Orden

Sea A= (0, yo) el punto minimo de la cuerda, figura, B
y D los extremos de la misma. Tomemos el sistema de
coordenadas cartesiano x, y, de tal manera que el plano
x, y esté en el plano de la cuerda y ademas que el eje
vertical pase por el punto A. Luego, sea P(x, y) un
punto arbitrario sobre la cuerda. Consideremos la porcién
AP de la cuerda. Sobre esta porcién actuan las
siguientes fuerzas:




Sesién 7.
Aplicaciones de
las EDOs de
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DICIS-UGTO.

A(0,30)

Figure: Cuerda

colgante.
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El peso de la porcién AP dirigido verticalmente
hacia abajo

spg, (88)

en donde, s = AAP, p es la masa de la cuerda por
unidad de longitud y g es la constante de la
gravedad.

La tensién Ty, en el punto A = (0, y) que actia
horizontalmente.

La tensién T que actua a lo largo de la tangente al
punto P(x, y) y forma un angulo 6 con el eje x. La

componente horizontal de T es T cosd y la
componente vertical es T sin 6.



Sesién 7.
Aplicaciones de
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Primer Orden Luego, debido a que la porcidn AP es estdtica, entonces,

las tres fuerzas deben estar balanceadas, esto nos
permite plantear las siguientes ecuaciones:

Tsinf = spg, Tcos =Ty (89)

Despejando T de una de las ecuaciones en (89) y
sustituyendo en la otra, tenemos

spg
gl = -LS
g T (90)
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Aplicaciones de
las EDOs de
Primer Orden

Por otro lado, si consideramos que la ecuacién de la
cuerda esta dada por

y=y(x) (91)

entonces

tgl = dy (92)
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Luego, igualando las expresiones (90) y (92), obtenemos
la ecuacién diferencial

dy  pgs
—_ == 03
dx To ( )
Ahora, derivamos esta expresion respecto a x, resulta
d’y  pgds
— == 94
dx?2  Tydx (94)

Debido a que s es la longitud de una porcién de la
cuerda AP, entonces, ds es el diferencial de longitud.
Por consiguiente

(ds)* = (dx)* + (dy)” (95)



Sesién 7.
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Primer Orden Dividiendo la expresién (95) entre dx, resulta

: ds 2 dy\ 2
(d_) _1+(&) (96)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (94),
obtenemos la ecuacién diferencial

P’y pg dy\?
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El problema planteado estd parcialmente resuelto, nos
queda por resolver la ecuacién diferencial (97) para saber
qué forma tendra la soluciéon de la ecuacién. Esta
ecuacidn se resuelve introduciendo el pardmetro

p = dy/dx, como se vio anteriormente en el capitulo de
ecuaciones diferenciales no resueltas respecto a la
derivada. Probar que la solucién de la ecuacién (97), es

1 1
y=— (cleo‘x + —e“x) + o (98)

2a C1

donde, ¢; y ¢, son constantes de integracién y por
comodidad escribimos

a=pg/To (99)




Sesién 7.
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Jas EDOs de Luego, tomando en cuenta que A es el punto minimo y
rimer rden
que ademds, en este punto (x = 0), entonces

dy

2 =0 100

Ix (100)
y

¢ = +1 (101)

Reemplazando este resultado en (98), tenemos

1
y(x) = o (e™+ e ™)+ o (102)
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Esta ecuacion la podemos escribir como,

1
y(x) = = cosh (ax) + ¢ (103)
Q@
La ecuacién (103) describe una curva llamada catenaria y
es la solucién de la ecuacién de una cuerda sujeta en los
extremos.



Problema 9:
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La aceleracién de una locomotora es directamente
proporcional a la fuerza de traccién (arrastre) F e
inversamente proporcional a la masa m del tren. La
fuerza de traccién de la locomotora es F(t) = b — kv(t),
donde v(t) es la velocidad de la locomotora en el tiempo
t, by k son constantes. Se pide hallar la dependencia de
la fuerza de traccion de la locomotora respecto al tiempo
t. Suponga, que la locomotora tenia una velocidad inicial
V0.



Solucién:
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De la segunda ley de Newton, tenemos la ecuacién

dv 1

Resolviendo las integrales, resulta

In (k"C; b) _ Ky (105)




Setan 7. Tomando el logaritmo inverso, obtenemos la ecuacién

Aplicaciones de
las EDOs de
Primer Orden

b
v(t) =7+ ce mt (106)

De las condiciones iniciales del problema t =0, v = vy,
obtenemos el valor de la constante, esto es

b b
VOIE—FC — C:VO—K (107)

Sustituyendo este resultado en (106), obtenemos

v(t) =+ (vo - %’) et (108)
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Luego, la dependencia de la fuerza de tracciéon de la
locomotora con el tiempo estd dada por la expresién
F(t) = b— kv(t) (109)

Sustituyendo el valor de (108) en (109), obtenemos,
finalmente .
F(t) = (b— kw)e m* (110)

éste es el resultado buscado.




Problema 10:
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Un meteorito que se encuentra bajo la accién de la
gravedad terrestre, de su estado de reposo empieza a
caer a la Tierra con movimiento rectilineo desde una
altura h. jCudl sera la velocidad del meteorito al llegar a
la superficie de la Tierra si despreciamos la atmdsfera
terrestre? El radio de la Tierra es R = 6377 km.



Solucién:
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Sea x = x(t) la distancia recorrida por el meteorito en el
momento de descenso, h — x la distancia del meteorito
en el momento t hasta el centro de la Tierra. En el
momento t en el meteorito actdan la fuerza F = ma,
donde m es la masa del meteorito y a su aceleracién. En
la superficie de la Tierra en el meteorito actian la fuerza
de gravedad P = mg, donde g es la aceleracién de caida
libre en la superficie de la Tierra.
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Dr. J. Juan- proporcionales al cuadrado de la distancia del cuerpo en
caida al centro de la Tierra, esto es

F R? ma R?
= —_— 111
P " me G Y

De donde, tenemos

a=—2_ (112)
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AplteemEsde Por otro lado, tenemos que a = S¢» entonces
las EDOs de
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a —_— = 113
dt  (h—x)? (113)
Haciendo uso de la regla de la cadena
dv  dvdx dv
—_— = =v— 114
at  dxdr  dx (114)
Obtenemos la ecuacién diferencial
R2 2 2 R2
v ek A 2% (115)

dx  (h—x)? dx  (h—x)?




Sesion 7. Integrando
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Dr. J Juang /dV2 = 2gR2/m (116)

resulta

2
2 2gR

h— x

Debido a que el movimiento empezé del reposo, tenemos

las condiciones iniciales es decir, cuando t =0, xp =0y
vo = 0, sustituyendo estos valores en (117), resulta

+c (117)

2gr? 2gR?
Ozhg_r0+c — c:—gh

(118)



Sustituyendo el valor de ¢ en la ecuacién (117),
obtenemos la variacién de la velocidad v del meteorito
respecto a la distancia recorrida x, ésta tiene la forma

2gR?x

h(h — x)
En la superficie de la Tierra (cuando x = h— R), la
velocidad del meteorito es

v = /28R (1 - %) (120)

Debido a que h por condicién no se restringe mucho,
entonces, pasando al limite cuando h — oo, obtenemos

v =1/2gR (121)

Vi(x) = (119)
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Cuando el meteorito llega a la superficie de la Tierra,
este tiene una velocidad

v =+/(2)(9,81)(6377000) ~ 11,2 km/s (122)



