CAPITULO 5

Las temperaturas nodales en los problemas en régimen transitorio por lo co- Si se expresa en i + 1: Método implicito
mun cambian durante cada intervalo de tiempo y el lector puede preguntarse
si debe usar las temperaturas en el previo intervalo de tiempo i o en el nuevo
intervalo de tiempo i + 1 para los términos del primer miembro de la ecuacién
5-39. Bien, los dos procedimientos son razonables y ambos se aplican en la
practica. En el primer caso, se dice que el procedimiento en diferencias finitas
es el método explicito y el segundo el método implicito, y se expresan en la
forma general como (figura 5-39)
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Si se expresa en i: Método explicito

) . Titl _ i FIGURA 5-39
Método explicito: E Q' + Eien clemento = PVelemento ¢  (5-40) La formulacién de los métodos
Todos los lados At . . . oo

explicito e implicito difiere en el

Fivl_ o intervalo de tiempo (previf) o puevo)

Método implicito: E Oi+l+ Ei & Lemento = PV etemento €y v " (5.41) en el cual se expresan los termlp?s de

Todos Tos lados transferencia de calor y generacién de

calor.

Parece que la derivada con respecto al tiempo se expresa en la forma de dife-

rencia hacia adelante en el caso explicito y en la de diferencia hacia atrds en

el implicito. Por supuesto, también es posible mezclar las dos formulaciones

fundamentales de las ecuaciones 5-40 y 5-41 y tener como resultado formu-

laciones mads elaboradas, pero ofrecen poca percepcion y se encuentran mas

all4 del alcance de este texto. Note que ambas formulaciones no son més que

expresiones entre las temperaturas nodales antes y después del intervalo de

tiempo y se basan en la determinacién de las nuevas temperaturas 7,;*!, me-

diante las temperaturas anteriores T),. Las formulaciones explicita e implici-

ta que se dan aqui son bastante generales y se pueden usar en cualquier

sistema de coordenadas, sin importar la dimension de la transferencia de ca-

lor. En los casos multidimensionales los elementos de volumen tan sélo tie-

nen mas superficies y, como consecuencia, comprenden mas términos en la
suma.

Los métodos explicito e implicito tienen sus ventajas y desventajas y nin-
guno de ellos es mejor que el otro. Enseguida el lector vera que el método ex-
plicito es facil de poner en practica, pero impone un limite sobre el intervalo
de tiempo admisible para evitar inestabilidades en la solucidn, y el mérodo
implicito requiere que las temperaturas nodales se resuelvan en forma simul-
tdnea pero no impone limite sobre la magnitud del intervalo de tiempo. Se
limita la discusién a casos unidimensionales y bidimensionales para mante-
ner los aspectos complejos en un nivel manejable, pero el andlisis se puede 4 Parcd plana 77
extender con facilidad a los casos tridimensionales y a otros sistemas de \ " /dflvefffﬁ&tgn
coordenadas. del nodo m
Ti +1

m

Conduccion de calor en régimen transitorio 7
en una pared plana wln = Tl gy Tne1 = T

Considere la conduccién de calor unidimensional en régimen transitorio en
una pared plana de espesor L con generacién de calor é(x, 1), que puede variar Axl Ax
con el tiempo y la posicién y con conductividad constante k, con un tamafio de — o o el o
malla Ax = L/M y los nodos 0, 1, 2, ..., M en la direccién x, como se mues- 01 2 m-1imim+l M-1 |M
tra en la figura 5-40. Puesto que el elemento de volumen de un nodo interior |Ax]
general m comprende conduccién de calor desde dos de sus lados y el volu-
men del elemento es V,j.meno = AAx, la formulacion en diferencias finitas en FIGURA 5-40
régimen transitorio para un nodo interior se puede expresar sobre la base de la Puntos nodales y elementos de
ecuaciéon 5-39 como volumen para la formulacién en
diferencias en régimen transitorio de
Ty1— T, Ty — T, T, —T, la conduccién unidimensional de calor

Ax kA Ax €, ALx = pALxc, At (5-42) en una pared plana.

kA
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FIGURA 5-41

Esquema para la formulacién explicita
en diferencias finitas de la condicién de
conveccion en la frontera izquierda

de una pared plana.

Al cancelar el area superficial A y multiplicar por Ax/k, se simplifica a

e,Ax A2 .
_ + + m — i+1 i .
Tm -1 2Tm Tm +1 k alt (Tm Tm) (5-43)

donde a = k/pc, es la difusividad térmica del material de la pared. Ahora se
define un nimero discreto de Fourier adimensional como

alt
r =221 (5-44)
Ax?
Entonces la ecuacion 5-43 se reduce a
e A TRt =T
Tm -1 z’Tm + Tm+ 1 + - = T (5-45)

Note que el primer miembro de esta ecuacion tan sélo es la formulacion en di-
ferencias finitas del problema para el caso de estado estacionario. Esto no es
sorprendente, puesto que la formulacién debe reducirse a este dltimo caso pa-
raT/*! = T!. Asimismo, todavia no se ha presentado la formulacién explici-
ta o implicita, puesto que no se indic6 el intervalo de tiempo en el primer
miembro de la ecuacion. Ahora se obtiene la formulacion explicita en diferen-
cias finitas al expresar el primer miembro en el intervalo de tiempo i como

. i+ :
eiAx®  Tit' =T}

= 2T T+ -

i
m—1 m m

(explicita) (5-46)

Esta ecuacién se puede resolver explicitamente para la nueva temperatura
Ti*! (y, de ahi, el nombre de método explicito) para dar

. . . . el Ax?
T =1Ti + T+ (A —20)T+7 T (5-47)
para todos los nodos interiores m = 1,2, 3, ..., M — 1 en una pared plana. Si

se expresa el primer miembro de la ecuacién 5-45 en el intervalo de tiempo
i + 1, en lugar del i, darfa la formulacion implicita en diferencias finitas como

Sit1 2 i+1 i
; . . eitIA? T, T,
i+1 i+1 i+1 m __m m
Tm*l 2Tm + Tm+1 + k - T

(implicita) (5-48)

la cual se puede reacomodar como

i+1 i+1 i+1 &, | Ax? i
hoy — A+ 20T, + T+ 3 +7,=0 (5-49)

La aplicacion de la formulacién explicita o implicita a cada uno de los M — 1
nodos interiores da M — 1 ecuaciones. Las dos ecuaciones restantes se obtie-
nen mediante la aplicaciéon del mismo método a los dos nodos frontera a me-
nos que, por supuesto, se especifiquen las temperaturas de frontera como
constantes (invariantes con el tiempo). Por ejemplo, la formulacién de la con-
dicién de frontera de conveccion en el lado izquierdo (nodo 0) para el caso ex-
plicito se puede expresar como (figura 5-41)

T{—T; ..  Ax Ax T§' —Tg

MA(T. = Tj) + kA =




la cual se simplifica a

. . . L AX?
it =(1 —27—27‘ﬂx> T6+27T,’+27wa+TeO a

X A (5-51)

Note que en el caso de que no haya generacién de calor y 7 = 0.5, la formu-
lacién explicita en diferencias finitas para un nodo interior general se reduce
aTit' = (Ti_, + Ti_)/2,la cual tiene la interpretacion interesante de que
la temperatura de un nodo interior en el nuevo intervalo de tiempo es simple-
mente el promedio de las temperaturas de sus nodos vecinos en el intervalo de
tiempo anterior.

Una vez que se completa la formulacién (explicita o implicita) y se especi-
fica la condicidn inicial, la solucién de un problema en régimen transitorio se
obtiene al marchar en el tiempo mediante un tamao de intervalo de Az, como
sigue: seleccione un intervalo de tiempo adecuado At y determine las tempe-
raturas nodales a partir de la condicién inicial. Al tomar las temperaturas ini-
ciales como la solucion anterior T}, en t = 0 obtenga la nueva solucién T,"!
en todos los nodos, en el instante ¢+ = Az, mediante las relaciones en diferen-
cias finitas en régimen estacionario. Ahora, mediante la solucién que acaba de
obtenerse en t = At como la solucién anterior T}, obtenga la nueva solucién
Ti™'ent = 2At, mediante las mismas relaciones. Repita el proceso hasta que
se obtenga la solucién en el instante deseado.

Criterio de estabilidad para el método explicito:

limitacidn sobre At

El método explicito es facil de usar, pero sufre de una caracteristica indeseable
que restringe en forma grave su utilidad: no es incondicionalmente estable y
el valor mas grande admisible del intervalo de tiempo Az queda limitado por el
criterio de estabilidad. Si el intervalo de tiempo Af no es suficientemente pe-
quefio, las soluciones obtenidas por el método explicito pueden oscilar sin pies
ni cabeza y divergir con respecto a la solucién real. Con el fin de evitar esas os-
cilaciones divergentes en las temperaturas nodales, el valor de A7 debe mante-
nerse por debajo de un cierto limite superior establecido por el criterio de
estabilidad. Se puede demostrar de manera matemética o por medio de un ar-
gumento fisico basado en la segunda ley de la termodindmica que se satisface
el criterio de estabilidad si los coeficientes de todas las T, en las expresiones
Ti*! (Ilamados coeficientes primarios) son mayores o iguales a cero para to-
dos los nodos m (figura 5-42). Por supuesto, deben agruparse todos los térmi-
nos que contienen a T}, para un nodo en particular, antes de aplicar este criterio.

Ecuaciones diferentes para nodos diferentes pueden dar como resultado res-
tricciones diferentes sobre el tamaino del paso de tiempo Az, y en la resolucién
del problema debe aplicarse el criterio que sea mas restrictivo. Un procedi-
miento préctico es identificar la ecuacion con el coeficiente primario mds pe-
querio, que es el més restrictivo, y determinar los valores admisibles para At
mediante la aplicacién del criterio de estabilidad sélo a esa ecuacién. Un va-
lor de At obtenido de esta manera también satisfara el criterio de estabilidad
para todas las demds ecuaciones en el sistema.

Por ejemplo, en el caso de la conduccion de calor unidimensional en régimen
transitorio en una pared plana con temperaturas superficiales especificas las ecua-
ciones explicitas en diferencias finitas para todos los nodos (que son nodos inte-
riores) se obtienen a partir de la ecuacién 5-47. El coeficiente de T}, en la
expresion T es 1 — 27, que es independiente del ndmero de nodo m y, por tan-
to, en este caso el criterio de estabilidad para todos los nodos es 1 — 27 = 0, o bien

_alr _ nodos interiores, transferencia de calor

1
T Ax2 2 (unidimensional en coordenadas rectangulares) (5-52)

CAPITULO 5

Formulacion explicita:

Tt = g+ -
Tit'=aT{+---
Tniz+l = amTr;L +o-

T = ayTh + - - -
Criterio de estabilidad:

a,=0, m=0,1,2,...m,...M

FIGURA 5-42

El criterio de estabilidad del método
explicito requiere que todos los
coeficientes primarios sean positivos o
cero.
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80°C
50°C 50°C
R — 20°C
m - 1 m m + 1 m—1 m m+1
Intervalo Intervalo
de tiempo: i de tiempo: i + 1
FIGURA 5-43

La violacién del criterio de estabilidad
en el método explicito puede conducir
a la violacién de la segunda ley de la
termodindmica y, en consecuencia, a
la divergencia de la solucién.

Placa de uranio
0°C k=28 W/m-°C
\ . 6 3 h
e=5x%x10°W/m T
o =125x10"%m%s
Ax Ax
L
0
0 1 2 X
Tpiciat = 200°C
FIGURA 5-44

Esquema para el ejemplo 5-5.

Cuando se conoce el material del medio y por consiguiente, su difusividad tér-
mica « y se especifica el valor del tamafio de malla Ax, se puede determinar el
valor mds grande admisible del intervalo de tiempo Ar a partir de esta rela-
cién. Por ejemplo, en el caso de una pared de ladrillo (o = 0.45 X 107 m?%/s)
con un tamaifio de malla de Ax = 0.01 m, el limite superior del intervalo de
tiempo es

(0.01 m)?

= = 111s = 1.85 mi
2(0.45 X 106 m¥s) s i

1 Ax?
AISET

Los nodos frontera en los que interviene conveccion y/o radiacién son mds
restrictivos que los interiores y, por consiguiente, requieren intervalos de tiem-
po mas pequeios. Por lo tanto, debe usarse el nodo frontera mas restrictivo en
la determinacidn del intervalo de tiempo maximo admisible Az cuando se re-
suelve un problema en régimen transitorio con el método explicito.

Para adquirir una mejor comprension del criterio de estabilidad, considere
la formulacion explicita en diferencias finitas para un nodo interior de una pa-
red plana (ecuacion 5-47) para el caso en el que no hay generacion de calor,

Trferl = T(Trflfl + Tr£1+l) + (1 - ZT)Tr[n

Suponga que en algtin intervalo de tiempo i las temperaturas 7}, _, y T}, son
iguales pero menores que T}, (se puede decir, T),_, = T} ,, = 50°Cy T} =
80°C). En el siguiente intervalo de tiempo se espera que la temperatura del no-
do m esté entre los dos valores (se puede decir, 80°C). Sin embargo, si el va-
lor de 7 sobrepasa 0.5 (por ejemplo, 7 = 1), la temperatura del nodo m en el
siguiente intervalo de tiempo serd menor que la temperatura de los nodos ve-
cinos (sera de 20°C), lo cual es fisicamente imposible y viola la segunda ley
de la termodindmica (figura 5-43). Requerir que la nueva temperatura del nodo
m permanezca por arriba de la temperatura de los nodos vecinos es equivalen-
te a requerir que el valor de 7 permanezca por debajo de 0.5.

El método implicito es incondicionalmente estable y, por tanto, se puede
usar cualquier intervalo de tiempo que se desee con ese método (por supues-
to, entre menor sea el intervalo de tiempo, mayor es la precisioén de la so-
lucién). La desventaja del método implicito es que conduce a un conjunto
de ecuaciones que deben resolverse simultdneamente para cada intervalo de
tiempo. Ambos métodos se usan en la practica.

EJEMPLO 5-5 Conduccion de calor en régimen transitorio

en una placa grande de uranio

Considere una placa grande de uranio de espesor L = 4 cm, conductividad tér-
mica k = 28 W/m - °C y difusividad térmica o = 12.5 X 1076 m?/s que inicial-
mente estd a una temperatura uniforme de 200°C. En la placa se genera calor
de manera uniforme con una velocidad constante de € = 5 X 108 W/m3. En el
instante t = O, uno de los lados de la placa se pone en contacto con agua con
hielo y se mantiene a 0°C en todo momento, mientras que el otro se expone a
conveccioén hacia un medio a 7., = 30°C, con un coeficiente de transferencia de
calor de h = 45 W/m? - °C, como se muestra en la figura 5-44. Si considera un
total de tres nodos igualmente espaciados en el medio, dos en las fronteras y
uno a la mitad, estime la temperatura de la superficie expuesta de la placa 2.5
min después del inicio del enfriamiento mediante a) el método explicito y b) el
método implicito.



SOLUCION En el ejemplo 5-1 se ha resuelto este problema para el caso de es-
tado estacionario y aqui se aborda considerando el régimen transitorio con el fin
de demostrar como se aplican en él los métodos de las diferencias finitas. De
nuevo se supone transferencia de calor unidimensional en coordenadas rectan-
gulares y conductividad térmica constante. Se especifica que el nimero de no-
dos es M = 3y se eligen para que estén en las dos superficies de la placa y
en medio, como se muestra en la figura. Entonces el espaciamiento nodal Ax
queda

__L _004m _
Ax—M—_l——3_1 0.02 m

Se numeran los nodos como O, 1y 2. Se dice que la temperatura en el nodo O
es T, = 0°C en todo momento y se deben determinar las temperaturas en los
nodos 1y 2. Este problema esta relacionado sélo con dos temperaturas nodales
desconocidas y, como consecuencia, se necesitan tener dos ecuaciones para
determinarlas de manera Unica. Ambas ecuaciones se obtienen mediante la
aplicacién del método de las diferencias finitas a los nodos 1 y 2.

a) El nodo 1 es interior y la formulacién explicita en diferencias finitas en ese
nodo se obtiene directamente a partir de la ecuacién 5-47, mediante m = 1:

élez

Tit'=qsTo+TH+ A —-27)Tj+ 7 1)

El nodo 2 es frontera y esta sujeto a conveccion, la formulacion en diferencias
finitas en ese nodo se obtiene al escribir un balance de energia sobre el ele-
mento de volumen de espesor Ax/2 en esa frontera al suponer que la transferen-
cia de calor es hacia el medio en todos los lados (figura 5-45):

Ti-T3 . Ax_  Ax T7'—-T
Ax @A TPATGT A

hA(T,, — Ti) + kA

Al dividir entre kA/2Ax y utilizar las definiciones de la difusividad térmica, a =
klpc,, y del nimero adimensional de malla de Fourier, 7 = aAt/(Ax)?, da

2hAx , AR T -TY
T T +2T - T+ T =———
de la cual se puede despejar Ti"! para dar
) ) . 0, AX?
T3+ =(1 —2T—2f%x> T5+7<2T{+2%“Tm+e—zkx ) (@

Note que no se usé el subindice / para las cantidades que no cambian con el
tiempo. Enseguida se necesita determinar el limite superior del intervalo de
tiempo At con base en el criterio de estabilidad, en el cual se requiere que el
coeficiente de T en la ecuacién 1 y el de T en la segunda ecuacién sean ma-
yores o iguales a cero. En este caso, el coeficiente de T4 es menor y, como con-
secuencia, el criterio de estabilidad para este problema se puede expresar como

hAx 1 Ax?
1=2r=2r5720 = r=o0 a2 =20 + mAdk)

CAPITULO 5

Elemento A
de volumen —| o |/
delnodo2 [\ 2
=1t
kAL 2 ”
Ax | RATL, - T
Ti+l w =1y
2
f
T,
0 Py
0 1 2 x
L Ax |
2
FIGURA 5-45

Esquema para la formulacién explicita
en diferencias finitas de la condicion
de conveccion en la frontera derecha

de una pared plana.
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puesto que 7 = aAt/(Ax)?. Al sustituir las cantidades dadas, se determina que
el valor maximo admisible del intervalo de tiempo es

e (0.02 m)>
T 2(12.5 X 1075 m¥s)[1 + (45 W/m? - °C)(0.02 m)/28 W/m - °C]

=155s

Por lo tanto, para resolver este problema, se puede usar cualquier intervalo de
tiempo menor que 15.5 s. Por conveniencia, se elige que el intervalo de tiem-
po sea At = 15 s. Entonces el nimero de malla de Fourier queda

_aAr (125 X 10°°m?/s)(15 s)
T @x (0.02 m)?

= 0.46875 (para At = 15 s)

Al sustituir este valor de 7y el de las otras cantidades, las ecuaciones explicitas
en diferencias finitas (1) y (2) que acaban de desarrollarse se reducen a

Ti*! = 0.0625T] + 0.46875T} + 33.482
Tit! = 0.9375T; + 0.032366T% + 34.386

Se dice que la temperatura inicial del medioen t = 0 e /i = O es de 200°C en
toda su extensién y, por tanto, 72 = T = 200°C. Entonces, con base en estas
ecuaciones, se determina que las temperaturas nodalesen Tty T4 en t = At =
15 s son

T = 0.0625T0 + 0.46875T0 + 33.482

= 0.0625 X 200 + 0.46875 X 200 + 33.482 = 139.7°C
T} = 0.9375T¢ + 0.032366T¢ + 34.386

= 0.9375 X 200 + 0.032366 X 200 + 34.386 = 228.4°C

De manera analoga, las temperaturas nodales T2y T2 en t = 2At =2 X 15 =

30 s son
TABLA 5-2 T? = 0.0625T) + 0.46875T, + 33.482
Variacion de las temperaturas = 0.0625 X 139.7 + 0.46875 X 228.4 + 33.482 = 149.3°C
nodales en el ejemplo 5-5, con el T2 = 0.9375T,' + 0.032366T, + 34.386
tiempo obtenido por el método = 0.9375 X 139.7 + 0.032366 X 228.4 + 34.386 = 172.8°C
explicito
Intervalo Temperatucfa del De la misma manera, se determinan las temperaturas en los nodos 1y 2, para
de Tiempo nodo, °C i=1,2,3,4,5,...,50,ysedan en latabla 5-2. Por lo tanto, la tempera-
tiempo, i S ' Ti Ti tura en la superficie expuesta, 2.5 min después del inicio del enfriamiento,
0 0 200.0 200.0 s
1 15 139.7 228.4 T2>min = 7,0 = 139.0°C
2 30 149.3 172.8
i 2(5) };gg }gzg b) El nodo 1 es interior y la formulacién implicita en diferencias finitas en ese
5 75 114.6 157'1 nodo se obtiene directamente a partir de la ecuacién 5-49, mediante m = 1:
6 90 114.3 146.9 s Ay
7 105 1095 146.3 Ty — (1 4+ 20) T + 7T + 7 225 4 1= @)
8 120 108.9 141.8
9 135 106.7 141.1
10 150 106.3 139.0 El nodo 2 es frontera y esta sujeto a conveccion, la formulacién implicita en di-
20 300 103.8 136.1 ferencias finitas en ese nodo se puede obtener a partir de esta formulacién, al
30 450 103.7 136.0 expresar el primer miembro de la ecuacién en el intervalo de tiempo 7 + 1, en

40 600 103.7 136.0 lugar del /, como




2hAx , . , e A2 Tit'—Ti
T T T AT T+ 2 =

la cual se puede reacomodar como

hAx hAx & Ax?

27’T{“-<1+27+27'T)T2”1+27—Tw+7 +Ti=0 @

k

Una vez mas, no se usé el superindice /o i+ 1 para las cantidades que no cam-
bian con el tiempo. EI método implicito no impone limite sobre el intervalo de
tiempo y, de este modo, se puede elegir cualquier valor que quiera. Sin embar-
g0, de nuevo se elige At = 15 sy, por tanto, 7 = 0.46875, con el fin de com-
pararse con el inciso a). Al sustituir este valor de 7y las otras cantidades dadas,
las dos ecuaciones implicitas en diferencias finitas que acaban de desarrollar-
se se reducen a

—1.9375T*! + 0.46875Ti*' + Ti + 33.482 =0
0.9375T{+! — 1.9676Ti*! + T} + 34.386 = 0

De nuevo, 72 = T2 = 200°Cen t=0e j = O, en virtud de la condicién inicial,
y para i = 0, estas dos ecuaciones se reducen a
—1.9375T} + 0.46875T, + 200 + 33.482 =0
0.9375T)' — 1.9676T, + 200 + 34.386 = 0

Al resolver estas dos ecuaciones en forma simultanea se determina que las tem-
peraturas nodales desconocidas Ty 75 en t = At = 15 s son

T| = 168.8°C y T} = 199.6°C
De modo analogo, para / = 1, estas dos ecuaciones se reducen a

—1.9375T2 + 0.46875T7 + 168.8 + 33.482 = 0
0.9375T¢% — 1.9676T% + 199.6 + 34.386 = 0

Al resolver estas dos ecuaciones en forma simultanea se determina que las tem-
peraturas nodales desconocidas T2y T2 ent= Af=2 X 15 = 30 s son

T? = 1505°C  y T} = 190.6°C

Al continuar de esta manera, se determinan las temperaturas en los nodos 1 y
2parai=2,3,4,5,...,40; en latabla 5-3 se da una lista de ellas y se ob-
tiene que la temperatura en la superficie frontera expuesta (nodo 2), 2.5 min
después de iniciarse el enfriamiento, es

TZSmin = T0 = 143.9°C

la cual esta cercana al resultado obtenido por el método explicito. Note que se
pudo usar cualquiera de los dos métodos con el fin de obtener resultados satis-
factorios para los problemas en régimen transitorio, excepto, quiza, para unos
cuantos de los primeros intervalos de tiempo. Se prefiere el método implicito
cuando resulta conveniente usar intervalos grandes de tiempo, y se prefiere el
explicito cuando se desea evitar la solucién simultdnea de un sistema de ecua-
ciones algebraicas.

CAPITULO 5

TABLA 5-3

Variacién de las temperaturas
nodales en el ejemplo 5-5, con el
tiempo obtenido por el método

implicito
Temperatura del
Inter- nodo, °C
valode Tiempo, —
tiempo, i s T Ti
0 0 200.0 200.0
1 15 1688 199.6
2 30 150.5 190.6
3 45 138.6 180.4
4 60 130.3 171.2
5 75 1241 163.6
6 90 1195 157.6
7 105 115.9 152.8
8 120 113.2 149.0
9 135 111.0 146.1

10 150 109.4 143.9
20 300 104.2 136.7
30 450 103.8 136.1
40 600 103.8 136.1
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FIGURA 5-46
Esquema de un muro Trombe
(ejemplo 5-6).

TABLA 5-4

Variacién horaria de la temperatura
ambiente promedio mensual y flujo
de calor solar incidente sobre una
superficie vertical, para enero, en
Reno, Nevada

Hora Temperatura Radiacion
del ambiente, solar,

dia °F Btu/h - ft?
7 AM-10 AM 33 114
10 AM-1 PM 43 242
1 PM-4 PM 45 178

4 PM-7 PM 37
7 PM-10 PM 32
10 PM-1 AM 27
1 AM-4 AM 26
4 AM-7 AM 25

cNoNoNoNe]

EJEMPLO 5-6 Almacenamiento de energia solar
en los muros Trombe

Los muros gruesos de mamposteria pintados de color oscuro, llamados muros
Trombe, son de uso comuln en los costados que dan al sur en las casas solares
pasivas con el fin de absorber la energia solar, almacenarla durante el dia y li-
berarla hacia la casa durante la noche (figura 5-46). En 1881 E. L. Morse de
Massachusetts propuso la idea y se les dio el nombre en honor del profesor Fe-
lix Trombe de Francia, quien los usé de manera extensa en sus disefios en la dé-
cada de 1970. Por lo comuln se coloca por fuera del muro una capa de vidrio
sencilla o doble que transmite la mayor parte de la energia solar, al bloquear al
mismo tiempo las pérdidas de calor de la superficie expuesta del muro hacia el
exterior. Asimismo, es comun la instalacién de ventilas en las partes inferior y
superior de los muros Trombe de modo que el aire de la casa entra en el canal
de flujo paralelo que esta entre el muro y la vidriera, sube a medida que se ca-
lienta y entra en el cuarto por la ventila superior.

Considere una casa en Reno, Nevada, con un muro Trombe de 1 ft de espe-
sor orientado hacia el sur, con una conductividad térmica de k = 0.40 Btu/h -
ft - °F y difusividad térmica de o = 4.78 X 1076 ft?/s. En la tabla 5-4 se dan la
variacion de la temperatura ambiente, T.,, y el flujo de calor solar, Ge,py, inci-
dente sobre una superficie vertical que da hacia el sur durante todo el dia, pa-
ra un dia tipico de enero, en intervalos de 3 h. El muro tiene una vidriera
sencilla con un producto de absortividad-transmisividad de k = 0.77 (es decir,
77% de la energia solar incidente es absorbida por la superficie expuesta del
muro Trombe) y se determina que el coeficiente combinado promedio de trans-
ferencia de calor para la pérdida de calor del muro Trombe hacia el ambiente es
hewt = 0.7 Btu/h - ft2 . °F. El interior de la casa se mantiene a T;,, = 70°F en to-
do momento y el coeficiente de transferencia de calor en la superficie interior
del muro es h;,, = 1.8 Btu/h - ft? - °F. Las ventilas en el muro se mantienen ce-
rradas y, de este modo, la Unica transferencia de calor entre el aire que estéa en
el interior de la casa y el muro es a través de la superficie interior del muro. Si
la temperatura del muro varia linealmente entre 70°F en la superficie interior y
30°F en la exterior a las 7 AM y mediante el método explicito en diferencias fi-
nitas con un espaciamiento nodal uniforme de Ax = 0.2 ft, determine la distri-
bucién de temperatura a lo largo del espesor del muro Trombe después de 12,
24,36y 48 h. Asimismo, determine la cantidad neta de calor transferido hacia
la casa desde el muro durante el primero y el segundo dias. Suponga que el mu-
ro tiene 10 ft de alto y 25 ft de largo.

SOLUCION  Se considera la calefaccion solar pasiva de una casa a través de un
muro Trombe. Se deben determinar la distribucién de temperatura en el muro
en intervalos de 12 h y la cantidad de transferencia de calor durante el prime-
ro y el segundo dias.
Suposiciones 1 La transferencia de calor es unidimensional, puesto que la su-
perficie expuesta del muro es grande en relacién con su espesor. 2 La conduc-
tividad térmica es constante. 3 Los coeficientes de transferencia de calor son
constantes.
Propiedades Se dice que las propiedades del muro son k = 0.40 Btu/h - ft - °F,
a=4.78 X 1076 ft?s,y x = 0.77.
Analisis Se dice que el espaciamiento nodal es Ax = 0.2 ft y, por tanto, el nu-
mero total de nodos a lo largo del muro es
i, 1ft

M=yt =0ar 16
Se numeran los nodos como O, 1, 2, 3, 4y 5, con el nodo O sobre la superficie
interior del muro y el 5 sobre la exterior, como se muestra en la figura 5-47. Los
nodos 1 al 4 son interiores y las formulaciones explicitas en diferencias finitas
de estos nodos se obtienen directamente a partir de la ecuacién 5-47 como
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Nodo 1 (m = 1): Tit' = q(T¢+ T3 + (1 — 27)T} (1) Muro Trombe ? Deolar
Nodo 2 (m = 2): Tit'=7(Ti+ TH) + (1 — 27)T4 (2) o 10 Y i o i T /
Nodo 3 (m = 3): Titl=q(Ti+T) + (1 — 27)T4 (3) o = 478 % 106 £2/s
Nodo 4 (m = 4): Tit' = ¢(Ti + T + (1 — 27)T} 4) Distribucién inicial
J0°F de temperatura a las
La superficie interior esta sujeta a conveccién y, por consiguiente, la formu- 1 7AM (1=0)
lacién explicita del nodo O se puede obtener en forma directa a partir de la “ »
ecuacién 5-51 como h T h. T
int’ ~int ext’ ~ext
, B Ax) o hgAx Ax=02ft 0°F
T5+1=<1—2T—2~r ; >T5+27Tf+27‘—Tim — s .
k k 0 1 2 3 4 5|L x
Al sustituir en esta ecuacion las cantidades hi,, Ax, ky T, las cuales no cam- FIGURA 5-47
sl @en el Liemipe; € Red nodal para el muro Trombe
) : . discutido en el ejemplo 5-6.
T+ = (1 — 3.807) Ti + 7(2T§ + 126.0) (5) jemmp

La superficie interior del muro esta sujeta a conveccién asi como a flujo de ca-
lor. La formulacién explicita en diferencias finitas en esa frontera se obtiene al
escribir un balance de energia sobre el elemento de volumen representado por

el nodo b,
i i . Ti - Tff Ax T5i+l - TSI
hext A(Text - TS) + KAqsolar + kA Ax = pA 7 Cp T (5-53)
la cual se simplifica a
. Ry Ax\ , Ry Ax KGd i AX
Titl =1 _ZT_ZTT T + 27T} + 21 A Té“+2TT (5-54)

donde 7 = aAt/AX? es el nimero adimensional de malla de Fourier. Note que se
mantiene el superindice / para las cantidades que varian con el tiempo. Al sus-
tituir en esta ecuacion las cantidades hgy, AX, ky k, las cuales no cambian con
el tiempo, da

Ti*! = (1 — 2.707) T! + 72T} + 0.70T/ + 0.770G"y1,0) ©)

donde la unidad de gL, es Btu/h - ft2.

A continuacién se necesita determinar el Iimite superior del intervalo de
tiempo At a partir del criterio de estabilidad, puesto que se usa el método ex-
plicito. Esto requiere la identificaciéon del coeficiente primario méas pequefio en
el sistema. Se sabe que los nodos frontera son mas restrictivos que los interio-
res y, por tanto, se examinan sélo las formulaciones de los nodos frontera O y 5.
En este caso, el coeficiente primario mas pequefio y, por consiguiente, el mas
restrictivo es el de T{ en la formulacién del nodo O, ya que 1 — 3.87 < 1 —
2.77y, de este modo, el criterio de estabilidad para este problema se puede ex-
presar como

_ alAx 1
1-3807=0 — 7= _Ax2 5_3.80

Al sustituir las cantidades dadas, se determina que el valor maximo admisible
del intervalo de tiempo es

Ax2 (0.2 ft)?
At = = =2202
'=380a 3.80 X (4.78 X 107° ft¥/s) 02
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FIGURA 5-48

Variacion de la temperatura en el muro

Trombe discutido en el ejemplo 5-6.

Por lo tanto, para resolver este problema, se puede usar cualquier intervalo de
tiempo menor que 2 202 s. Por conveniencia, se elige que el intervalo de tiem-
po sea Af = 900 s = 15 min. Entonces el nimero de malla de Fourier queda

abr (478 X 1075 fE/5)(900 5)
TT A 027

= 0.10755 (para At = 15 min)

Inicialmente (a las 7 AM, o sea t = 0), se dice que la temperatura de la pared
varia linealmente entre 70°F en el nodo O, y 30°F en el nodo 5. Puesto que se
tienen cinco espaciamientos nodales de igual longitud, el cambio de tempera-
tura entre dos nodos vecinos es (70 — 30)°F/5 = 8°F. Por lo tanto, las tempe-
raturas nodales iniciales son

7Y = 70°F,
T = 46°F,

T? = 62°F,
TP = 38°F,

T = 54°F,
T9 = 30°F

Entonces, a partir de estas ecuaciones, se determina que las temperaturas no-
dales en t = At = 15 min (a las 7:15 AM) son

T) = (1 — 3.807) TY + 7(2T0 + 126.0)
= (1 — 3.80 X 0.10755) 70 + 0.10755(2 X 62 + 126.0) = 68.3°F
(IO + T9) + (1 — 27) TP
= 0.10755(70 + 54) + (1 — 2 X 0.10755)62 = 62°F
T) = 7(TP + T9) + (1 — 27) TY
= 0.10755(62 + 46) + (1 — 2 X 0.10755)54 = 54°F
T = 7(T9 + TY) + (1 — 27) T
= 0.10755(54 + 38) + (1 — 2 X 0.10755)46 = 46°F
T) = 7(T9 + T + (1 — 27) T
= 0.10755(46 + 30) + (1 — 2 X 0.10755)38 = 38°F
T = (1 — 2.707) T + 7(2T9 + 0.70TY, + 0.7704%,,..)
= (1 — 2.70 X 0.10755)30 + 0.10755(2 X 38 + 0.70 X 33 + 0.770 X 114)
= 41.4°F

T

Note que durante el primer intervalo de tiempo la temperatura de la superficie
interior del muro Trombe cay6 en 1.7°F y la de las otras superficies se elevo en
11.4°F, en tanto que las temperaturas en los nodos interiores permaneci6 igual.
Esto es tipico de los problemas en régimen transitorio en los medios en los que
no hay generacién de calor. En los siguientes intervalos de tiempo, las tempe-
raturas nodales se determinan de manera semejante con la ayuda de una com-
putadora. Note que los datos para la temperatura ambiente y la radiacién solar
incidente cambian cada 3 horas, lo cual corresponde a 12 intervalos de tiem-
po, y esto se debe reflejar en el programa para computadora. Por ejemplo,
debe tomarse el valor de gi,, como Gl = 75 para i = 1-12, gl = 242
para i = 13-24, gl = 178 para i = 25-36, y Gl = O para / = 37-96.

En la tabla 5-5 se dan los resultados después de 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42
y 48 h, y en la figura 5-48 se tienen las graficas para el primer dia. Note que la
temperatura interior del muro Trombe cae en las primeras horas de la mafiana,
pero después se eleva a medida que la energia solar absorbida por la superficie
exterior se difunde a través de él. La temperatura de la superficie exterior se
elevara de 30 a 142°F en sélo 6 h debido a la energia solar absorbida, pero
después cae hasta 53°F a la mafiana siguiente como resultado de la pérdida de
calor durante la noche. Por lo tanto, puede valer la pena cubrir la superficie ex-
terior en la noche para minimizar las pérdidas de calor.
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TABLA 5-5

Temperaturas en los nodos de un muro Trombe en diversos momentos

Temperaturas nodales, °F

Intervalo de

Tiempo tiempo, i To T T T3 Ta Ts

0 h (7 AM) 0 70.0 62.0 54.0 46.0 38.0 30.0

6 h (1 PM) 24 65.3 61.7 615 69.7 94.1 142.0
12 h (7 PM) 48 71.6 742 80.4 88.4 91.7 82.4
18 h (1 AM) 72 73.3 759 774 76.3 71.2 61.2
24 h (7 AM) 96 71.2 719 70.9 67.7 61.7 53.0
30 h (1 PM) 120 70.3 71.1 74.3 84.2 108.3 153.2
36 h (7 PM) 144 75.4  81.1 89.4 98.2 101.0 89.7
42 h (1 AM) 168 75.8 80.7 835 83.0 77.4 66.2
48 h (7 AM) 192 73.0 75.1 72.2 66.0 66.0 56.3

La razén de la transferencia de calor del muro Trombe en el interior de la ca-
sa durante cada intervalo de tiempo se determina con base en la ley de Newton,
mediante la temperatura promedio en la superficie interior del muro (nodo 0),
como

Qinuro Trombe — Q.f'nuro Trombe At = him A(T(j - Tmt) At = hmtA[(T(; + Tdil)/z - Tmt]At

Por lo tanto, la cantidad de transferencia de calor durante el primer intervalo de
tiempo (i = 1), o sea durante el primer periodo de 15 min, es

Qtlnuro Trombe — hlnLA[(TOl + T(?)/z - Tim] At
(1.8 Btu/h - ft? - °F)(10 X 25 ft?)[(68.3 + 70)/2 — 70°F](0.25 h)
= —95.6 Btu

El signo negativo indica que el aire que esta en el interior de la casa transfiere
calor hacia el muro, lo cual representa una pérdida de calor. A continuacién se
determina la transferencia de calor total durante un periodo especifico al sumar
las cantidades de transferencia para cada intervalo de tiempo, como

1 1
Qmuro Trombe — E Q.fnuro Trombe 2 hmtA[(T(; + Té_ l)/2 - Tint] At (5-55)

i=1 i=1
donde / es el nimero total de intervalos de tiempo en el periodo especificado.
En este caso, / = 48 para 12 h, 96 para 24 h, y asi sucesivamente. Al seguir el
procedimiento que se describe en este ejemplo, con la ayuda de una computa-
dora, se determina que la cantidad de transferencia de calor entre el muro

Trombe y el interior de la casa es

O muro Trombe — —17 048 Btu después de 12 h  (—17 078 Btu durante el primer
periodo de 12 h)

O muro Trombe — —2 483 Btu después de 24 h (14 565 Btu durante el segundo
periodo de 12 h)

Oimuro Trombe — 9 610 Btu después de 36 h (8 093 Btu durante el tercer periodo
de 12 h)

Oimuro Trombe — 34 400 Btu después de 48 h (28 790 durante el cuarto periodo
de 12 h)

Por lo tanto, la casa pierde 2 483 Btu a través del muro el primer dia, como re-
sultado de la baja temperatura de arranque, pero entrega un total de 36 883
Btu de calor a la casa el segundo dia. Se puede demostrar que el muro Trombe
entregara incluso mas calor a la casa durante el tercer dia, ya que arrancara ese
dia a una temperatura promedio mas elevada.



