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Una solución numérica de las ecuaciones diferenciales consiste
en encontrar los valores de una variable dependiente φ en
puntos espećıficos llamados elementos de malla y resultan de la
discretización de la gemoetŕıa original.
La información de la variable dependiente es usualmente
posicionada en el centroide o en los vertices de los elementos
discretizados dependiendo del procedimiento empleado.
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Entonces, el procedimiento de discretización transforma

Ec. diferencial→ Sistema de ecuaciones (1.1)

por lo tanto la variable continua φ solo es conocida en puntos
discretos del dominio f́ısico y por lo tanto este procedimiento se
llama discretización. Una vez obtenido el sistema de ecuaciones
algebraicas este se resuelve mediante un método ya sea iterativo
o numérico con el cual es posible interpretar la información
obtenida y hacer un análisis de los datos. Este procedimiento
usualmente es hecho en cualquier simulación numérica.
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Paso 1: Modelado geométrico y f́ısico

Todos los fenómenos f́ısicos pueden ser descritos mediante
formulaciones matemáticas que puedan ser reproducibles,
validados y probados. En el modelado mediante volumen finito,
se requerirá que tanto la geometŕıa como el fenómeno f́ısico
sean aproximados para obtener una conclusión.
Por ejemplo en el modelado de una placa en donde se
encuentra acoplado un micro chip puede ser modelada
matemáticamente mediante

−∇ (k∇T ) = q̇ , (2.1)

y la geometŕıa puede ser aproximada mediante elementos
estructurados.
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Paso 1: Modelado gemoético y f́ısico

En volumen finito, en general existen mallados estructurados y
no estructurados como se muestra en la siguiente figura.

Consider the simple domain shown in Fig. 4.3a. The domain consists of a
volume (area for the two dimensional case) and boundaries that account for the
heating or cooling of the microprocessor, a heat sink, and the heat spreader base.
The domain is shown discretized with a simple mesh in Fig. 4.3b. The mesh
boundary is divided into three patches of boundary faces that are assigned numbers,
i.e., Patch#1, Patch#2, and Patch#3. These patches are used to define the physical
boundary conditions for the problem at hand. The mesh consists of 25
non-overlapping elements whose geometry is defined by 40 points (vertices of the
cells). The elements are also bounded by 66 faces (lines in a two dimensional case),
34 of which are interior faces. The algebraic equations that result from the dis-
cretization of the governing equations, as will be explained in step III, are described
for each element in the computational domain with the solution expressed as an
element field with values defined at the centroid of each element. In this example
the elements have a square shape, though other shapes could have been used (e.g.,
triangular elements, as shown in Fig. 4.3c).

The mesh can be described from different perspectives. At the most elementary
level it is a list of vertices or points representing locations in one dimensional, two
dimensional, or three dimensional spaces. The mesh also represents the discretized
domain subdivided into non-overlapping elements, which can be of arbitrary
convex polyhedral shapes. Elements are completely bounded by faces that are
generally shared by neighboring elements, except at the boundaries. Elements can
be defined either in terms of the points that delimit them or in terms of the faces that
bound them. The mesh faces, which are stored in a list, are of two types: (i) interior
faces that are shared by (or connect) two elements, and (ii) boundary faces that
coincide with the domain boundary; these boundary faces have only one contiguous
element. While interior faces are derived from information related to the element
topology, it is essential to provide boundary faces as they define the domain
physical boundary. In two dimensions faces are described in terms of their defining
points. In three dimensions the defining points describe edges that bound the face.
The direction of the normal to an interior face is usually defined based on the
topology of the neighboring elements. On the other hand, the direction of the

T
microprocessor

T
sink insulated

Patch#3

Patch#2 Patch#1

Patch#3

Patch#2 Patch#1

(a) (b) (c)

Fig. 4.3 a Computational domain; b computational mesh (quadrilateral); c computational mesh
(triangular)

4.1 The Discretization Process 89

Figure: Formas de discretización.
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Paso 2: Discretización del modelo

La discretización del dominio f́ısico resulta en un mallado en el
cual las ecuaciones de conservación son satisfechas. El tipo
mallado son clasificados de acuerdo a sus caracteŕısticas como,

• Estructurado

• Ortogonal

• Bloques

• Forma de celda.

• etc.

Para que un mallado sea efectivo, es necesario conocer tanto
aspectos topológicos del mallado como aspectos geométricos.
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Paso 2: Discretización del modelo

Alguna información topológica elemental que puede extraerse
de un mallado es

1 Conectividad de elemento, útil para llevar los ensambles
locales a ensambles globales.

2 Conectividad de cara, útil para cuantificar flujos
conservados en lazos cerrados.

3 Conectividad de vértice, útil para cuantificar gradientes en
postproceso.
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Paso 2: Discretización del modelo

Por ejemplo considere el siguiente mallado.The mapping between local and global indices is briefly illustrated in Fig. 4.8 for
a mesh of five elements.

local element equation is assemble for element 3

element connectivity is used to
transform local indices to global indices

element equation is

Element 3

Neighbors

1

2 3

3

1

2

54

assembled into global matrix

Fig. 4.8 Local element matrix assembly into global matrix

Example 1
For the mesh shown below, derive the element connectivity and represent it in

a global matrix (Fig. 4.9)

Solution
In this mesh element counting starts from 1. The connectivity for the
various elements are given by

1 ! 2; 3

2 ! 1; 3; 4

3 ! 1; 2; 4

4 ! 2; 3

this can be represented in a global matrix as

1 2

3

4

Fig. 4.9 Mesh for example 1

92 4 The Discretization Process

Figure: Ejemplo de conectividad.

8 / 19



Introducción

Cesar Damián

Introducción

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4

FVM

Paso 3: Discretización de la ecuación

En este paso, la ecuación diferencial gobernante es
transformada en un conjunto de ecuaciones algebráicas de la
forma

Aφ = b̄ (4.1)

donde A ∈ Rn × Rn y b̄ ∈ Rn.
Este paso es empleado en cada elemento de malla construido.
En el método de volumen finito la discretización se hace
primero integrando la ecuación diferencial sobre cada volumen
de control para obtener la forma semi-discretizada de las
ecuaciones de conservación para posteriormente aproximar la
variación de la variable dependiente.
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La forma en que la variable dependiente influencia a las
variables vecinas depende del tipo de ecuación diferencial
(parabólica, eĺıptica o hiperbólica) aśı como de la aproximación
en la discretización.
Esto sugiere que la forma de discretizar una ecuación diferencial
es no unica, y de hecho no lo es!, sin embargo la respuesta
f́ısica que se encuentra si es única. Como ejemplo tome la Ec,

−
∫
V
dV∇ · (k∇T ) =

∫
V
dV q̇ , (4.2)

usando el teorema de divergencia esto nos da,

−
∫
∂V
dS · (k∇T ) = q̇cVC , (4.3)
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Paso 3: Discretización de la ecuación

Ahora, aproximando la integral por una suma se tiene

−
∑

(k∇T )f · Sf = q̇CVC , (4.4)

donde f representa el punto de integración en el centroide de
la cara limitante (aproximación de segundo orden).
Posteriormente, el operador nabla es posible discretizarlo para
dar la forma completamente discretizada de las ecuaciones de
conservación.
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Por ejemplo, en la dirección xi asumiendo una variación lineal
de T , su derivada se puede aproximar como

∂T

∂xi
=
Ti+1 − Ti−1

δxi
, (4.5)

dando como resultado la ecuación del ensambe local.
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Solución de las ecuaciones algebraicas

Como se ha mencionado, la discretización de las ecuaciones de
movimiento da lugar a un conjunto de ecuaciones algebraicas
que deben ser resueltas para obtener el valor de la variable
dependiente en los puntos de malla. Los coeficientes de la
ecuación pueden ser independientes de la variable dependiente
o dependientes dependiendo si la ecuación diferencial original
es lineal o no.
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Solución de las ecuaciones algebraicas

En general los métodos de solución que pueden emplearse se
clasifican en

• Métodos directos, eliminación de Gauss, regla de
Crammer, inversa, etc.

• Métodos indirectos, Gauss-Seidel, Gauss, SOR,
Relajaciones, etc.

• . . .

Tarea 1

Realizar una investigación sobre los algoritmos usados para
métodos directos aśı como métodos indirectos y escriba un
código para solución de ecuaciones algebraicas por métodos
indirectos.
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Ecuación semidiscretizada

Como se mencionó anteriormente, en general una ecuaciń de
conservación se puede escribir de la forma

∂ (ρφ)

∂t
+ ∂i (ρviφ) = ∂i

(
Γφ∂iφ

)
+Qφ (6.1)

el método del volumen finito comienza por integral sobre un
volumen de control la ecuación de movimiento. Esto es,∫

V
dV ∂i (ρviφ) =

∫
V
dV ∂i

(
Γφ∂iφ

)
+

∫
V
dV Qφ (6.2)

donde se ha despreciado el término transiente por simplicidad.
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Ecuación semidiscretizada

Reemplazando las integrales de volumen por integrales de
superficie∫

∂V
dSi (ρviφ) =

∫
∂V
dSi

(
Γφ∂iφ

)
+

∫
V
dV Qφ (6.3)

donde se identifican los términos de flujo como

Jφ,Ci = ρviφ

Jφ,Di = −Γφ∂φ
(6.4)

aśı como el término de flujo total

Jφi = Jφ,Ci + Jφ,Ci (6.5)
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Donde se aproximan estas integrales de superficies como∫
∂V
dSiJ

φ,C
i =

∑
faces

dSi

(∫
f

(ρφvi)

)
(6.6)

∫
∂V
dSiJ

φ,D
i =

∑
faces

dSi

(∫
f

(
Γφ∂iφ

))
(6.7)

donde estas integrales se aproximan como∫
∂V
dSiJi =

∑
ip

(
Jφi ni

)
ωipSf (6.8)

donde ip se refiere a los puntos de integración en la superficie
f .

17 / 19



Introducción

Cesar Damián

Introducción

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4

FVM

Ecuación semidiscretizada

Los factores de peso ωip dependen de la presición con que se
quiera trabajar la aproximación. Algunos ejemplos son

1 ωip = 1. Esta aproximación es de segundo orden y es
aplicable a dimension 2 y 3.

2 ωip = 2. Posicionada en ξ1,2 = (3∓
√

3)/6 y ωi = 〈12 ,
1
2〉.

3 ωip = 3. Posicionado en ξ1,2 = (5∓
√

15)/10 and
ξ3 = 1/2 con pesos ωi = 〈5/18, 5/18, 4/9〉.
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Ecuación semidiscretizada

Los volúmenes de integración se pueden representar como

integration (Fig. 5.3b) involves the use of four integration points. The weights are
computed as the product of the one dimensional weights and the integration points
(ξ, η) are obtained from the one dimensional profiles. Therefore the function is cal-
culated at 3!

ffiffiffi
3

p" #
=6; 3þ

ffiffiffi
3

p" #
=6

$ %
, 3þ

ffiffiffi
3

p" #
=6; 3þ

ffiffiffi
3

p" #
=6

$ %
, 3!

ffiffiffi
3

p" #
=6;

$

3!
ffiffiffi
3

p" #
=6#, and 3þ

ffiffiffi
3

p" #
=6; 3!

ffiffiffi
3

p" #
=6

$ %
with the weights being equal

(ωip = 1/4 for ip = 1 to 4). The nine point gauss integration method (Fig. 5.3c)
involves the use of nine integration points. The accuracy increases with increasing
the number of integration points but so does the computational cost.

5.2.3 The Discrete Conservation Equation for One
Integration Point

While the above terms can be discretized with any specified number of integration
points, it is customary for the finite volume method to use one integration point,
yielding second order accuracy. This was found to be a good compromise between
accuracy and flexibility while keeping the method simple and relatively of low
computational cost. Following the mid-point integration approximation, the
semi-discrete steady state finite volume equation for element C shown in Fig. 5.4
can be finally simplified to

X

f$nbðCÞ
qv/! C/r/
" #

f 'Sf ¼ Q/
CVC ð5:15Þ

The aim of the second stage of the discretization process is to transform
Eq. (5.15) into an algebraic equation by expressing the face and volume fluxes in
terms of the values of the variable at the neighboring cell centers. This lineariza-
tion of the fluxes is at the core of the second discretization step.

FluxT
=

FluxC C + FluxV

FluxT
=

FluxC C + FluxV

FluxT
=

FluxC C + FluxV

one integration point

f1
f2

f3

f4
f5

f6

f1
f2

f3

f4
f5

f6

nine integration pointsfour integration points

f1
f2

f3

f4
f5

f6

F1

F2

F3

F4

F5

F6
C

F1

F2

F3

F4

F5

F6
C

F1

F2

F3

F4

F5

F6
C

(a) (b) (c)

Fig. 5.3 Volume integration of source terms using a one integration point, b four integration
points, and c nine integration points

108 5 The Finite Volume Method

Figure: Volumenes de integración.
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