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*“ Todo debe hacerse tan simple como sea posible, pero sin excederse en ello.”

Albert Einstein

El Cdlculo 7 (de aqui en adelante abreviado como EC7) es una obra disefiada
tanto para los cursos de especializacién en matemaéticas como para los estu-
diantes cuyo interés primario radica en la ingenierfa, las ciencias fisica y
sociales, o los campos no técnicos. La exposicién estd adecuada a la experiencia
y madurez del principiante. Las explicaciones detalladas, los abundantes
ejemplos desarrollados asi como la gran variedad de ejercicios, contindan
siendo las caracteristicas distintivas del texto.

En ningtin otro tiempo entre ediciones sucesivas han ocurrido tantos
cambios en la ensefianza del Célculo como en el periodo entre las ediciones
sexta y séptima de este texto. Muchos de estos cambios son el resultado de la
disponibilidad de la tecnologia moderna en la forma de calculadora gréfica o
graficadora manual. Algunos otros cambios se deben al movimiento denomi-
nado reforma del Cdlculo. He invitado a seguir este movimiento observando
el principio: REFORMA CON RAZON. Con el fin de apegarme a este pn'ncipiéf'
he aplicado las siguientes guias:

1. La tecnologia debe incorporarse para mejorar la ensefianza y el apren- _
dizaje del Célculo, no para reemplazar las mateméticas o restar impor-
tancia a los temas teéricos.

2. Las definiciones y teoremas deben establecerse formalmente, no in-
formalmente.

3. Los estudiantes deben estar concientes de que las demostraciones de los
teoremas son necesarias.

4. Cuando se presenta una demostracién, debe ser bien motivada y cuida-
dosamente explicada, de modo que sea entendible para cualquiera que
haya alcanzado un dominio promedio de las secciones anteriores del libro.

5. Cuando se establece un teorema sin demostracion, la discusién debe au-
mentarse mediante figuras y ejemplos; en tales casos, debe enfatizarse
el hecho de que lo que se presenta es un ejemplo ilustrativo de la propo-
sicion del teorema y no una demostracién del mismo.

6. Debe darse importancia a los modelos matemidticos de las aplicaciones
de la vida real.

7. Debe destacarse la redaccién en mateméticas.

Los catorce capitulos de EC7 pueden clasificarse en dos partes: capitulos
1-9, en los que se estudian funciones de una variable y series infinitas; capi-
tulos 10-14, en los que se tratan vectores y funciones de més de una variable.
En EC7 se han realizado cambios en las dos partes. En todo el libro se mantiene
un sano equilibrio entre un estudio riguroso y un punto de vista intuitivo, in-
cluso en las modificaciones.

Con objeto de alcanzar los objetivos planteados, se han incorporado las
siguientes caracteristicas:
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GRAFICADORA “ACTIVA”

A lo largo de la presentacién, EC7 utiliza la calculadora gréfica o graficadora
manual no sélo como un poderoso y fascinante instrumento para el apren-
dizaje, sino como un instrumento fundamental en la solucién de problemas. Se
ha integrado la graficadora directamente a la exposicién de acuerdo a la filo-
soffa que he aprendido en mis tres veranos con TICAP (Technology Intensive
Calculus for Advanced Placement) la cual se resume como sigue:

1. Trabajar analiticamente (con papel y ldpiz); después apoyar numérica
y grdficamente (con la graficadora).

2. Trabajar numérica y grdficamente; después confirmar analiticamente.

3. Trabajar numérica y grdficamente debido a que otros métodos no son
prdcticos o posibles.

MODELOS MATEMATICOS Y
PROBLEMAS VERBALES

Los modelos mateméticos de situaciones précticas presentadas como proble-
mas verbales surgen en diversos campos como fisica, quimica, ingenierfa,
administracién, economia, psicologfa, sociologfa, biologfa y medicina. Las
funciones como modelos matemadticos se introducen primero en la seccién 1.3 y
aparecen con frecuencia en el resto del texto. La seccién 1.3 contiene suge-
rencias para obtener una funcién como modelo matemético paso a paso.

REDACCION EN MATEMATICAS

A fin de completar la solucién de cada ejemplo de un problema verbal, se
presenta una conclusién que responde a las preguntas de éste. El estudiante
debe redactar una conclusién semejante, que consista en una o mas oraciones
completas, para cada ejercicio similar. Al final de cada grupo de ejercicios hay
uno o dos de redaccién los cuales pueden preguntar sobre cémo o por qué
funciona un procedimiento determinado, o bien, pueden pedirle al estudiante
que describa, explique o justifique un proceso particular.

EJERCICIOS

Los ejercicios, revisados de las ediciones anteriores y ordenados por grados de
dificultad, proporcionan una gran variedad de tipos de problemas que van des-
de célculos y aplicaciones hasta problemas tedricos para la calculadora y
ejercicios de redaccién, como los mencionados anteriormente. Estos aparecen
al final de cada seccién y como ejercicios de repaso al final de cada capitulo.

EJEMPLOS Y EJEMPLOS ILUSTRATIVOS

Los ejemplos, cuidadosamente seleccionados, habilitan a los estudiantes en
la resolucién de los ejercicios, y ademds sirven como modelos para sus solu-
ciones. Se utiliza un ejemplo ilustrativo a fin de mostrar un concepto, defini-
cién o teorema particular; es un prototipo de la idea expuesta.

PROGRAMA DE ARTE VISUAL (FIGURAS)

Todas las figuras se han vuelto a trazar para EC7. Las gréficas trazadas en la
graficadora se muestran en una pantalla de graficadora enmarcada por un
borde de color mds oscuro a diferencia de las graficas dibujadas a mano. Todas
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las. figuras tridimensionales se han generado mediante computadora con el
fin de obtener precisién matemaética. Estas figuras, que son més vividas que
en las ediciones anteriores, fueron creadas con la ayuda de Matemdtica® y
Adobe Hlustrator®.

ASPECTOS PEDAGOGICOS

i‘ Cada capitulo comienza con una introduccién titulada VISION PRELIMINAR.

Al final de cada capftulo se muestra una lista de sugerencias para su revi-
sién. Juntos, estos aspectos sirven como una resefia, de principio a fin del
capitulo, cuando el estudiante se prepara para un examen.

DESCRIPCION DE CADA CAPITULO
Capitulo 1T Funciones, limites y continuidad

Los tres temas del titulo de este capitulo conforman la base de cualquier pri-

i mer curso de Célculo. Se exponen todos los teoremas de limites incluyendo
algunas demostraciones en el texto, mientras que otras se esbozan en los
4 ejercicios. La seccién 1.3, nueva en esta edicién, presenta las funciones

como modelos mateméticos anticipadamente de su uso posterior en aplica-
ciones. En consecuencia, estos modelos proporcionan al estudiante una vista
preliminar de cémo se aplica el Célculo en situaciones reales. La seccién 1.4,
también nueva, utiliza la graficadora para introducir el concepto de limite de
una funcién.

Capitulo 2 Derivada y diferenciacién

En la secci6n 2.1 se define la recta tangente a la grafica de una funcién antes
de estudiar la derivada, esto con el propésito de mostrar un avance de la inter-
pretacién geométrica de este concepto. Las aplicaciones fisicas de la derivada en
el estudio del movimiento rectilineo se presentan s6lo después de haber de-
mostrado los teoremas sobre diferenciacién, de modo que dichos teoremas

: pueden emplearse en estas aplicaciones. En la secci6n 2.7 se estudian las

i derivadas de las seis funciones trigonométricas y después se emplean
como ejemplos para la presentacién inicial de la regla de la cadena en la
siguiente seccién. La derivada numérica, tema nuevo en esta edicién y pre-
sentado en la seccién 2.3, se utiliza junto con la graficadora para apro-
ximar derivadas y para trazar sus gréficas. En la seccién 2.4 se simula el
movimiento de una particula sobre una linea recta.

Capitulo 3 Comportamiento de las
funciones y sus gréficas, valores extremos
y aproximaciones

En este capitulo se presentan las aplicaciones tradicionales de la derivada que
implican méximos y minimos as{ como el trazado de una curva. Los Iimites
al infinito y sus aplicaciones para determinar asintotas horizontales se han
cambiado a este capitulo donde se aplican a fin de dibujar gréficas. La grafica-
dora se utiliza frecuentemente con el objeto de apoyar los resultados obtenidos
de forma analitica asf como para conjéturar propiedades de las funciones, las
b cuales se confirman después analiticamente. Un aspecto nuevo de esta edicién
estd relacionado con los ejercicios, donde se le pide al estudiante que dibuje
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la grafica de una funci6n a partir de la grafica de su derivada y viceversa. En la
seccién final del capitulo se presenta la aproximacién mediante la recta tan-
gente junto con el método de Taylor y el de diferenciales.

Capitulo 4 Integral definida e integracién

Las dos primeras secciones tratan sobre antiderivacién (o antidiferenciacion).
Se utiliza el término antiderivacion en lugar de integracion indefinida, sin
embargo, se conserva la notacién estandar [f(x) dx. Esta notacién sugerird
que debe existir alguna relacién entre integrales definidas y antiderivadas,
pero no veo perjuicio alguno en lo anterior, en tanto la presentacién propor-
cione un panorama tedricamente apropiado de la definicién de la integral
definida como un limite de sumas. Dichos limites se aplican primero para de-
finir el drea de una regién plana y después se utilizan en la definicién de la
integral definida. La capacidad de la graficadora para aproximar el valor de
una integral definida se presenta antes de la demostracién del segundo teo-
rema fundamental del Célculo, utilizado para obtener valores de integrales
analiticamente. Esta capacidad permite demostrar propiedades de la integral
definida en una graficadora tal como se desarrollan. La seccién 4.3, sobre
ecuaciones diferenciales separables, presenta aplicaciones sobre el movimiento
rectilineo, donde el movimiento se simula en la graficadora. Otras aplicaciones
de los conceptos de este capitulo incluyen el estudio completo del drea de una

regién plana asi como el volumen de sélidos, presentados posteriormente en

la edicién anterior. La seccién 4.9 se inicia con el cdlculo de volimenes mediante
el método de rebanado, se continiia con la determinacién de volimenes de s6lidos
de revolucién mediante los métodos de discos y de arandelas, considerados co-
mo casos especiales del método de rebanado. En la seccién 4.10 se determinan
los volimenes de sélidos de revolucién mediante el método de capas cilindricas.

Capitulo 5 Funciones logaritmicas,
exponenciales, trigonométricas inversas
e hiperbélicas

En la primera seccion se tratan las funciones inversas, y las cinco secciones
siguientes se dedican a las funciones logaritmica y exponencial. Primero se
define la funcién logaritmica natural y después la funcién exponencial natural
como su inversa. Este procedimiento permite dar un significado preciso de un
exponente irracional de un nimero positivo. Posteriormente se define la fun-
cién exponencial de base a, donde a es positivo. Las aplicaciones de estas
funciones incluyen las leyes naturales de crecimiento y decaimiento, el creci-
miento limitado implica la curva de aprendizaje, y la funcién de densidad de
probabilidad normal estandarizada. Las tres dltimas secciones se dedican a las
funciones trascendentes (no algebraicas) restantes: las funciones trigonomé-
tricas inversas y las funciones hiperbélicas.

Capitulo 6 Aplicaciones adicionales de la
integral definida

En este capitulo se presentan las aplicaciones de la integral definida, no sélo
las técnicas de manipulacién sino también los principios fundamentales invo-
lucrados. La longitud de arco, una aplicacién geométrica, se trata en la sec-
cién 6.1. Las otras cuatro secciones estdn dedicadas a aplicaciones fisicas, las
cuales incluyen centro de masa de una barra y de regiones planas, trabajo y
fuerza ejercida por la presién de un liquido. En cada aplicacién, se motivan
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y explican intuitivamente las definiciones de los términos nuevos. Se han
vuelto a escribir todas las secciones y se han agregado ejemplos, en algunos
de ellos se utiliza la graficadora para aproximar el valor de la integral definida.

Capitulo 7 Técnicas de integracién, formas
indeterminadas e integrales impropias

Las técnicas de integracién cdnstituyen uno de los aspectos més importantes
de las operaciones del Célculo. Estas técnicas se estudian en las primeras cinco
secciones, tratadas en ocho en la edicién anterior. Después de una motivacién
introductoria, se explican los fundamentos tedricos de cada uno de los métodos.
El dominio de las técnicas de integracién depende de los ejem-
plos, y se han utilizado como problemas ilustrativos que, seguramente, el
estudiante enfrentard en la préctica. En la seccién 7.4 se presentan otras dos
aplicaciones de la integraci6n: crecimiento logistico, que surge en economia,
biologia y sociologia; y la ley quimica de accién de masas. En la seccién 7.6
se estudian dos métodos numéricos para aproximar integrales definidas. Estos
procedimientos son importantes debido a que resultan muy adecuados para el
uso de computadoras y graficadoras. Los temas sobre aproximacion de inte-
grales definidas incluyen el establecimiento de teoremas acerca de las cotas
para el error implicado en estas aproximaciones. Las cuatro secciones res-
tantes, que tratan acerca de las formas indeterminadas e integrales impropias,
se han reubicado en esta edicién; preceden inmediatamente a los temas de se-
ries, en donde se aplican muchos de los resultados obtenidos. Las aplicaciones
de las integrales impropias incluyen la funcién de densidad de probabilidad asf
como algunas otras relacionadas con geometria y economia.

Capitulo 8 Aproximaciones polinomiales,
sucesiones y series infinitas

Las secciones acerca de sucesiones y series se han considerado en un solo
capitulo y no en dos como en la edicion anterior. Todos los temas se incluyen,
pero algunas de las discusiones se han acortado sin sacrificar la integridad
matemdtica. Este capitulo es independiente y puede estudiarse en cualquier
momento después de completar los primeros siete capitulos. La primera seccién
trata acerca de aproximaciones polinomiales mediante la férmula de Taylor.
Esta férmula se generaliza a la serie de Taylor en la seccién 8.9. Las secciones
8.2-8.6 se handedicadoalas sucesiones y series infinitas de términos constantes,
y en la seccién 8.6 se presenta un resumen de los criterios de convergencia
para series infinitas. En las secciones 8.7—8.10 se estudian las series de tér-
minos variables denominadas series de potencias. Los temas de este capitulo
conducen por sf mismos a la incorporacién de la graficadora, no sélo para faci-
litar el estudio sino que permite a los estudiantes examinar € investigar la con-
vergencia o divergencia de una serie infinita y de aproximaciones polinomiales.

Capitulo 9 Ecuaciones paramétricas, curvas
planas y gréaficas polares

Los tres temas de este capitulo se han agrupado para completar el estudio del
célculo de una variable. Las dos primeras secciones tratan sobre ecuaciones
paramétricas y curvas planas, constituyen un requisito previo para el estudio.
de vectores. En las dos secciones siguientes se estudian graficas polares,
mientras que en la seccién final se presenta un tratamiento unificado de las
secciones conicas y las ecuaciones polares de las cénicas. La discusién de
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las secciones conicas en coordenadas rectangulares ahora se estudian por lo
general en un curso previo al Calculo, en esta edicién se tratan en el apéndice.

Capitulo 10 Vectores, rectas, planos
y superficies en el espacio

En esta edicién, los vectores bidimensionales y tridimensionales se estudian
en el mismo capitulo y no en forma separada como en ediciones anteriores. En
la seccién 10.1 se definen los vectores en el plano. En la seccién 10.2, antes
de definir un vector tridimensional, se presenta el espacio numérico tridimen-
sional, el cual se denota por R>. En el capitulo también se. proporciona una
introduccién vectorial a la geometria analitica sélida al estudiar, en la seccién
10.4, rectas y planos en R3, y superficies en la seccién 10.6.

Capitulo 11 Funciones vectoriales

De igual manera que con los vectores en el capitulo 10, en este capitulo se
estudian las funciones vectoriales tanto en el plano como en el espacio
tridimensional. Las curvas en los dos espacios, definidas mediante una funcién
vectorial o por medio de un conjunto de ecuaciones paramétricas, asi como sus
propiedades también se estudian simultineamente. Las aplicaciones de este
capitulo tratan acerca de geometria, fisica e ingenierfa. En la seccién 11.5,
sobre movimiento curvilineo, se utiliza la graficadora para simular en movi-
miento de un proyectil en un plano.

Capitulo 12 Calculo diferencial de
funciones de mas de una variable

Los temas contenidos en este capitulo se han reunido y condensado de dos
capitulos de las ediciones anteriores, otra vez sin afectar la integridad mate-
mdtica. En las primeras cinco secciones se estudian limites, continuidad, deri-
vadas parciales, diferenciabilidad y la regla de la cadena para funciones de
mds de una variable. Las aplicaciones de estas secciones incluyen la determi-
nacién de tasas de variacién y el célculo de aproximaciones. La seccién 12.6,
sobre derivadas direccionales y gradientes, precede a una seccién que muestra
la aplicacién del gradiente en la determinacién de planos tangentes y rectas
normales a superficies. Otras aplicaciones de las derivadas parciales se pre-
sentan en las dos dltimas secciones y tratan sobre problemas de extremos y
multiplicadores de Lagrange.

Capitulo 13 Integracién moltiple

El Célculo integral de funciones de mds de una variable, contenido en las
secciones 13.2—13.6, es precedido por una seccién en la que se estudian coorde-
nadas cilindricas y esféricas, reubicadas en esta edicion, de modo que estén
mas cerca a los temas en que se aplican. Las integrales dobles de las fun-
ciones de dos variables se estudian en la seccién 13.2 y en las dos secciones
siguientes se aplican a la fisica, ingenieria y geometria.

Capitulo 14 Introduccién al
Calculo de campos vectoriales

En las seis secciones de este capitulo final se presenta un estudio amplio del
Cilculo vectorial. Este estudio incluye campos vectoriales, integrales de linea,
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el teorema de Green, el teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de
Stokes. La presentacién de estos temas es intuitiva y las aplicaciones son
acerca de fisica e ingenierfa.

Apéndice

Los temas de 4lgebra, trigonometria y geometria analitica, por lo comun se
estudian en cursos previos al Célculo, ahora se presentan en el apéndice, de-
jando asf el cuerpo principal del texto para temas estrictamente de Célculo. Esta
modificacién tiene como consecuencia el hecho de que las palabras con geo-
metria analitica no aparecen en el titulo de esta edicién. Las secciones del
apéndice pueden cubrirse en detalle, como un repaso o pueden omitirse por
completo, dependiendo de la preparacién de los estudiantes de cada grupo.

Secciones suplementarias

Las secciones suplementarias se encuentran después del apéndice; estas sec-
ciones contienen temas que pueden ser cubiertos u omitidos sin afectar la
comprension del material subsecuente. Estas secciones designadas mediante
el mimero de la seccidén del cuerpo principal del texto, contienen discu-
siones teéricas y algunas de las demostraciones més dificiles.

Louis LerrHOLD
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MATERIAL SUPLEMENTARIO PARA EL CALCULO*

Para el estudiante

An Outline for the Study of Calculus (Un esbozo para el estudio del
Cilculo) por Leon Gerber, de Saint John’s University y John Minnick, de
DeAnza College.

Para ayudar a los estudiantes en su estudio de EC7, este manual, en tres
voliimenes, contiene las soluciones detalladas paso a paso de todos los ejer-
cicios cuyo ntimero es divisible entre 4. Los manuales también contienen to-
dos los teoremas y definiciones importantes asi como exdmenes simples con
sus soluciones para cada capitulo.

Para el profesor

Instructor’s Solutions Manual for THE CALCULUS 7 (Manual de solu-
ciones para el profesor) por Leon Gerber, de Saint John’s University.

Este manual, en dos voliimenes, contiene las soluciones para todos los
ejercicios de EC7.

Test Generator/Editor with Quizmaster (Generador de exdmenes/Editor
con Quizmaster)

Este banco de exdmenes computarizado estd disponible en versiones para
DOS y Macintosh, y puede trabajarse completamente en redes. El Generador
de Exdmenes, escrito para EC7, puede emplearse para seleccionar problemas
y pregunias al elaborar exdmenes ya preparados. El Editor permite a los pro-
fesores editar cualesquiera datos preexistentes o crear sus propias preguntas.
Quizmaster permite a los instructores crear exdmenes y cuestionarios del Ge-
nerador de Exdmenes y almacenarlos en discos de modo que puedan ser uti-
lizados por los estudiantes en computadoras personales o en una red.

También estd disponible un banco de exdmenes impresos que incluye
todos los problemas y preguntas del banco de exdmenes computarizado.

Libros auxiliares de interés para
estudiantes y profesores de

Calculo publicados por

Oxford University Press, Harla, México

Estos materiales se encuentran listados en la tercera de forros de este
libro.

* N. del E. Este material s6lo est4 disponible en inglés. En un futuro préximo esta editorial tendrd el “Manual de resoluciones para el profesor”.
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ASPECTOS HISTORICOS DEL CALCULO

Algunas de los ideas fundamentales del Célculo se remontan a los antiguos
matemadticos griegos del tiempo de Arquimedes (287-212 a.C.) asf como a
los trabajos de los primeros afios del siglo XVII realizados por René
Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat ((1601-1665), John Wallis
(1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). Sin embargo, la invencién del
Cilculo se atribuye a Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) debido a que ellos iniciaron la generalizacién y unifi-
cacién de estos conceptos mateméticos. Asimismo, otros mateméticos de los
siglos XVII y XVIII intervinieron en el desarrollo del Célculo, algu-
nos de ellos fueron: Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli
(1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) y Joseph L. Lagrange
(1736-1813). No obstante, no fue sino hasta el siglo XIX en que se estable-
cieron los fundamentos de las nociones y de los procesos del Célculo por
matemiaticos tales como Bernhard Bolzano (1781-1848), Augustin L.
Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) y Richard Dedekin
(1831-1916).
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PREPARACION PARA EL ESTUDIO DEL CALCULO

Aprender Célculo puede ser una de las experiencias educacionales mas
estimulantes y excitantes. Para que esto sea asf, usted debe iniciar su curso
de Célculo con el conocimiento de ciertos conceptos de matemdticas concer-
nientes a lgebra, geometria, trigonometria y geometria analitica.

Los temas de dlgebra, trigonometria y geometria analitica de especial
importancia se presentan en las secciones A.1-A.11 del apéndice al final del
libro. Las propiedades especificas de los nimeros reales asi como algunas
notaciones bdsicas se presentan en la seccién A.l. Debe familiarizarse con
estos temas antes de iniciar el capftulo 1. Refiérase a las secciones A.2-A.8 y
A.10 para revisar los temas de geometria analitica. En la seccién A.9 se es-
tudian las funciones trigonométricas. Tal vez necesite estudiar la seccién
A.11, donde se presentan las fracciones parciales, antes de tratar la sec-
cién 7.4 sobre integracién de funciones racionales.

La visualizacién mediante grificas juega un papel importante en el es-
tudio del Célculo. Estas gréficas se obtendrdn en dos formas: a mano y me-
diante un dispositivo de graficacién automético de alta velocidad como las
graficadoras y computadoras con el software apropiado. Estos dispositivos
funcionan de manera similar, pero para el estudiante resultard mds préctico
utilizar una graficadora que una computadora personal. En consecuencia, en
el texto se empleara la graficadora.

Cuando se trate de una gréifica realizada a mano se usard la termino-
logia dibuje la grdfica, y cuando deba emplear un dispositivo electrénico en su
elaboracion se indicard trace la grdfica. Las gréficas trazadas en una grafica-
dora estdn representadas por figuras que muestran una pantalla de graficado-
ra enmarcada por un rectdngulo y las ecuaciones de las graficas mostradas
se indican en la parte inferior de la pantalla. Las graficadoras no son estric-
tamente autométicas debido a que requieren de un operador (una persona que
las haga funcionar) que presione teclas especificas; sin embargo, como estas
teclas dependen del fabricante y del modelo de la graficadora, deberd con-
sultar el manual de funcionamiento para obtener informacién sobre cémo
realizar operaciones especificas.

Con los conocimientos bdsicos preliminares, estd usted preparado para
iniciar su curso de Célculo, que es el fundamento para muchas de las ramas
matemdticas y para la mayoria de los conocimientos del mundo moderno.
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1.1 FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

FIGURA 1
Tabla 1
x |y =x*
1 1
3 9
2 4
4 16
0 0
-1 1
3 9
-3 3
-4 16

X: todos los ¥: nimeros no
nimeros reales negativos

FIGURA 2

Con frecuencia, en las aplicaciones précticas el valor de una variable depende
del valor de otra. Por ejemplo, el salario de una persona puede depender del
mimero de horas que trabaje; la produccién total de una fdbrica puede de-
pender del nimero de méquinas que se utilicen; la distancia recorrida por un
objeto puede depender del tiempo transcurrido desde que sali¢ de un punto
especifico; el volumen del espacio ocupado por un gas a presién constante
depende de su temperatura; la resistencia de un cable eléctrico de longitud
fija depende de su didmetro; etc. La relacién entre este tipo de cantidades sue-
le expresarse mediante una funcidn. Para fines exclusivos de este texto, las
cantidades involucradas en estas relaciones son niimeros reales.

En la figura 1 se muestra la representacién de una correspondencia de
este tipo. Se puede establecer el concepto de funcién de otra manera: considere
intuitivarmente que el ndmero real y del conjunto Y es una funcién del niimero
x del conjunto X, si existe una regla mediante la cual se asocia un solo valor
de y a un valor x. Esta regla se expresa frecuentemente por medio de una
ecuacién. Por ejemplo, la ecuacién

y =2

define una funci6n para la cual X es el conjunto de todos los nimeros reales
y Y es el conjunto de los niimeros no negativos. El valor de y asignado al
valor de x se obtiene al multiplicar x por si mismo. La tabla 1 proporciona
algunos de estos valores y la figura 2 ilustra la correspondencia de los nime-
ros de la tabla.

Para denotar funciones se utilizan simbolos como f, g y A. El conjunto X
de los niimeros reales indicado anteriormente es el dominio de la funcién y el
conjunto Y de nimeros reales asignados a los valores de x en X es el contra-
dominio de la funcién. El dominio y el contradominio suelen expresarse en la
notacién de intervalos descrita en la secci6én A.1 del apéndice.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Con notacién de intervalos,

el dominio y contradominio de 1a funcién definida por la ecuacién
y = x?

€s (—oo, +00) ¥ el contradominio es [0, +00). |

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Seafla funcién definida por

la ecuacién

y= Jx-2

Como los nimeros se han restringido a los aiimeros reales, y es una funcién
de x s6lo si x — 2 = 0 debido a que para cualquier x que satisfaga esta de-
sigualdad, se determina un solo valor de y. Sin embargo, si x < 2, se
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tiene la rafz cuadrada de un nimero negativo, y en consecuencia, no se obten-
drd un ndmero real y. Por tanto, se debe restringir x de manera que x > 2.
De este modo, el dominio de f es el intervalo [2, +o0), y su contradominio
es [0, +00). 4

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Scagla funcién definida por

la ecuacién
y= ~x2-9

Se observa que y es una funcién de x s6lo para x = 3 0 x < -3 (o sim-
plemente, |x| > 3); para cualquier x que satisfaga alguna de estas desi-
gualdades, se determinaré un solo valor de y. No se determinara ningin valor
real de y si x estd en el intervalo abierto (-3, 3), ya que para estos valores de
x se obtiene la raiz cuadrada de un nimero negativo. Por tanto, el dominio
de ges (o0, 3] U [3, +00), y el contradominio es [0, +c0). |

Se puede considerar una funcién como un conjunto de pares ordena-
dos. Por ejemplo, 1a funcioén definida por la ecuacién y = x* consta de todos
los pares ordenados (x, y) que satisfacen la ecuaci6n. Los pares ordenados de
esta funci6n proporcionados por la tabla 1 son (1, 1), (3, ), (4, 16), (0, 0),
-1, D, - %, %) y (—4, 16). Por supuesto, existe un nimero ilimitado de pares
ordenados de esta funcidn, algunos otros son (2, 4), (-2, 4), (5, 25), (-5, 25),
(+/3, 3), etcétera.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  La funcién f del ejemplo

ilustrativo 2 es el conjunto de pares ordenados (x, y) para los cuales
= +/x — 2. En sfmbolos esto se expresa como

f={xy|y=+vx-2}

Algunos de los pares ordenados de f son (2, 0), (3, 1), (3, 1), 4, v2),
5, 3),(6, 2),(11, 3). <

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5  La funcién g del ejemplo
ilustrativo 3 es el conjunto de pares ordenados (x, y) para los cuales

y = +x% - 9; es decir,
g=1xy | y= Jx*-9)

Algunos de los pares ordenados de g son (3, 0), (4, ~/7), (5, 4), (-3, 0),
13, 2) <

A continuacién se establecerd formalmente la definicién de funcién
como un conjunto de pares ordenados. Al definir una funcién de esta manera,
y no como una regla de correspondencia, se hace mas preciso su significado.

1.1.1 Definicién de funcién
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nimero. El conjunto de todos los valores admisibles de x se denomina
dominio de la funcién, y el conjunto de todos los valores resultantes
de y recibe el nombre de contradominio* de la funcién.

En esta definicién, la restriccién de que dos pares ordenados no pueden
tener el mismo primer nimero asegura que y es Unico para cada valor especi-
fico de x. Los simbolos x y y denotan variables. Debido a que el valor de y
depende de la eleccién de x, x denota a la variable independiente mientras
que y representa a la variable dependiente.

Si f es la funcién tal que los elementos de su dominio se representan por
x, y los elementos de su contradominio se denotan por y, entonces €l simbolo
f(x) (léase “f de x™*) denota el valor particular de y que corresponde al valor de
x. La notacién f(x), denominada valor de funcién, se debe al matemdtico y
fisico suizo Leonhard Euler (1707-1783).

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 En el ejemplo ilustrativo 2,
f=1{xy I y = +/x — 2}. De modo que

f&x) = Jx -2
A continuacién se calcular4 f(x) para algunos valores especificos de x.
f3)=4J3-2 f5) = v5-2
=1 = \/5
f®) = J6-2 fO) = V9 -2
=2 V7 <

Cuando se define una funcién, debe indicarse el dominio implicita o
explicitamente. Por ejemplo, si f esta definida por

f(x) = 3x2 - 5x + 2

la funci6n tiene un valor si x es cualquier nimero real; por tanto, el dominio
es el conjunto de todos los nimeros reales. Sin embargo, si festéd definida por

f)=3x2-5x+2 1=<x<10

entonces el dominio de f consta de todos los nimeros reales entre 1 y 10, in-
cluidos éstos.
De manera semejante, si g estd definida por la ecuacién

S5x =2

gx) = x+4

estd implicito que x # —4, debido a que el cociente no estd definido para
x = —4; en consecuencia, el dominio de g es el conjunto de todos los nime-
ros reales excepto —4.

Si h estd definida por la ecuacién

h(x) = V4 - x2

el dominio de % es el intervalo cerrado [-2, 2] porque 4 — x2 no es un
nimero real para x > 2 0x < -2. El contradominio de A es [0, 2].

* N. del T. La palabra inglesa range se ha traducido generalmente como rango, y corresponde al nombre del conjunto de valores asignados a la

variable dependiente de una funcién. Otros nombres para este conjunto son: recorrido (poco empleado en célculo); ambito (término muy recien-
te para este concepto); imagen (muy empleado en 4lgebra y teoria de conjuntos); rango (muy empleado en céiculo).
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’ EJEMPLO 1 Dado que fes la funcién definida por
f(x)=x2+3x—4

determine: (a) f(0); (b) f(2); (¢) f(h); (d) fQ2h); (&) f(2x); (F) flx + h);
(&) fexy + f(h)

. Solucion
@ f(0)=02+3-0-4 M) f(2) =22 +3.-2-4
; = -4 =6
© f(h) = h2 + 3h - 4 () fh) = (R)? + 3(2h) - 4
= 4h% + 6h - 4
(€ f2x) = (2x)?2 + 3(2x) - 4

Il

4x2 + 6x - 4

(x+ m2+3(x + h) - 4
2+ 2 + K +3x+3h-4
=x2 +Qh+3x + (W + 3h - B

® fx + h)

1]

@ fx) + f(h) =02+ 3x~4) + R+ 3h - 4)
=x2+3x+ (W +3h-8) 4

Compare los célculos del inciso (f) y (g) del ejemplo 1. En el inciso (f) se
realiza el célculo de f(x + h), que es el valor de la funcién para la suma de x y
h. En el inciso (g), en donde se calcula f(x) + f(h), se obtiene la suma de los
dos valores de la funcién f(x) y f(h).

En el capitulo 2 se requerira calcular cocientes de la forma

[GtM=f6) g

Este cociente se presenta como la pendiente de la recta que pasa por los pun-
tos (x, f(x)) y (x + h, f(x + h)) de la grifica de la funcién definida por

y = f(x). Consulte la figura 3. En caso de que al efectuar el célculo aparezca
en el numerador la diferencia de dos radicales, se racionaliza el numerador
como en el inciso (b) del ejemplo siguiente.

P  EJEMPLO 2  Determine
fx+h) - f(x)
h

donde h # 0,si(a) f(x) = 4x2 - 5x + 7;(b) f(x) = +/x.

Solucion
@ fFGx+h) - flx) _ 4x+h2-5x+h)+7-(4x2-5x+7)
h - h
_ 4x?2 + 8hx + 4h* —S5x ~5h+7-4x2 +5x -1
h
_ 8hx — 5h + 4h2
- h

8x -5 + 4h
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5
fo = Jx -2
FIGURA S

FIGURA 7

fx+h) - f(x) _ Jx+h-+x
(b) A = A
(Wx+h - Vx)Wx+ h+x)
h(Vx + h + Vx)

(x+h)-x

A(Jx + h +/x)

h
h(Wx+h +/x)

1
x4+ h o+ Ax

En el segundo paso del inciso (b) de esta solucién, se multiplica el
numerador y el denominador por el conjugado del numerador para racionali-
zar el numerador, de donde se obtiene un factor comiin de 4 en el numerador y
en el denominador. <

El concepto de funcién como un conjunto de pares ordenados permite
enunciar la siguiente definicién de grdfica de una funcion.

1.1.2 Definicion de grafica de una funcién

Si fes una funcién, entonces la gréfica de f es el conjunto de todos los
puntos (x, y) del plano R? para los cuales (x, y) es un par ordenado de f.

De esta definicién, se deduce que la grifica de una funcién fes la misma
que la grafica de la ecuaciény = f(x).

La grifica de la funci6n del ejemplo ilustrativo 1 es la parédbola dibujada en
la figura 4. La gréfica de la funcién f de los ejemplos ilustrativos 2 y 4 y dibujada
en la figura 5 es la mitad superior de la pardbola. La grifica de la funcién g de
los ejemplos ilustrativos 3 y 5 estd dibujada en la figura 6; estd grafica es la mitad
superior de una hipérbola.

Recuerde que en una funcién existe un solo valor de la variable depen-
diente para cada valor de la variable independiente del dominio de la funcién.
En términos geométricos, esto significa que:

Una recta vertical intersecta la gréfica de una funcién a lo més en un
punto. X e

Observe que en las figuras 4, 5 y 6, cualquier recta vertical intersectard a
cada gréfica cuanto més en un punto.

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Considere el conjunto

{(x, y) | 2 + y2 = 25), cuya gréfica es la circunferencia, de radio 5 y
centro en el origen, dibujada en la figura 7. Este conjunto de pares ordenados no
es una funcién porque para cualquier x en el intervalo (-5, 5), dos pares
ordenados diferentes tienen a x como primer nimero. Por ejemplo, (3, 4) y
(3, —4) son dos pares ordenados del conjunto dado. Ademds, observe que
cualquier recta vertical cuya ecuacién sea x = a, donde -5 < a < 5, inter-
secta a la circunferencia en dos puntos. <
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[-7.5, 7.5] por [-L, 9]

g0 = x(x - 2)
FIGURA 8

\m— x
5
x -1 six < 3
fx) =45 six = 3
2r+ 1 si3<x

FIGURA 9

’ EJEMPLO 3 Determine el dominio de la funcién g definida por
gx) = x(x -2)

Apoye la respuesta trazando la grafica en la graficadora.

Solucién Como A/ X(x = 2) no es un nimero real cuando x(x -2) < 0,
el dominio de la funcién g consta de los valores de x para los cuales
x(x — 2) = 0. Esta desigualdad se satisface cuando se tiene alguno de los
dos casos siguientes: x = 0yx — 2 = 0;osix < 0yx -2 < 0.

Casol:x =2 0yx ~ 2 = 0.Estoes,
x=20y x=2

Ambas desigualdades se cumplen si x = 2, lo cual equivale a que x esté en
el intervalo [2, + o0).

Caso2:x < 0yx - 2 < 0.Estoes,
x<0yx=<2

Las dos desigualdades se cumplen si x < 0, lo cual equivale a que x perte-
nezca al intervalo (—oo, 0].

Las soluciones de estos dos casos se combinan para obtener el dominio
de g, el cual es (—o0, 0] U [2, +o0).

La gréfica de g se muestra en la figura 8. Esta gréfica desciende desde la
izquierda hasta x = 0, asciende hacia la derecha a partir de x = 2, y no con-
tiene puntos cuando x estd en el intervalo abierto (0, 2). Por tanto, la grafica
apoya la respuesta. 4

Como se vio, el dominio de una funcién puede determinarse me-
diante la definicién de la funcién. Con frecuencia se determina el contrado-
minio a partir de la grifica de la funcién, como en el ejemplo siguiente en el
que se trata una funcion definida a trozos, la cual se define empleando maés
de una expresién.

’ EJEMPLO 4 Sea f la funcién definida por

x -1 six <3
fx) =415 six =3
2x+1 si3<x

Determine el dominio y el contradominio de f, y dibuje su gréfica.

Solucién El dominio de fes (—o0, +00). La figura 9 muestra la grifica
de f; consta de la porcién de larectay = x — 1 parala cual x < 3, el punto
(3,5) ylapartede larectay = 2x + 1 paralacual3 < x. Los valores de la
funcién son nimeros menores que 2, el mimero 5 0 mimeros mayores que 7.
Por tanto, el contradominio de f es el nimero 5 y aquellos nimeros en
(—00,2) U (7, +00). <

Las funciones definidas a trozos serdn de gran utilidad en el estudio de
limites, continuidad y derivada, como ejemplos y contra-ejemplos de funcio-
nes que poseen ciertas propiedades. En el caso de la gréfica de la funcién del
ejemplo 4, se rompe en el punto donde x = 3 lo que, como aprender4 en la
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g(x):{l;_z Sfx<l
x sil <x

FIGURA 10

hx) = x* -9
x -3
F*GURA 11

seccién 1.8, muestra que la funcién es discontinua para ese valor de x. En el
ejemplo siguiente se tiene una funcién definida a trozos cuya gréfica no se
rompe en el valor de x, en el que cambian las expresiones que la definen, en
este casoenx = 1.

’ EJEMPLO 5 Sea g la funcién definida por

2(%) :{i§—2 six < 1

Determine el dominio y el contradominio de g, y dibuje su gréfica.

sil <x

Solucién  El dominio de g es (—oo, +00). La grifica contiene la parte de
larectay = 3x — 2 para la cual x < 1y la porci6n de la pardbola y = x2
para la cual 1 < x. La gréfica se muestra en la figura 10. El contradominio
€s (~00, +00). <

P  EJEMPLO 6  La funcion h estd definida por

x2 -9
x -3

h(x) =
Determine el dominio y el contradominio de A, y dibuje su grifica.

Solucién Como h(x) estd definida para todo x, excepto 3, el dominio de
h es el conjunto de niimeros reales excepto 3. Cuando x = 3, tanto el nume-
rador como el denominador son cero y 0/0 no esté definido.

Al factorizar el numerador como (x — 3)(x + 3) se obtiene

(x = 3)(x+3)

hx) = x-3

o h(x) = x + 3, teniendo en cuenta que x # 3. En otras palabras, la funcién
h puede definirse por

hx) =x + 3 six #3

La grifica de h consta de todos los puntos de la recta y = x + 3 excepto
el punto (3, 6), y se muestra en la figura 11. El contradominio de # es el con-
junto de todos los nimeros reales excepto 6. |

En el ejemplo 6, la gréfica tiene un “hoyo” o “agujero” en x = 3, donde
h(3) no estd definido. En el ejemplo siguiente, también la gréifica tiene un
agujero en x = 3, pero el valor de la funcién en 3 sf estd definido.

P EJEMPLO 7  Sca H 1a funcién definida por

H(x):{;+3 six # 3 )

six = 3

Determine el dominio y el contradominio de H y dibuje su grafica.
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H(x)={x+3 six#3

2 six =3
FIGURA 12
y
A
( — .
4 P SRR,
ol
_ P sixz2
0 = {7 six = 2
FIGURA 13

M

fy = x|
FIGURA 14

Funcién miximo entero

FIGURA 15

Solucién Como H est4 definida para todo x, su dominio es (—oo, +00).
La gréfica de H se muestra en la figura 12. El contradominio de H es el con-
junto de todos los niimeros reales, diferentes de 6. |

» EJEMPLO 8 L. funcion festa definida por

) {xz six # 2
X) =
7 six =2

Determine el dominio y el contradominio de f y dibuje su gréfica.

Solucién Como f estd definida para todo x, su dominio es (—o0, +00).
La grdfica, mostrada en la figura 13, consta del punto (2, 7) y todos los
puntos sobre la pardbola y = x? excepto (2, 4). El contradominio de f es

[0, +o0). |

La funcién del ejemplo siguiente se denomina funcion valor absoluto.

> EJEMPLO 9 Determine el dominio y el contradominio de la
funcién f para la cual

fo = |x|
y dibuje su grafica.
Solucién  De la definicién de | x],

x six=0

f&x) = {
El dominio es (—o0, +o0). La grifica de f consta de dos semirectas que pa-
san por el origen y estdn por arriba del eje x; una tiene pendiente I y

la otra tiene pendiente —1. Consulte la figura 14. El contradominio de f es
[0, +00). |

-x six <O

La funcién valor absoluto se ha implementado en las graficadoras y
usualmente se denota por ABS. Otra funcién con que cuenta la graficadora es
la funcion maximo entero cuyos valores de funcién se denotan por [x]] y
estan definidos por

Ix] = n sin < x < n + 1, donde n es un entero

Esto es, [[x]] es el mdximo entero menor o igual que x. En particular, [1] = 1,
[1.31 = 1,[[0.51 = O,[-42] = -5y [[-80 = -8.

La gréfica de la funcién médximo entero estd dibujada en la figura 15.
Su dominio es el conjunto de todos los nimeros reales y su contradominio
consiste de todos los nimeros enteros. En muchas graficadoras se denota la
funcién maximo entero por INT.

» EJEMPLO 10 Dibuje la funcién G definida por
Gx) = [Ix] — x -

y determine su dominio y su contradominio. Apoye su respuesta trazando su
grifica en la graficadora.
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Gx)y =[xl - x
FIGURA 16

#m. ERARK '

L

[-5, 51 por [-2, 2]
G(x) = INT(x) - x
FIGURA 17

Solucidn Como G esti definida para todos los valores de x, su dominio
es (—oo, +00). A partir de la definicién de [[x] se obtiene lo siguiente:

si2=<x<-1, [x]] =-2 por tanto, G(x) = -2 - x,
si~1 <x<0, [xI = -1; por tanto, G{x) = -1 - x,
si 0sx<, [x] = 0; por tanto, G(x) = —x,

si 1 <x<2, Ix] = 1; por tanto, G(x) = 1 — x,
si 2 <x<3, [xI = 2 por tanto, G(x) = 2 — x,

y asf sucesivamente. De modo mds general, si n es cualquier niimero entero,
entonces

sin <x<n+ 1, [x]] = n por tanto, G(x) = n — x

Con estos valores de funcién se puede dibujar la grafica de G, mostrada
en la figura 16. A partir de la grifica se observa que el contradominio es
(-1, 0. Al trazar la grifica de G(x) = INT(x) — x se obtiene la figura 17, lo
cual apoya la respuesta. 4

EJERCICIOS 1.1

En los ejercicios 1 a 4, determine si el conjunto es una funcion. 7. Dadaf(x) = 2:2 + 5x - 3, determine (a) f=2);

Si es una funcién determine su dominio.

L @ {(x»]|y= +vx-4}

® {(y|y= Vx? - 4)
© {y|y= +4-x%)

@ {(xy)]|2?+ y? =4}
2. @ {xy|y= Vx+1)
® {xy]y=Vx2-1)
© {(y]|y= +1-2x2)
@ {xy|x2+y =1}

3@ {Ly]|y=xm {6y |x =)

(B) f(=1); © £O); (D f3); @ fh + 1 (D) f2x2);
@2 - 3 M) Ax + b O fG) + fh);

) ﬂ"f_ﬂ'h)._:_f.(_"_) h = 0.
8. Dadag(x) = 352 — 4, calcule (@) g(—4); (b) g( %);

(c) g(x2); (d) g(3x2 — 4); (e) g(x - h): (F) g(x) - g(h);

® M:M’h # 0.

9. Dada F(x) = +x + 9, encuentre (a) F(x + 9);
) F&? ~ 9; © Fix* — 9% (@ F(2 + 6);

) p(x4 - 6x2);(f) M_hhlf_i(x_),h % 0.

© {y|y=23@ {(y) | x=y% 10. Dada G(x) = +/4 — x, determine a) G(4 — x);

4. @ {6 ]|y=6-D*+2)
®) {ny|x=0G-22+1)
© {&Y|y=&+2°-1)
@ {y|x=(+ D -2}

((b) G(4 - x?); (©) G(4 — x*); @) Gdx — x2);

© Gt~ a2y, (p SR = G

En los ejercicios 11 a 46, dibuje a mano la grdfica de la fun-
cidn y determine su dominio y su contradominio.

Wh # 0.

5, Dadaf(x) = 2x — 1, determine .S = 32);2— : 12 8 = 42_ *
@) f3); ®) f2); © fO); @ fla + s (@ fix + 1); 13- F0 = 14. G = x2 + 2
(1) fQ2x); (® 2 f(x); (h) fx + h); () f(x) + f(h); 185, g(x») =5 - x2? 16. f(x) = (x - l)2

@ LE2 D= ID oy,

6. Dada f(x) = %, calcule (@) f(1); (b) f(-3); (¢) f(6);

17. G(x) = Jx -1 18, F(x) = V9 -x
19. f(x) = Vx2 -4 20. g(x) = V4 - x?
21 g(x) = V9 - x2 22, f(x) = x? -1

23. h(x) = |x - 3| 24. Hx) = |5 - x|

@ £(3); @ f(%): ¢)) f(%); ® L8 ) s -9 25 pw = [3x + 2} %. G = X4

f(x) x-2

0 -3y, () LEXB D 44 g 2. Hw = £ f = BirTrs3d

x+ 5 x+3
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29.

31.

32

33.

M.

35,

36.

37.

38.

39.

41.

42.

43.

45.
47.

49.

2 _ 2 a2y
foy = 22443 3 gy = BTG 3)
-1 2 -x-6
_J-2 six<3
f@ = { 2 si3<x
-4 six < -2
gx) ={-1 si2<x<2
3 si2<zx
g(x)z{Zx—] six # 2
0 six =2
_ )3+ 2 six 1
f@ = {8 six = 1
2.4 six23
Fx) = 4%
) {—z six =3
Gl = {9-—,\:2 six # -3
4 six = -3
G(x):{l_xz six < 0
3x+1 si0<x
F) = {x2—4 six < 3
2x -1 i3 <x
_Jex+ 7 six = -2
5 = {4—x si-2 < x
o )x=-2 six <0
1@ = {x2+l Si0 < x
x+3 six < -5
h(x) = {25 -x2 si-5<x<5
3-x si5<x
x+ 2 six < -4
H® = { J16-x*> si-4<x<4
2-x sid < x
3 2 3 2
- X —2x _ x4+ 3x
F(x) = =5 4. Gx)= ~ 3
f =[x - 41 46, gx) = [x + 21
(a) Dibuje la gréfica de la funcion escalon (o salto) unita-

rio denotada por Uy definida por

Ut = 0 six<o0
@) = 1 si0<x

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di-
buje sus gréficas: (b) U(x — 1); (¢) Ux) - 1; () Ux) -
Ux - 1).

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di-
buje sus gréficas, donde U es la funcién escalén unitario
definida en el ejercicio 47:

(@x-Ux;()(x + 1) - Ux + 1);
©Wx+1D-Ux+1)—x-U.

(a) Dibuje la grifica de la funcion signo denotada por sgn
y definida por

-1 six <0
sgnx =19 0 six=0
I si0<x

50.

51.

52,

53.

sgn(x) se lee “signo de x”. Defina cada una de las siguien-
tes funciones a trozos y dibuje sus gréficas: (b) x - sgn(y);
(©) 2 - xsgn(x); (d) x — 2 sgn(x).

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos, don-
de sgn es la funcién signo definida en el ejercicio 49: (a)
sgn(x + 1);(b)sgn(x — 1);(c)sgn(x + 1) — sgn(x — 1).

La grifica de la funcién f de la figura se parece a la letra
W. Defina f(x) a trozos.

La grifica de la funcién f de la figura se parece a la letra
M. Defina f(x) a trozos.

12 (1,2)

En la figura, la gréfica se parece a la letra X y es la gréfica
de dos funciones f; y f, trazadas en el rectdngulo inspec-
cién de [~1, 1] por [-1, 1]. Definafi(x) y fo(x).

-1, 1] por [-1, 1]

54. Existen tres funciones f;, f, y f3 cuyas gréficas trazadas

simultdneamente en el rectdngulo de inspeccién de (-1, 1]
por [~1, 1] se parecen a la letra Z. Defina fi(x), f,(x)
y f3(x).

En los ejercicios 55 a 58, haga lo siguiente: (a) defina la fun-
cion a trozos sin emplear las barras de valor absoluto; (b) di-

buje la grdfica de la funcion definida en el inciso (a); (c) apoye
sus respuestas a los incisos (a) y (b) trazando la grdfica de la

Juncion. -
55. fox) = |x2 - 1] 56. g0 = |4 - x2|
57. g) = |x|-]5-x| 58 f)= |x|-]|x-3|
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En los ejercicios 59 y 60, dibuje la grdfica de la funcién y de-  62. En esta seccidn se utilizaron los sfmbolos f, f(x) y y = f(x)

termine su dominio y su contradominio. Apoye sus respuestas concernientes a una funcién particular, los cuales tienen
trazando la grdfica de la funcion. significados diferentes. Explique lo que significa cada no-

tacion, invente una funcidn y utilicela para distinguir los
59. h(x) = x — [Ix]! 60. F(x) = x + [[x]! tres simbolos.

61. Las grificas de las funciones de los ejercicios 51 y 52 pa-  63. Explique por qué la grafica de una funci6n es consistente

recen letras del alfabeto. Defina otras dos funciones cuyas con la definicién de la funcién como un conjunto de pares
gréficas se parezcan a dos letras diferentes y dibijelas. ordenados. En su explicacién utilice un ejemplo especifico.

1.2 OPERACIONES CON FUNCIONES Y TIPOS DE FUNCIONES

Se pueden formar nuevas funciones a partir de funciones dadas mediante adi-
cién, sustraccién, multiplicacién y divisién de sus valores. De acuerdo con
esto, las nuevas funciones se conocen como la suma, diferencia, producto y
cociente de las funciones originales.

1.2.1 Definiciéon de la suma, diferencia, producto

y cociente de dos funciones

Dadas las dos funciones fy g:
(i) su suma, denotada por f + g, es la funcién definida por

(f + @ = fx) + g(x)

(ii) su diferencia, denotada por f — g, es la funci6n definida por
(f - ) = ) - 3@

(ﬂi) su producto, denotado por f - g, es la funcién definida por
(f - 8)x) = f(x) - g(x)

(iv) su cociente, denotado por f/g, es la funcién definida por
(o)) = ffgt)  g(x) # 0

En cada caso, el dominio de la funcién resultante consta de aque-
llos valores de x comunes a los dominios de f y g, con el requeri-
miento adicional en el caso (iv) de que se excluyan los valores de x
para los cuales g(x) = 0.

T

> EJEMPLO 1 Dado que f'y g son las funciones definidas por
f) = Jx+1 y gx) = vx-4

defina las siguientes funciones y determine el dominio de las funciones resul-

tantes: (a)f + g (b)f ~ g (©)f - & (d) flg.

Solucién

@ (f+0x) = JYx+1 + Jx-4
® (f-0)=Vx+1 - Jx-4
@ (f-9) = vx+1-+x -4 -

:

@ (flow) = Y2

x -

i
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‘ fog

contradominio
de f

dominio
de g

dominio de f

conlxadormmo deg
contradominio de f o g

FIGURA 1

El dominio de fes [-1, +00)y el dominio de g es [4, +00). Asi, el dominio
de las funciones resultantes en los incisos (a), (b) y (c) es [4, +o0). En el inciso
(d), el denominador es cero cuando x = 4; por lo que 4 también se excluye y
se obtiene como dominio (4, +00).

Otra operacién entre funciones es la obtencién de la funcién compuesta
de dos funciones dadas.

1.2.2 Definicion de func:on compuesm

" "Dadas las dos fanciones f y g.
" f o g, estd definidapor = °

(fo ) = f(8()

y el dominio de f o g es el conjunto de todos los ndmeros x del do-
minio de g tales que g(x) estd en el dominio de f.

Esta definicién indica que cuando se calcula (f o g)(x), primero se
aplica g a x y después se aplica fa g(x). Para visualizar este cilculo Consulte
la figura 1. La funcién g asigna el valor g(x) al mimero x del dominio de g.
La funcién f asigna el valor f(g(x)) al mimero g(x) del dominio de f. Obser-
ve que en la figura 1 el contradominio de g es un subconjunto del dominio
de fy que el contradominio de f o g es un subconjunto del contradomi-
nio de f.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 i f'y g estan definidas por

f@ = Jx y gx)=2x-3
entonces
(fe 9)® = fgx)
= f(2x - 3)
= 42x-3

El dominio de g es (-0, +) y el dominio de f es [0, +90). Por tanto, el
dominio de f o g es el conjunto de nimeros reales x para los cuales
2x — 3 = 0 o, equivalentemente, [2, +00). |

P EJEMPLO 2  semn
fx) =

5 =
-2 Y gx) = 2x + 1
Obtenga (f o g) (3) mediante dos métodos: (a) calcule g(3) y utilice este ni-
mero para determinar f(g(3)); (b) calcule (f o g)(x) y emplee el resultado para
determinar (f o g)(3).

Solucién
@ g3 =23 +1 () (f o g)x) = f(gkx)
=7 = fx + 1)
Al = x +51) 2
feBn = f )
5 5

T~ -1
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=1 Por tanto

o 5
(fo )3 23) = 1
1 |

’ EJEMPLO 3 Dado que 'y g estdn definidas por
f@)y=Vx y gt =1

calcule: (@) f o f; (b) g o g; (¢) f o g; (d) g o f. También determine el do-
minio de cada funcién compuesta.

Solucién  El dominio de fes [0, +o0) y el dominio de g es (oo, +0c0).

@) (fo NHx) = fUfG) (b) (g ° g)x) = g(gx)
= f(Nx) = g -1
= JVx = @-12-1"
= Yx = 2t - 22
El dominio es [0, +00). El dominio es (—o0, +00).
© (fo o) = flglx) @ (g ° fix) = g(flx)
= f(x*> - 1) = g(Jx)
= vx2 -1 = (Wx)? -1
El dominio es =x-1
(—oo, ~1] U [1, +00), El dominio es [0, +00).

En el inciso (d) observe que aunque x — 1 estd definido para todos los valo-
res de x, el dominio de g o f, por la definicion de funcién compuesta, es el
conjunto de todos los mimeros x del dominio de f tales que f(x) esté en el do-
minio de g. De donde, el dominio de g o fdebe ser un subconjunto del domi-
niode f.

Observe en los resultados de los incisos (c) y (d) del ejemplo 3 que
(f © 8)®) y (g o f)(x) no son necesariamente iguales.

Un teorema importante en Célculo, llamado la regla de la cadena, que
se estudiard en la seccién 2.8, trata sobre funciones compuestas. Cuando se
aplica la regla de la cadena, es necesario considerar una funcién como la
composicién de otras dos funciones, tal como se muestra en el ejemplo ilus-
trativo siguiente.

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  si () = (42 + 13, hse

puede expresar como la composicién de las dos funciones fy g para las cuales
fO =23y g) =42 + 1

debido a que
(f o 8)x) = f(gx))
= f(4x2 + 1)
= (4x2 + 1) 4

La funci6n & del ejemplo ilustrativo 2 también puede expresarse como la
composicién de otro par de funciones. Por ejemplo, si

Fx) = 4x + 1) y Gx) = x2
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4

Y

flx) =5

FIGURA 2

—_—

-5

glx) = -4

FIGURA 3

Y
=

entonces
(F o G)(x) = F(G(x))
= F(x?)
= 2+ 1)
P EJEMPLO4 Dui
1
h =
) x2 +3

exprese h como la composicién de dos funciones 'y g en dos formas: (a) la
funcién f contiene el radical; (b) la funcién g contiene el radical.

Solucién
_ 1 . 1
(@ fx) = T3 (b) f(x) = o
gx) = x? gx) = +/x2 +3
Entonces Entonces
(fo g = f(gx) (fo 9 = f(gx)
= &) = f(x? +3)
=1 N S P
x2+3 x2+3

Una funcién cuyo contradominio consta de un solo mimero recibe el
nombre de funcién constante. De este modo, si f(x) = ¢, y ¢ es cualquier
ndmero real, entonces f es una funcién constante y su grifica es una recta
horizontal a una distancia dirigida de ¢ unidades a partir del eje x.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

(a) La funcién definida por f(x) = 5 es una funcién constante, y su grafica,
mostrada en la figura 2, es una recta horizontal situada a 5 unidades so-

bre el eje x.

(b) La funcién definida por g(x) = —4 es una funcién constante cuya grifica
es una recta horizontal ubicada a 4 unidades debajo del eje x. Consulte la
figura 3. 4

Una funcién lineal se define por
fx) =mx + b

donde m y b son constantes y m # 0. Su gréfica es una recta cuya pendien-
te es m'y su intercepcion y u ordenada al origen es b.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La funci6n definida por
fx) =2x-6 )

es lineal. Su gréfica es la recta mostrada en la figura 4. 4
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La funcién lineal particular definida por
fx) = x

se denomina funcién identidad. Su grafica, dibujada en la figura 5, es la recta
que bisecta los cuadrantes primero y tercero.
Si una funcién f se define por

f) = apx + ap x4 a, 0x™2 + L+ aix + ag
donde ay, ay, .. ., a, son mimeros reales (a, # 0) y n es un nimero entero
no negativo, entonces recibe el nombre de funcién polinomial de grado n.
f0) = x Asi, la funci6n definida por
FIGURA 5 fx) =3x5 - x2 + Tx -1

es una funcién polinomial de grado 5.

Una funcién lineal es una funcién polinomial de grado 1. Si el grado de
una funcién polinomial es 2, entonces se le 1lama funcién cuadrética, y si el
grado es 3, entonces recibe el nombre de funcién cibica.

Si una funcién puede expresarse como el cociente de dos funciones
polinomiales, entonces se denomina funcién racional.

Una funcién algebraica es aquella formada por un nimero finito de
operaciones algebraicas sobre la funcién identidad y una funcién constante.
Estas operaciones algebraicas incluyen adicidn, sustraccién, multiplicacién,
divisién, potenciacidn (elevacidn a una potencia) y radicacién (extraccién de
una rafz). Las funciones polinomiales y racionales son tipos particulares
de funciones algebraicas. Un ejemplo complejo de una funcién algebraica
es aquella definida por

) = (x% - 43x + 1)3

x* +1

Ademéds de las funciones algebraicas, se consideraran las funciones tras-
cendentes, ejemplos de estas funciones son las funciones trigonométricas,
discutidas en la seccién A.9 del apéndice, y las funciones logaritmica y expo-
nencial estudiadas en el capitulo 5.

Una funcion par es aquella cuya gréfica es simétrica con respecto al eje
¥, y una funcidn impar es aquella cuya gréfica es simétrica con respecto al
origen. A continuacién se presenta la definicion formal de estas funciones.

1.2.3 Definicion de funcién par y funcion impar

(i) Una funcién f es una funcién par si para cada x del dominio de f,

fex) = f(x).

(ii) Una funci6n fes una funcién impar si para cada x del dominio de

5 fEx) = =f().

" En los dos incisos (i) y (ii) se sobrentiende que —x estd en el dominio
de f siempre que x lo esté.

Las propiedades de simetria de las funciones pares e impares se deducen
de los criterios de simetria dados en la seccién A.2 del apéndice.
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fx) = x*
FIGURA 6

gl = 2°

FIGURA 7

Y
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

(@) Sif(x) = x2 entonces f(—x) = (-x)2. Por tanto, f(-x) = f(x)y en conse-
cuencia, f es una funcién par. Su gréfica es una pardbola simétrica con
respecto al eje y. Véa la figura 6.

(b) Sig(x) = x3, entonces g(-x) = (-x)3. Como g(-x) = —g(x), entonces g
es una funcién impar. La gréfica de g, mostrada en la figura 7, es simétri-
ca con respecto al origen. |

} EJEMPLO 5 Trace la gréfica de la funcién y a partir de la gré-
fica conjeture si la funcién es par, impar o de ninguno de estos dos tipos; des-
pués confirme la conjetura analfticamente.

(@) fx)
(b) gx)
© hx) = 2x* + 73 -2+ 9

It -2 + 7

i

3x5 - 4x3 - ox

Solucién

(a) La gréfica de f; trazada en la figura 8, parece simétrica con respecto al eje
y. Por tanto, se sospecha que la funcién es par. Para probar este hecho
analiticamente, se calcula f(-x):

fEx) = 3(=x)% - 2(x)? + 7
= 3x% - 22 + 7
= fx)

IR RTEW|

Como f(—x) = f(x), entonces fes par.

Jt::.-f.:: 1

[-5, 5] por [0, 10] [-5. S1por [-11, 11]
flx) = 3x% - 2% + 7 glx) = 3% — 4x® - ox

FIGURA 8 FIGURA 9

(b) La figura 9 muestra la gréfica de la funcién g, la cual parece simétrica
con respecto al origen. Por tanto, se sospecha que la funcién es impar.
Al calcular g(-x) se obtiene:

g(=x) = 3(=x)° - 4(-x)* - 9(—x)
=385 + 4x3 + 9x

= —(3x° - 4x® - 9)

= —gx) -

Como g(-x) = —g(x), entonces se ha demostrado analiticamente que la
funci6n g es impar.
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-5, 5] por (30, 30}
Ay =2x* + x> - 22+ 9

FIGURA 10

(©

Como la gréafica de h, mostrada en la figura 10, no es simétrica con res-
pecto al eje y ni con respecto al origen, la funcién no es par ni impar. Al

_ calcular A(—x) se obtiene:

h(=x) = 2(=0* + (=x)® = (=x)? + 9

f-TB3 -2+ 9

Como h(-x) # h(x) y h(-x) # —h(x) .se ha confirmado que / no es par
ni tampoco impar. <

(a)

EJEMPLO 6  Ssea
Fx) = |x + 3] - |x - 3|

Defina F(x), sin las barras de valor absoluto, a trozos en los intervalos
siguientes: (—oo0, -3); [-3, 3); [3, +o0). (b) Apoye la respuesta grafi-
camente trazando la grifica de F a partir de la ecuacién dada. (c) De la
gréfica del inciso (b) establezca si F es par, impar o de ninguno de estos
dos tipos. (d) Confirme la respuesta del inciso (c) analiticamente a partir
de la ecuacién.

Solucién

(a)

A partir de la definicién del valor absoluto de un nimero

'x+3|={ x+3 six+320
-x+3) six+3<0

y
'x_3|={ x-3 six-320
-x-3) six-3<0
Esto es
|x+3|={x +3  six=-3
y x -3 six < -3
|x_3|={x+3 six =3
-x +3 six <3
Six € (-oo, -3), |x + 3| =-x-3y|x-3| =-x + 3.Encon-
secuencia
[x+3] - |x-3| = -x-3-(x+3)
= -6
Six€[3,3), |x+3| =x+3y|x-3| =-x+ 3 Asi
|x +3] = |[x=3| =x+3-(x+3)
=

Six € [3, +00), |x + 3| =x+ 3y |x— 3| = x — 3. Por tanto

x+3-(x-13)
=6‘

|x+3| - |x—3|

Con estos resultados, se define F(x) a trozos de la siguiente forma

-6 six <3 N
Fx) =42x si-3sx<3
6 si3 <
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(b) La figura 11 muestra la grifica de F trazada a partir de la ecuacién. La
gréfica apoya la respuesta del inciso (a).

(¢) Como la grafica de la figura 11 es simétrica con respecto al origen, la fun-
cién F es impar.

i / T SRR (d) Al calcular F(—x) a partir de la ecuacién dada, se confirma la respuesta
= del inciso (c):
e 2o g e F(—x)=|~x+3|—|-x—3|
(=10, 10] por [-10, 10] = [-x= 3] - |- + 3]
Foy = |x+ 3] - |x-3] =[x -3] - |x+ 3]
= -F(x)
FIGURA 11 Por tanto, se ha demostrado analiticamente que F es impar. <4

EJERCICIOS 1.2

En los ejercicios 1 a 10, defina las siguientes funciones y deter- 51 ) = 1 g = x
mine el dominio de la funcién resultante: (a)f + g; (b)f — g x'
. N (d A F
©f 8 ) f1g; (e) 8lf. 2. f0) = Vxig) = -1
L f() =x-5gx=2-1 x
2 fx) = Jx;8(0) =x2 + 1 23. fx) = |x|ig() = |x + 2]
3 fo) = x+],g(x)—- 1 24, f(x) = Vx? -1l:g0) = Jx -1
- * En los ejercicios 25 y 26 defina las siguientes funciones y
4. f) = \/E;g(X) =4-x determine el dominio de las funciones resultantes: (a) f(xz); (b)
5. f) = Vxign) = & -1 LAW1% () (f © HX; () (f © ).
6. S0 = |x}ig0) = |x - 3] 2. f() = Vx 2%. fo) = —1
T f0) = 2 + Ligx) = 3x - 2 -1
8. f(x) = VF—d;g(x) = En los ejercicios 27 a 32, exprese h como composicién de las
. ’ . dos funciones [y g en dos formas.
9. f&) = 78w = ——5 27. k() = Va? -4 28, h(r) = (9 + 2

10. f(0) = x%g(x) = j—?

En los ejercicios 11 a 14, para las funciones fy g y el niimero
¢, obtenga (f © g)(c) mediante dos métodos: (a) calcule g(c)
y utilice este nimero para determinar f(g(c)); (b) Determine
(f © g)(x) y emplee ese valor para calcular (f © g)(c).

11 f(x) = 3x2 — 4x;8(x) = 2x -~ 5;¢c = 4
12, f(x) = vx% - 36;800) =2 -3xc=5
- o) = —2 o= 1
13. fix) = ,g(x) =y l,c 3
14. f(x) = 2x/x +3 s g() = 2x ::- 5;0 -2
x

En los ejercicios 15 a 24, defina las siguientes funciones y
determine el dominio de la funcion compuesta: (a) f o g;
(blg o fi(c)fofi(dgee

15, fx) = x - 2;8x) =x + 7

16. f(x) = 3 — 2x;g(x) = 6 — 3x

17. Las funciones del ejercicio 1.

18. Las funciones del ejercicio 2.
19. f(x) = Jx-2;8(x) =

2. f(x) = x% - 1;8(x) = ~

0. k) = 5 34 :
X+

\“,\:I + 4

En los ejercicios 33 a 38, trace en la graficadora la grdfica de
la funcion y a partir de la grdfica conjeture si la funcion es par,
impar o de ninguno de estos dos tipos. Después confirme su
conjetura analiticamente.

33, (@) f() = 2x* - 3x% + 1
34. @ fO) = x2 + 2x + 2
35. (a) f(x) = 5% - Tx

36. (a) f(x) = 4x° + 3x°
37. (@) f) = Ux

38. (a) f(0) = ‘*'

1 3
29, h(x) = (T—_z)

31, h(x) = (22 + 4x - 5)* 32 h(x) =

(b) g(x) = 5x° + 1
(b) gx) = x8 -1
®) g = |x|
®) gx) = x>+ 1
() gx) = 5x* - 4

(b) glx) =

En los ejercicios 39 y 40, determine analiticamente si la fun-
cion es par, impar o de ninguno de estos dos tipos.

2|x| +3

3 _ 2 _
3. @ fo) = =2 ® g0 = S—

Il

~
+
—
+

li

© £ 2'"
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0. @) by = 2 ) @ -
. x) = =
23 + x 8l z+ 1
-1 i 0
@ - {1 550

En los ejercicios 41 a 44, haga lo siguiente: (a) defina f(x),
sin las barras de valor absoluto, en los intervalos indicados. (b)
Apoye la respuesta del inciso (a) grdficamente trazando la grd-
ficadefenlagraficadora a partir de la ecuacion dada. (c) A par-
tir de la grdfica del inciso (b), establezca si la funcion es par,
impar o de ninguno de estos dos tipos. (d) Confirme la respues-
ta del inciso (c) analiticamente a partir de la ecuacién dada.
|x]

41. f(x) = T; {—00, 0), (0, +00)

42, f(x) = x |x|; (=00, 0), [0, +00)
43 fo) = |x-2| - |x +2];
(=00, -2), [-2, 2),[2, +00)
[x+1] - |x-1]
Ll el LA

H“. f(x) =
(=00, =1), [-1, 0), (0, 1], (1, +o0)

45. (Es conmutativa la composicién de dos funciones? Es de-
cir, si fy g son dos funciones cualesquiera, ;son iguales
(f o g)x)y (g © f)(x)? Justifique su respuesta propor-
cionando un ejemplo.

Si fy g son dos funciones tales que (fo g)(x) = xy
(g © f)(x) = x, entonces se dice que 'y g son inversas una de
la otra. En los ejercicios 46 a 50, demuestre que fy g son in-
versas una de la otra.

46. fx) =2x-3 y g = _1;3
1 -
a1 1w =y e = —F
48. fx) = xLx 20, y g) = Jx \
49. f) = xLx <0, y g =-+x

50. fx) = x -1 y g =1+ ¥x

51. La funcién escalén unitario U y la funcién signo sgn se
definieron en los ejercicios 47 y 49, respectivamente, de
la seccién 1.1. (a) Defina sgn(U(x)) y dibuje la grafica.
(b) Defina U(sgn(x)) y dibuje la grifica.

52. Demuestre que si fy g son funciones impares, entonces

53.

54,

55.

56.

57.

58.

59.

61.

(f + 8 y (f - g) también son funciones impares, mien-
tras que f - gy ffg son funciones pares.

Determine si la funcién compuesta f © g es par o impar en
cada uno de los casos siguientes: (2) fy g son impares; (b)
fes pary g es impar; (c) g es par.

Encuentre férmulas para (f o g)(x) si

0 six <0

f) = q2x si0=sx<1
0 sil <x
y
1 six < 0
g0 = q1x si0=sxs<1
1 sil < x

Dibuje las graficasde f, gy f © .

Encuentre férmulas para (g © f)(x) a partir de las funciones
del ejercicio 54. Dibuje la graficade g © f.

Sif(x) = x2 + 2x + 2, encuentre dos funciones g para
las cuales (f © g)(x) = x2 - 4x + 5.

Si f(x) = x2, encuentre dos funciones g para las cuales
(fogn) =4x2 - 12x + 9

Demuestre que si fy g son dos funciones lineales, enton-
cesf © g es una funcién lineal.

Existe una funcién cuyo dominio es el conjunto de todos
los nimeros reales que es a la vez par e impar. ;Cudl es esa
funcién? Demuestre que es vnica esta funcién.

. Suponga que f(x) = %, gl = —i— y h(x) = -x. De-

muestre que (f © g)(x) = (g © f)(x) y explique por qué
f © gnig © fsonla misma que 4.

Trace en la graficadora las gréficas de las dos funciones
F y G definidas por

_ Nx+1 _ x4+
F(x)—ﬁ y G(x)-‘—x—-4

[Observe que F es la misma funcién que f/g del ejemplo
1(d)]. Explique por qué las graficas de F y G no son las mis-
mas y, consecuentemente, las funciones no son iguales.

1.3 FUNCIONES COMO MODELOS MATEMATICOS

En las aplicaciones del Célculo, se necesita expresar una situacién del mundo
real en términos de una relacién funcional, denominada modelo matemético
de lasituacién. Esta secci6n estd destinada a proporcionarle préctica en la obten-
cién de funciones como modelos matemdticos y al mismo tiempo para mostrarle
algunas de las aplicaciones que encontrard posteriormente.

Aunque no siempre se emplea un método especifico para obtener un modelo
matematico, a continuacion se le presentan afgunos pasos que le proporcionarin
un procedimiento posible que deberd seguir. Conforme estudie los ejemplos,
refiérase a estos pasos para ver c6mo se aplican.

Iy
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Sugerencias para resolver problemas que implican
una funcién como modelo matematico

1. Lea el problema cuidadosamente hasta que lo entienda. Para com-
prenderlo, con frécuencia es til inventar un ejemplo especifico
que involucre una situacién similar en Ia que las cantidades son
conocidas. Otra aynda es dibujar un diagrama si es posible, como
se muestra en los ejemplos 4 y 5.

2. Determine las cantidades conocidas y desconocidas. Utilice un sim
bolo, digamos x, para la variable independiente y un sfmbolo, por
decir f, para la funcién que se obtendré; entonces f(x) simbolizard el
valor de funcién. Como x y f(x) son simbolos para representar mi-
meros, sus definiciones deben indicar este hecho. Por ejemplo, si la
variable independiente representa longitud y la longitud se mide en
pies, entonces si x es el simbolo para la variable, x debe definirse
como el mimero de pies de la longitud o, equivalentemente, x pies-
es la longitud.

3. Anote cualquier hecho numérico conocido acerca de la vanable yor
del valor de la funcién.

4. A partir de la informacién del paso 3, determine dos expresiones
algebraicas en términos de la variable y del valor de la funci6n. De
estas dos expresiones forme una ecuaci6n que defina la funcién. Aho-
ra ya se tiene una funcién como modelo matemético del problema.

5. A fin de terminar el problema una vez que se ha aplicado ¢l modelo .
matemitico, para determinar las cantidades desconocidas, escriba
una conclusion, 1a cial consista de una o mds oracioues, que respon-
dan a las preguntas del problema. Asegiirese de que la conclusién
contenga las unidades de medici6n correctas. :

> EJEMPLO 1 El volumen de un gas a presién constante es di-
rectamente proporc1ona.l a la temperatura absoluta y a la temperatura de 175°
el gas ocupa 100 m3. (a) Encuentre un modelo matemitico que exprese el
volumen como una funcién de la temperatura. (b) ;Cuél es volumen del gas a
una temperatura de 140°?

Solucién

(a) Sea f(x) metros cibicos el volumen del gas cuya temperatura es x grados.
Entonces, por la definicién de variacién directamente proporcional

fx) = kx 1

donde k es una constante. Como el volumen del gas es 100 m? a la tempera-
tura de 175°, se sustituye x por 175 y f(x) por 100 en (1), de donde se obtiene

100 = £(175)

— 4
k=3

Al sustituir este valor de k en (1), se obtiene
f) = 3x
(b) A partir de la expresién para f(x), se obtiene

f(140) = £(140)
= 80
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Conclusién: A una temperatura de 140°, el volumen del gas es de
80 m3. 4

’ EJEMPLO 2 Un mayorista vende un producto por libra (o frac-
cién de libra); si se ordenan no més de 10 libras, el mayorista cobra $2 por li-
bra. Sin embargo, para atraer érdenes mayores, el mayorista cobra sélo $1.80
por libra si se ordenan mds de 10 libras. (a) Encuentre un modelo matemético
que exprese el costo total de la orden como una funcién de la cantidad de libras
ordenadas del producto. (b) Dibuje la gréfica de la funcién del inciso (a). (c)
Determine el costo total de una orden de 9.5 1b y de una orden de 10.5 Ib.

Solucion
(a) Sea C(x) dolares el costo total de una orden de x libras del producto.
Entonces,
C(x)___{Zx si0 < x <10
1.8x sil0 < x

(b) La grafica de la funcién C se muestra en la figura 1.
(c) C(x) se obtiene a partir de la ecuacién C(x) = 2xcuando0 < x < 10y
de la ecuacién C(x) = 1.8x cuando 10 < x. Por tanto,

C(9.5) = 2(9.5) C(10.5) = (1.8)(10.5)

= 19 = 18.90
Conclusién; El costo total de 9.5 Ib es $19 y el costo total de 10.5 Ib
es $18.90. 4

Observe en el inciso (b) del ejemplo 2 que la gréfica de C se rompe en el
punto donde x = 10, lo cual indica que la funcién C es discontinuaenx = 10.
Se estudiara esta propiedad en la seccién 1.8. Por ahora, note que debido a esta
discontinuidad de C, serfa m4s ventajoso incrementar el tamafio de algunas 6r-
denes de compra para obtener un costo total menor. En particular, serfa im-
prudente comprar 9.5 1b por $19 cuando se pueden comprar 10.5 Ib por $18.90.

En el ejemplo siguiente se tiene una funcién compuesta como un modelo
matematico.

’ EJEMPLO 3 En un bosque un depredador se alimenta de su
presa, y para las primeras 15 semanas a partir del fin de la temporada de caza,
la poblacién de depredadores es una funcién f de x, el nimero de presas en el
bosque, la cual a su vez, es una funcién g de ¢, el nimero de semanas que han
pasado desde el fin de la temporada de caza. Si

fo) = £x2-2x+ 50 y g =41+ 52

donde 0 < t < 15, haga lo siguiente: (a) Encuentre un modelo matemadtico
que exprese la poblacién de depredadores como un funcién del nimero de
semanas a partir del fin de la temporada de caza. (b) Determine la poblacién
de depredadores 11 semanas después del cierre de la temporada de caza.

Solucién
(a) La poblacién de depredadores ¢ semanas después del cierre de la tempora-
da de caza estd dada por (f © g)(t),donde 0 < ¢t < 15.

(fo® = f(glt)
= f(4t + 52)
= M@t + 522 - 2(4t + 52) + 50
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FIGURA 3

{0, 5]por [0, 200]
Vix) = 170x - 54x% + 4x°

FIGURA 4

(b) Cuando: = 11, se tiene

(f° (1) = £(96)* — 2(96) + 50
= 50
Conclusién: Once semanas después del cierre de la temporada de caza
la poblacién de depredadores es 50. 4

En la seccién 2.8 se considerard la situacién del ejemplo 3 y se determi-
nard la tasa a la cual creci6 la poblacién de depredadores 11 semanas después
del cierre de la temporada de caza.

’ EJEMPLO 4 Un fabricante de cajas de cartén desea elaborar
cajas abiertas a partir de piezas de cartén rectangulares de 10 pulg por 17 pulg
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando hacia arriba los
lados. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese el volumen de la caja
como una funcidn de la longitud del lado de los cuadrados que se cortardn. (b)
(Cudl es el dominio de la funcién obtenida en el inciso (a)? (¢) En una grafica-
dora determine, con aproximacién de dos cifras decimales, la longitud del lado
de los cuadrados que se cortardn de modo que la caja tenga el volumen més
grande posible. ;Cudl es el volumen méaximo?

Solucién

(a) Sea x pulgadas la longitud del lado de los cuadrados que se cortardn y sea
V(x) pulgadas cibicas el volumen de la caja. En la figura 2 se presenta una
pieza de cartén dada y la figura 3 muestra la caja obtenida a partir de la pie-
za de cartén. El nimero de pulgadas de las dimensiones de la caja son x,
10 — 2x y 17 — 2x. Por tanto,

Vix) = x(10 - 2)(17 - 2x)
= 170x - 54x% + 433

De la expresién para V(x) del inciso (a), se observa que V(0) = 0 y
V(5) = 0. A partir de las condiciones del problema se sabe que x no pue-
de ser un nimero negativo ni tampoco mayor que 5. En consecuencia, el
dominio de V es el intervalo cerrado [0, 5].

(¢) La gréfica de la funcién V trazada en el rectdngulo de inspeccién de [0, 5]
por [0, 200] se muestra en la figura 4. Se observa que V tiene un valor
méximo en su dominio. La coordenada x del punto més alto de la grafica
proporciona la longitud del lado de los cuadrados, los cuales deben cor-
tarse para obtener la caja de volumen méaximo, y la coordenada y pro-
porciona dicho volumen. En la graficadora se determina que el punto més
alto es (2.03, 156.03). .

Conclusion: La longitud del lado de los cuadrados debe ser de
2.03 pulg para obtener la caja cuyo volumen méximo es 156.03 pulg?. 4

En la secci6n 3.2 se aplicard el Célculo para confirmar analiticamente la
respuesta del ejemplo 4(c).

’ EJEMPLO 5 Una envase cerrado de hojalata, cuyo volumen es
de 60 pulg3, tiene la forma de un cilindro circular recto. (@) Determine un mode-
lo matemético que exprese el drea de la superficie total del envase como una
funcién del radio de la base. (b) ;Cuil es el dominio de la funcién obtenida en
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FIGURA §

[0. 10} por {0, 200]
Sr) = 120 4 227

FIGURA 6

el inciso (a)? (c) En una graficadora determine, con aproximacién de dos ci-
fras decimales, el radio de 1a base del envase si se emplea la cantidad minima
de.hojalata en su elaboracién.

Solucién

(a) Observe la figura 3, ésta muestra el envase cilindrico donde r pulgadas
es la longitud del radio de 1a base y & es la altura. Se empleara la cantidad
minima de hojalata cuando el drea de la superficie total sea un minimo. El
4rea de la superficie lateral es 2zrh pulg?, y el 4rea de cada una de las
dos tapas es 7r? pulg?. Si § pulgadas cuadradas es el 4rea de la superficie
total, entonces

S = 2nrh + 27r? 2)

Como 772 pulgadas ciibicas es el volumen de un cilindro circular recto y
el volumen del envase es de 60 pulg?, se tiene que

nr?h = 60
Al despejar /& de esta ecuacién y sustituirla en (2), se obtiene S como fun-
cién de r:
S(n) = 27rr(6—02) + 2mr?
r
50 = 122+ 2nr2

(b) Para obtener el dominio de S, observe en la ecuacién que define a S(r) que
r no puede ser cero. Sin embargo, teéricamente r puede ser cualquier nu-
mero positivo. Por tanto, el dominio de S es (0, + o).

(c) La figura 6 muestra la grafica de S trazada en el rectdngulo de inspeccién
de [0, 10] por [0, 200]. La coordenada r del punto mds bajo de la gréfica
proporciona el radio para el drea de la superficie total minima. En la gra-
ficadora se determina que el punto mds bajo es (2.12, 84.84).

Conclusién: Se empleard la cantidad minima de hojalata en la ela-
boracién del envase cuando el radio sea de 2.12 pulg. |

En la seccién 3.9 se confirmard analiticamente la respuesta del ejemplo
5(c) como una aplicacién del Célculo.

> EJEMPLO 6 En una comunidad de 8 000 personas, la velocidad
con la que se difunde un rumor es conjuntamente proporcional al mimero de
personas que lo han escuchado y al nimero de personas que no lo han escuchado.
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, éste circula a una velocidad de
200 personas por hora. (a) Encuentre un modelo matemdtico que exprese la
velocidad a la que se esparce el rumor como una funcién del nimero de perso-
nas que lo han escuchado. (b) ;Qué tan rdpido circula el rumor cuando lo
han escuchado 500 personas? (c) En la graficadora, estime cuéntas personas han
escuchado el rumor cuando éste corre con la mayor velocidad.

Solucién
(a) Sea f(x) el nimero de personas por hora la velocidad a la cual corre el ru-

mor cuando lo han escuchado x personas. Entonces, por la definicién de
variacién conjuntamente proporcional,

Jf&x) = kx(8000 - x) 3)
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donde k es una constante. Como el rumor circula a la velocidad de 200
personas por hora, cuando 20 personas lo han escuchado, se sustituye x
por 20y f(x) por 200 en (3), obteniéndose

200 = k(20)(8 000 - 20)

L
798

Al sustituir £ por este valor en (3), se tiene

x(8 000 ~ x)

fo) = 798

®)

De la expresion anterior para f(x), se obtiene

500(8 000 - 500)
798
4699.25

f(500) =

Conclusién: El rumor se difunde a una tasa de 4 699 personas por
hora cuando lo han escuchado 500 personas,

E: "(¢) La figura 7 muestra la grifica de f trazada en el rectdngulo de inspeccién
3 de [0, 8 000] por [0, 25 000]. Se determina que el punto mds alto se obtie-
ne cuando x = 4 000.

Conclusién: El rumor se difunde a la mayor velocidad cuando lo han
escuchado 4 000 personas, la mitad de la poblacion. <

+ + ¥ t + ¥ o

[0, 8 000] por [0, 25 000]

x(8000 - x)

fn = 798

En las secciones 3.2 y 7.4 se considerar la situacion del ejemplo 6 para
ilustrar dos aplicaciones diferentes del Célculo. En la seccién 3.2 se confir-
mard analiticamente la respuesta del inciso (c). Después, en la seccién 7.4, se
obtendrd un modelo que exprese el niimero de personas que han escuchado el

rumor como funcién del tiempo que el rumor ha sido esparcido, de modo que

FIGURA 7

se puede determinar cudntas personas han escuchado el rumor en cualquier

momento particular. Aprenderd que la gréfica de este modelo recibe el nom-
bre de curva de crecimiento logistico. También se probard en la seccién 7.4
que, finalmente, la poblacién completa escuchara el rumor.

En cada ejercicio, obtenga una funcion como un modelo mate-
madtico de una situacion particular. Muchos de estos modelos
aparecerdn posteriormente en el texto cuando se aplique el
Cdlculo a la situacion. Defina la variable independiente y el va-
lor de la funcion como un niimero e indique las unidades de
medicion. En algunos de los ejercicios, la variable indepen-
diente, por definicion, puede representar un niimero no negati-
vo. Por ejemplo, en el ejercicio 1 si x representa el niimero de
trabajadores, entonces x debe ser un nimero entero no nega-
tivo. En tales ejercicios, para satisfacer los requerimientos de
continuidad (que la grdfica no se rompa) necesarios para
aplicar el Cdlculo posteriormente, considere que la variable
independiente representa un niimero real no negativo, No ol-
vide completar el ejercicio escribiendo una conclusion.

1. La némina de pago diario de una cuadrilla es directamente
proporcional al niimero de trabajadores, y una cuadrilla de
12 tiene una némina de $810. (a) Encuentre un modelo ma-

tematico que exprese la némina de pago diario como una
funcién del nimero de trabajadores. (b) ;Cuél es la n6mi-
na de pago diario para una cuadrilla de 15 trabajadores?

. El peso aproximado del cerebro de una persona es direc-

tamente proporcional al peso de su cuerpo, y una persona
que pesa 150 Ib tiene un cerebro cuyo peso aproximado es
de 4 Ib. (a) Encuentre un modelo matemadtico que exprese
el peso aproximado del cerebro como una funcién del peso
de la persona. (b) Determine el peso aproximado del ce-
rebro de una persona que pesa 176 Ib.

. El periodo (tiempo para una oscilacién completa) de un

péndulo es directamente proporcional a la rafz cuadrada
de la longitud del péndulo, y un péndulo de 8 pie de lon-
gitud tiene un periodo de 2 s. (a) Encuentre un modelo
matemdtico que exprese el periodo de un péndulo como
una funcién de su longitud. (b) Determine el penodo de un
péndulo de 2 pie de longitud.
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3

Ll

Para una cuerda que vibra, el nimero de vibraciones es
directamente proporcional a la raiz cuadrada de la ten-
si6n de la cuerda, y una cuerda particular vibra 864 veces
por segundo bajo una tensién de 24 kg. ‘(a) Encuentre un
modelo matemadtico que exprese el mimero de vibracio-
nes como una funcién de la tensién. (b) Determine el ni-
mero de vibraciones por segundo bajo una tension de
6kg.

. Los cargos de embarques se basan frecuentemente en una

férmula que proporciona el cargo minimo por libra confor-
me el cargamento se incrementa. Suponga que los cargos de
embarques son los siguientes: $2.20 por libra si el peso no
excede 50 1b; $2.10 por libra si el peso es mayor que 50 Ib
peronoexcede 200 Ib; $2.05 por libra si el peso es mayor que
200 1b. (a) Encuentre un modelo matemaético que exprese el
costo total de un embarque como una funcién de su peso. (b)
Dibuje la grifica de la funcidn del inciso (a). (¢) Determi-
ne el costo total de un embarque de 50 Ib; 51 1b; 52 Ib; 53 1b;
200 Ib; 202 Ib; 204 1b y 206 1b.

. En 1995, el porte de correo para una carta de primera clase

se calcul6 como sigue: 32 centavos para la primera onza o
menos, y 23 centavos por onza (o fraccién de onza) adicio-
nal para las siguientes 10 oz. (a) Encuentre un modelo
matemdtico que exprese el porte de correo para una carta
de primera clase, que no pese mds de 11 oz, como una fun-
cién de su peso. (b) Dibuje la gréfica de la funcién del
inciso (a). (c¢) Determine el porte de correo para una car-
ta de primera clase que pesa 1.6 oz, 2 oz, 2.1 oz, 84 oz
y 1l oz.

El costo de una llamada telefénica desde Mendocino a San
Francisco durante el horario de oficinas es 40 centavos por
el primer, minuto y 30 centavos por cada minuto o fraccién
adicional. (a) Encuentre un modelo matemético que expre-
se el costo de una llamada telef6nica, que no dura mds de
5 min, como una funcién de la duracién de la llamada. (b)
Dibuje la gréfica de la funcién del inciso (a). (¢) Determine
el costo de una llamada telefénica que dura 0.5 min, 2 min,
2.5 min, 3 min, 3.5 min y 5 min.

El precio de admisién regular para un adulto a una deter-
minada funcién en el Coast Cinema es de $7, mientras que
para un nifio menor de 12 afios de edad es de $4 y el pre-
cio para adultos de por lo menos 60 afios de edad es de
$5. (a) Encuentre un modelo matemético que exprese el
precio de admisién como una funcién de la edad de la
persona. (b) Dibuje la gréfica de la funcién del inciso (a).

. La demanda de un juguete en cierto almacén es una funcién

fde p, el nimero de délares de su precio, el cual es a su vez
una funcién g de 7, el mimero de meses desde que el juguete
lleg6 al almacén. Si

000
flp) = sz y g = e, 7,45

7
20 20

haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matemdtico
que exprese la demanda como una funcién del nimero de
meses desde que el juguete lleg6 al almacén. (b) Determine

10.

11.

12.

13.

14.

la demanda cinco meses desde que el juguete llegé al
almacén.

En un lago, un pez grande se alimenta de un pez mediano
y la poblacién del pez grande es una funcién f de x, el ni-
mero de peces de tamafio mediano en el lago. A su vez, el
pez mediano se alimenta de un pez pequeiio, y la poblacién
de peces medianos es una funcién g de w, el mimero de pe-
ces pequerios en el lago. Si

f) = V20x + 150 y gw) = Jw + 5000

haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matemdtico
que exprese la poblacién de peces grandes como una fun-
cién del nimero de peces pequeiios en el lago. (b) Deter-
mine el mimero de peces grandes cuando el lago contiene
9 millones de peces pequeiios.

El 4rea de la superficie de una esfera es funcién de su ra-
dio. Si el radio de una esfera mide r centimetros y A(r)
centimetros cuadrados es el 4rea de la superficie, entonces
A(r) = 4rr®. Suponga que un globo mantiene la forma
de una esfera conforme se infla de modo que el radio cam-
bia a una tasa constante de 3 cm/s. Si f(z) centimetros es
el radio del globo después de ¢ segundos, haga lo siguien-
te: (a) calcule (A © f)(7) e interprete su resultado. (b) De-
termine el 4rea de la superficie del globo después de 4 s.

El volumen de una esfera es funcién de su radio. Si el ra-
dio de una esfera mide r pies y V() pies ctibicos es su
volumen, entonces V(r) = gnr3. Suponga que una bola
de nieve de 2 pie de radio comenz6 a derretirse a una tasa
constante de 4.5 pulg/min. Si f(r) pies es el radio de la
bola de nieve después de ¢ minutos, haga lo siguiente: (a)
calcule (V o f)(r) e interprete su resultado. (b) Determine
el volumen de la bola de nieve después de 3 min.

A un campo de forma rectangular se le colocaron 240 m
de cerca. (a) Encuentre un modelo matemético que expre-
se el drea del terreno como una funcién de su longitud.
(b) ;/Cual es el dominio de la funcién del inciso (a)? (c) Al
trazar la gréfica de la funcién del inciso (a) en la grafica-
dora, estime, con aproximacién de metros, las dimensiones
del campo rectangular de mayor drea que pueda cercarse
con 240 m.

En un jardin rectangular se colocaron con 100 pie de cer-
ca. (a) Encuentre un modelo matemdtico que exprese el
drea del jardin como una funci6n de su longitud. (b) ;Cuél
es el dominio de la funcién del inciso (a)? (¢) Al trazar la
gréfica de la funci6n del inciso (a) en la graficadora, esti-
me, con aproximacién de pies, las dimensiones del jar-
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15.

16.

17.

18.

din rectangular de mayor 4rea que pueda cercarse con
100 pie.

Realice el ejercicio 13 considerando ahora que un lado
del terreno estd sobre la orilla de un rio, por lo que tiene
una limite natural, y el material para cercar se empleard en
los otros tres lados.

Realice el ejercicio 14 considerando ahora que el jardin estd
situado de modo que el lado de una casa sirve como lfmite,
y el material para cercar se empleara en los otros tres lados.

Un fabricante de cajas de hojalata abiertas desea emplear
piezas de hojalata con dimensiones de 8 pulg por 15 pulg,
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y do-
blando hacia arriba los lados. (a) Encuentre un modelo
matemético que exprese el volumen de la caja como una
funcién de la longitud del lado de los cuadrados que se
cortarén. (b) ;Cuél es el dominio de la funcién del inciso
(a)? (¢) Determine en la graficadora, con aproximaci6n de
décimos de pulgada, la longitud del lado de los cuadrados
que se cortardn de modo que la caja tenga el volumen més
grande posible. ;Cuil es el volumen méximo aproximado a
pulgadas ciibicas?

Un fabricante de cajas de cart6n hace cajas abiertas a partir
de piezas cuadradas de cart6n de 12 cm de lado, cortando
cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando los
lados hacia arriba. (a) Encuentre un modelo matematico
que exprese el volumen de la caja como una funcién de la
longitud del lado de los cuadrados que se cortar4n. (b) ;Cudl
es el dominio de la funci6n del inciso (a)? (¢) Determine en
la graficadora, con aproximacién de centimetros, la longi-

19

21.

22.

4.

tud del lado de los cuadrados que se cortardn de modo que
el volumen de la caja sea méximo. ;Cuadl es el volumen
méximo aproximado a centimetros ciibicos?

Realice el ejercicio 17 considerando ahora que el fabrican-
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de hojalata
rectangulares de dimensiones de 12 pulg por 15 pulg. Enel
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados
que se cortardn y el volumen aproximado con dos cifras
decimales.

Realice el ejercicio 18 considerando ahora que el fabrican-
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de cartén
rectangulares de dimensiones de 40 cm por 50 cm. En el
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados
que se cortardn y el volumen aproximado con dos cifras
decimales.

Para el envase de hojalata del ejemplo 5, suponga que el
costo del material para las tapas es dos veces el costo del
material para los lados. (a) Determine un modelo matema-
tico que exprese el costo total del material como una fun-
ci6n del radio de la base del envase. (b) ;Cuél es el dominio
de la funcién del inciso (a)? (¢) Detemine en la graficado-
ra, con aproximacion de dos cifras decimales, el radio de la
base para el cual el costo total del material es el minimo.

Realice el ejemplo S considerando ahora que el envase es
abierto en lugar de cerrado.

Una pdgina impresa contiene una regién de impresién de
24 pulg?, un margen de 1.5 pulg en las partes superior e
inferior y un margen de 1 pulg en los lados. (a) Encuentre un
modelo matemético que exprese el 4rea total de la pagina
como una funcién del ancho de la regi6n de impresi6n. (b)
{Cudl es el dominio de la funci6n del inciso (a)? (¢) Deter-
mine, en la graficadora, con aproximacién, de centésimos
de pulgada, las dimensiones de la pagina m4s pequefia que
satisface estos requerimientos.

Un almacén que tiene un piso rectangular de 13 200 pie?,
se construye de modo que tenga pasillos de 22 pie de ancho
en el frente y en fondo del almacén, y pasillos de 15 pie de
ancho en los lados. (a) Encuentre un modelo matemaético
que exprese el 4rea total del terreno donde se construird
el almacén y los pasillos como una funcién de la longitud
del frente y del fondo del almacén. (b) ;Cuél es el dominio
de la funci6n del inciso (a)? (¢) Determine en la graficado-
ra, con aproximacién de centésimos de pie, las dimen-
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25.

siones del terreno que tiene el 4rea minima en el cual este
almacén se construird.

Suponga que desea utilizar un servicio de correo particular
paraenviar un paquete que tiene forma de caja rectangular con
una seccién transversal cuadrada tal que la suma de su
longitud y el perimetro de la seccién transversal es 100 pulg,
el maximo permitido porel servicio. (a) Encuentre un mode-
lo matemético que exprese el volumen de la caja como una
funcién de su longitud. (b) ;Cuél es el dominio de la funcién
del inciso (a)? (c) Determine en la graficadora, con aproxi-
macién de pulgadas, las dimensiones del paquete que tiene
el mayor volumen posible que pueda enviarse por este
servicio.

En un ambiente limitado donde A es el nimero éptimo de
bacterias soportado por el ambiente, la tasa del crecimien-
to bacteriano es conjuntamente proporcional al nimero
presente de bacterias y la diferencia entre A y el nime-
ro presente. Suponga que el nimero éptimo soportable por
un ambiente particular es 1 millén de bacterias, y que la
tasa de crecimiento es de 60 bacterias por minuto cuando
se tienen 1000 bacterias presentes. (a) Encuentre un
modelo matemético que exprese la tasa de crecimiento bac-
teriano como funcién del mimero de bacterias presentes.

27.

(b) ;Cudl es la tasa de crecimiento cuando estdn presentes
100 000 bacterias? (¢) Determine en la graficadora, con
aproximacién de miles, cuéntas bacterias estdn presentes
cuando la tasa de crecimiento es un mdximo.

Fort Bragg, en el norte de California, es una ciudad pequefia
con 5 000 habitantes. Suponga que la tasa de crecimiento de
una epidemia (la tasa de variacién del nimero de personas
infectadas) en Fort Bragg es conjuntamente proporcional al
mimero de personas infectadas y el mimero de personas no
infectadas. Cuando 100 personas esté4n infectadas, la epide-
mia crece a una tasa de 9 personas por dia. (a) Encuentre
un modelo matematico que exprese la tasa de crecimiento
de la epidemia como una funcién del nimero de personas
no infectadas. (b) ;Qué tan rdpido es el crecimiento de la
epidemia cuando 200 personas estdn infectadas? (¢) En
la graficadora, determine cudntas personas estén infectadas
cuando la tasa de crecimiento de la epidemia es un miximo.

Una tienda de campafia con forma de pirimide cuadrangu-
lar se construye a partir de una pieza cuadrada de material
de 5 m de lado. En la base de la pirdmide, sea x metros la
distancia desde el centro a uno de sus lados. Refiérase a
la figura. (a) Encuentre un modelo matemitico que
exprese el volumen de la casa de campafia como una fun-
cién de x. Sugerencia: La férmula para el volumen de una
pirdmide es V = %Bh, donde V, B y h son, respectiva-
mente, las medidas del volumen, el 4drea de la base y la
altura. (b) Determine el volumen de la pirdmide cuando
x = 0.8. (¢) Determine en la graficadora, con aproxima-
cién de centésimos de metro, el valor de x para el cual el
volumen de la pirdmide £s un maximo.

*
1.4 INTRODUCCION GRAFICA A LOS LIMITES DE FUNCIONES

El primer contacto con limites concierne a limites de funciones. Para dar una
idea intuitiva del limite de una funcién se dedicard esta seccién a una inter-
pretacion gréfica, los resultados de esto se confirmaran analiticamente al em-
plear desigualdades. La discusi6én desarrollada aqui facilitard el camino para la
definicién presentada en la seccién 1.5.

Se comenzari con una funcién particular:

2x2 4+ x -3

fGx) = =3

-

0))

Observe que esta funcién no estd definida coando x = 1; esto es, f(1) no exis-
te. Sin embargo, la funcién estd definida para cualquier otro mimero real. Se
investigardn los valores de la funcién cuando x se aproxima a 1, pero sin lle-
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P(1,2)

0x 2> +x- 1)

FIGURA 1

Q2 + x - 1)

P(1,2)
FIGURA 2
Tabla 1
2 -
P fo) = 2x“ +x -3
x -
0 3
0.25 35
0.5 4
0.75 4.5
09 4.8
0.99 498
0.999 4.998
0.9999 4.9998
0.99999 4.99998
Tabla 2
2 —
x ) = 2x° + xl 3
2 7
1.75 6.5
1.5 6.0
1.25 5.5
1.1 52
1.01 5.02
1.001 5.002
1.0001 5.0002
1.00001 5.00002

gar a ser L. Usted puede preguntarse por qué se desea considerar estos valores
de funcién. El siguiente ejemplo ilustrativo orientard esa pregunta.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  El punto P(I, 2) esté sobre

la curva que tiene como ecuacion
y=2x2+x-1

Sea Q(x, 2x2 + x - 1) otro punto sobre esta curva, diferente de P. Cada una
de las figuras 1 y 2 muestran una porcién de la gréfica de la ecuacién y la recta
secante que pasa por Q y P, donde Q estd cerca de P. En la figura 1, la coorde-
nada x de Q es menor que 1, y en la figura 2 es mayor que 1. Suponga que
f(x) es la pendiente de la recta PQ. Entonces

2x2+x-1-2
x -1

f) =

2 -
f(x)=2x +x -3
x -1

la cual es la ecuacién (1). Ademads, x # 1 porque P y Q son puntos distintos.
Conforme x se aproximan cada vez mds a 1, los valores de f(x) se acercan cada
vez més al mimero que se definird en la seccién 2.1 como la pendiente de la
recta tangente a la curva en el punto P. 4

Considere otra vez la funcién definida por la ecuacién (1) y calcule f(x)
cuando x toma los valores 0, 0.25, 0.50, 0.75, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999, 0.99999,
y asf sucesivamente. Se estdn tomando valores de x cada vez mas cercanos a 1
pero menores que 1; en otras palabras, la variable x se aproxima a 1 a través
de mimeros que son menores que 1. La tabla 1 proporciona los valores de la
funcién para estos niimeros.

Ahoraconsidere que la variable se aproximaa 1 através de niimeros que son
mayores que 1; esto es, x toma los valores 2, 1.75, 1.5, 1.25, 1.1, 1.01, 1.001,
1.0001, 1.00001, etc. Los valores de la funcién para estos niimeros se muestran
en la tabla 2.

Observe que en las dos tablas conforme x se aproxima cada vez méas a 1,
f(x) se acerca mds y mds a 5; y cuanto més cerca esté x de 1, mas cerca esta-
rd f(x) de 5. Por ejemplo, de la tabla 1, cuando x = 0.9, f(x) = 4.8; esto es,
cuando xes menorque 1 por0.1, f(x)es menor que 5 por0.2. Cuandox = 0.999,
f(x) = 4.998; es decir, cuando x es menor que 1 por 0.001, f(x) es menor que 5
por 0.002. Ademas, cuando x = 0.9999, f(x) = 0.49998; esto es, cuando x es
menor que 1 por 0.0001, f(x) es menor que 5 por 0.0002.

La tabla 2, muestra que cuando x = 1.1, f(x) = 5.2;esto es, cuando x es
mayor que | por 0.1, f(x) es mayor que 5 por 0.2. Cuando x = 1.001, f(x) =
5.002; es decir, cuando x es mayor que 1 por 0.001, f(x) es mayor que 5 por
0.002. Cuando x = 1.0001, f(x) = 5.0002; esto es, cuando x es mayor que 1
por 0.0001, f(x) es mayor que 5 por 0.0002.

Por tanto, de las dos tablas se observa que cuando x difiere de 1 por
+ 0.001, (estoesx = 0.9990x = 1.001),f(x)difiere de 5 por + 0.002 (es decir
f(x) = 4.998 o f(x) = 5.002). Y cuando x difiere de 1 por * 0.0001, f(x)
difiere de 5 por + 0.0002.

Ahora, enfocando la siffiacién desde otro punto de vista, se considera-
ran primero los valores de f(x). Es posible hacer que los valores de f(x) estén
tan cercanos a 5 como se desee, si se toman valores de x suficientemente cerca-
nos a 1; esto es, | fx) -5 [ puede hacerse tan pequefio como se desee hacien-
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1

i J 1 I-

[0, 4.7] por {4, 6]

2
fx) = 2x +x]—3

FIGURA 4

{0, 4.7} por [4, 6]

2
fo) = 2x° +x -3
x ~ 1

y=48 y y=152

FIGURA §

do |x — 1] lo suficientemente pequefio. Pero tenga presente que x nunca
toma el valor 1.

Esta condicién puede escribirse en forma mas precisa empleando dos
simbolos para las diferencias pequedas. Los simbolos empleados usualmente
son las letras griegas € (épsilon) y & (delta). De modo que se establéce que
para cualquier nimero positivo € existe un nimero positivo J, seleccionado
adecuadamente, tal que si |x -1 I es menor que §y Ix -1 ! # 0 (esto es,
x # 1), entonces | fx) - 5| es menor que € . Es importante-sefialar que-pri<
mero se elige € y que el valor de § depende del valor de € . Otra forma de
expresar esto es: proporcionado cualquier nimero positivo € , puede lograrse
que |[f(x) — 5| < € tomando |x — 1] lo suficientemente pequefio; es
decir, existe un nimero positivo & lo suficientemente pequeiio tal que

si 0< |x-1] <& entonces |f(x) - 5| < € 2)

Observe que el numerador de la fraccién en (1) puede factorizarse de
modo que

_Cx+3)(x-1)
y = 22 TR )
x-1

fx

Si x # 1, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse entre
x — | para obtener

fx)=2x+3 x#1 A3)

La ecuacién (3), junto con la indicacién de que x #.1, es tan adecuada.como
la ecuacién (1) para una definicién de f(x).

Ahora se verd el significado geométrico de todo esto para la funcién
particular definida por las ecuaciones (1) o (3). La figura 3 ilustra el significa-
do geométrico de € y &. Observe que si x, en el eje horizontal, estd entre
1 - &y 1+ 6 entonces f(x), en el eje vertical, estard entre 5 — € y
5 + € ;o0 equivalentemente,

si 0<|x~-1| <& entonces |f(x)-5| < €

Otra manera de establecer esto es la siguiente: f(x), en el eje vertical, puede
restringirse a que esté entre 5 — € y 5 + € obligando a que x, en el eje
horizontal, estéentre 1 — § y 1 + 6.

A continuacién se mostrard graficamente c6mo elegir una & adecuada
para una € dada. La figura 4 muestra la grifica de la funcién f trazada en el
rectdngulo de inspeccién de [0, 4.7] por [4, 6]. La grifica tiene un «agujero»
en ¢l punto (1, 5), el cual puede o no exhibirse en la graficadora, esto depende
del modelo de la graficadora y del rectangulo de inspeccién elegido.
Suponga que € = 0.2; se desea restringir f(x), en el eje vertical, de modo
que esté entre 5 — 0.2y 5 + 0.2 o, equivalentemente, entre 4.8 y 5.2. Se tra-
zan las rectas y = 4.8y y = 5.2 y la grifica de f en el mismo rectingulo
de inspeccién, como se muestra en la figura 5. Se observa que las rectas
intersectan a la gréfica de f en los puntos donde x = 0.9 y x = 1.1, respecti-
vamente. De modo que para € = 0.2, se toma § = 0.1y se establece que

si 0< |x-1] <01 entonces [f(x) -5| <02

Esta es la proposicion (2) con € = 0.2y § = 0.1, 1o cual estd de acuerdo
con lo observado en las tablas 1 y 2. Si su gfaficadora tiene la caracteristica de
sombra (shade), se podrd tener apoyo grafico al ‘trazar la gréfica de f: el rec-
tdngulo horizontal sombreado entre las rectas y = 48 y y = 5.2, y el
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[0, 4.7] por [4, 6]

2 -
f(x)___Zx +x-3

x=1
y=48 y y=152
x=09 y x=11

FIGURA 6

[09, 1.1] por [4.9, 5.1]

fo = 2:2+x-3
x -1
y=498 y y =502

FIGURA 7

[0.9, 1.1] por [4.9, 5.11

f(x)___2x2+x-—3
x -1

y=498 y y =502

x=099 y x =101

FIGURA 8

rectdngulo vertical sombreado entre las rectas x = 0.9 y x = 1.1 en el rec-
tdngulo de inspeccién de [0, 4.7] por [4, 6] como se muestra en la figura 6.
Ahora suponga que € = 0.02 y tracela graficade fy lasrectasy = 4.98
= 5.02 en el rectdngulo de inspeccién de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1] como
se muestra en la figura 7. Se observa que las rectas intersectan a la gréfica de
fen los puntos donde x = 0.99 y x = 1.01, respectivamente. Por tanto, para
€ = 0.02,setoma § = 0.01 y se establece que

si 0< |x-1} <00l entonces [f(x) - 5| < 0.02

Esta es la proposicién (2) con € = 0.02 y § = 0.01, lo cual estd de
acuerdo con la informacién de las tablas 1 y 2. Otra vez se obtiene apoyo gra-
fico adicional de la figura 8, la cual muestra el rectdngulo horizontal som-
breado entre las rectas y = 4.98 yy = 5.02, el rectdngulo vertical sombreado
entre las rectas x = 0.99 y x = 1.01 y la gréfica de f en el rectingulo de
inspeccién de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1].

Se puede dar como € cualquier nimero positivo pequefio y determinar
un valor adecuado para 6 tal que si Ix -1 | <éyx#1(estoes, 0 <
|x = 1] < &), entonces |f(x) — 5| serd menor que €. Observe que los
valores de € se eligen arbitrariamente y puede ser tan pequefio como se desee,
y que el valor de & depende del valor elegido de € . También debe sefialarse
que a un valor pequefio de € le corresponderd un valor pequefio de 6. Como
para cualquier € > O puede determinarse un & > O tal que la proposicién
(2) se cumpla, se establece que el limite de f(x) conforme x tiende o se apro-
xima a 1, es igual a 5, o expresado con sfmbolos

lim f(x) =

Observe que en esta ecuacién se tiene un nuevo uso del simbolo “igual”. Aqui,
ningiin valor de x hace que f(x) tenga el valor 5. El sfmbolo “igual” es apro-
piado debido a que el lado izquierdo est4 escrito como lin} f)

x—

De (3) es evidente que puede lograrse que f(x) esté tan cerca de 5 como

se desee, tomando x suficientemente cerca de 1, por lo que esta propiedad de'

la funcién f no depende de que f esté definida cuando x = 1. Este hecho
proporciona la diferencia entre lim‘ f(x) y el valor de la funcién en 1; es decir,
X

lin} f(x) = 5, pero f(1) no existe. En consecuencia, en la proposicién (2), se

escribe 0 < Ix -1 | debido a que sélo nos interesan los valores de f(x)

para xcercade 1, peronoparax = 1.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Seaglafuncién definida por
Cfa+3 sixel
8 = {7 six = 1

La gréfica de g se muestra en la figura 9. Excepto en x = 1, la funcién g tiene

los mismos valores de la funcién f definida por la ecuacién (1). En conse-

cuencia, como el hecho de que lin} f(x) = 5 no tiene nada que ver con lo
X

que ocurre en x = |, se puede aplicar el argumento anterior a la funcién g
y concluir que para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que

si 0< |x - ll < & entonces |g(x) - 5| < €
de modo que lin} g(x) = 5. Note que g¢l) = 7; por lo que para esta funcién,
x—

el limite de la funcién y el valor de la funcién existen para x = 1, pero no
son iguales. |
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8x) = {

5o

h(x) = 2x + 3
FIGURA 10

fx) = 4x -5

. FIGURA 11

e

AR

2x+3 six# 1
7 six =1

FIGURA 9

24

ot

X

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Sea la funcién definida por
h(x) = 2x + 3

La grafica de h consta de todos los puntos de larectay = 2x + 3, mostrada
en la figura 10. Otra vez, excepto en x = 1, se tiene una funcién con los
mismos valores de la funcién f, definida por la ecuacién (1), asi como de la
funcién g del ejemplo ilustrativo 2. De este modo, se puede aplicar una vez:’
més el mismo argumento y concluir que para cualquier € > 0 existe uft
& > Otal que

si 0<|x-1|< & entonces |h(x)-5|< €

de modo que lin} h(x) = 5. Sin embargo, en esta ocasidn, el valor de la fun-
1

cién y el limite existen y son iguales para x = 1. Una consecuencia de este
hecho, como se verd en la seccién 1.8, es que la funcién h es continua en
x = 1. Observe que la grifica de h de la figura 10 no tiene ningiin agujero
enx = 1, considerando que las gréficas de fy g de las figuras 3 y 9, respec-
tivamente, tienen un agujero en x = 1. En la seccién 1.8 aprenderd que las
funciones f'y g son discontinuasenx = 1. |

h EJEMPLO 1 Sea f la funcién definida por
fx) =4x -5

(a) Utilice una figura semejante a la figura 3 para € = 0.1 con el fin de
determinar una-§ > 0, tal que

si O<|x—2|<8 entonces |f(x)-3|<0.l

(b) Apoye la eleccién de 8 del inciso (a) con el uso de la graficadora.

Soluciéon

(a) Refiérase a la figura 11 y observe que los valores de la funcién crecen
conforme x se incrementa. Asf, la figura indica que se necesita un valor
de x; tal que f(x;) = 2.9 y un valor de x; tal que f(x,) = 3.1; esto es,
se necesitan x; y x, tales que

4x, - 5 =29 dx; - 5 = 3.1
7. 8.1
x1 = ——4—?- x2 = T

x = 1975 x, = 2.025

Debidp a que 2 — 1.975 = 0.025 y 2.025 — 2 = 0.025, se elige & =

0.025 de modo que se tiene la proposicién

si 0<|x-2|<0025 entonces |f(x) - 3]|< 0.l

(b) En la graficadora se traza la gréfica de fy lasrectasy = 29y y = 3.1
en el rectdngulo de inspeccién de [0, 3] por [0, 4] como se muestra en la
figuga, 12. Con la operacion de interseccién (intersection) o las de rastreo
(trace) y aumento (zoom) de la graficadora, se determina que la recta
y = 2.9 intersecta a la grificade fenx = 1.975y que larectay = 3.1
intersecta a dicha gréfica en x = 2.025, lo cual apoya la eleccién de &
efectuada en el inciso (a). 4
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[0, 3] por [0, 4]
f(x) =4x -5
y=29 y y =31

FIGURA 12

En el ejemplo siguiente se utiliza el simbolo = por primera vez. La fle-
cha = significa implica. También se emplea la doble flecha <, lo cual sig-
nifica que las proposiciones precedente y siguiente son equivalentes.

» EJEMPLO 2 Confirme analiticamente la eleccién de & en el
ejemplo 1 utilizando propiedades de las desigualdades.

Solucién  Se desea determinar una § > 0 tal que

si 0<|x-2|<& entonces |fx) - 3] <01
& si 0<|x-2]< & entonces |(4x-5) ~-3]|<0.1
e si 0<|x-2]<& entonces 4|x-2| <01
< si 0< |x- 2( < § entonces |x ~ 2| <0025

Esta proposici6n indica que una eleccién adecuada de & es 0.025. Con esta &,
se tiene el argumento siguiente:

0.< |x-2]< 0025
4 |x - 2| < 40.025

= |4x ~ 8] < 0.1
= |@x-5-3<o01
= [f® - 3] <01

De esta manera, se ha confirmado analiticamente que

si 0<|x-2|<0025 entonces |f(x)-3|< 0.1 (4‘)

En los ejemplos 1 y 2 cualquier niéiero positivo menor que 0.025 pue-
de utilizarse en lugar de 0.025 como la & requerida. Observe este hecho en la
figura 11. Ademds, si 0 < ¥y < 0.025 y si se cumple la desigualdad (4), en-
tonces se tiene que

si 0<|x-2|<y entonces |fx)-3|< 0.l

ya que cualquier nimero x que satisfaga la desigualdad 0 < |x - 2‘ <y
también satisface la desigualdad 0 < |x — 2| < 0.025.

Las soluciones de los ejemplos 1 y 2 consistieron en determinar
una & para una € especifica. En la seccién 1.5 aprendérd-que si para cétduier
€ > 0 se puede determinar una § > 0, tal que

si 0<|x-2|< & entonces [(4x - 5) - 3| <€

entonces se habrd establecido que lim (4x — 5) = 3. Esto se har4 en el
ejemplo 1 de la seccidn 1.5. 2

’ EJEMPLO 3 Sea f la funcién definida por
f&x) = x?
(a) Utilice una figura con € = 0.3 para determinar una § > 0 tal que
si 0 < )x - 2l < é entonc_:es !f(x) - 4, <03

(b) Apoye la eleccién de & del inciso (a) con el uso de la graficadora.
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fx) = x*

FIGURA 13

[1.91, 2.09] por [3.6, 4.4]
f-= %
y=37yy=43

FIGURA 14

Solucién
(a) La figura 13 muestra una porcién de la gréfica de f en una vecindad del
. punto (2, 4). Si x > 0, los valores de la funcién crecen conforme el va-
lor de x se incrementa. Por tanto, la figura indica que se necesita un valor
positivo x; tal que f(x|) = 3.7 y un valor positivo x, tal que f(x,) = 4.3;
esto es, se necesitanx; > 0yx, > 0, tales que

x? =37 x? = 43
Xy = '\/377 X2 ‘\/43

xp = 192 x; = 2.07

Entonces 2 — 1.92 = 0.08 y 2.07 — 2 = 0.07. Debido a que 0.07 < 0.08,
se elige & = 0.07 de modo que se tiene la proposicién

si 0<|x~-2| <007 entonces |f(x) - 4| < 03

Cualquier nimero positivo menor que 0.07 puede tomarse como la & re-

querida.

(b) La figura 14 muestra las grificas de fy de lasrectasy = 3.7y y = 4.3
trazadas en el rectiangulo de inspeccién de [1.91, 2.09] por [3.6, 4.4]. En
la graficadora se determina que la recta y = 3.7 intersecta a la gréfica
de fen x = 1.92 y que la recta y = 4.3 intersecta a dicha gréfica en
x = 2.07, lo cual apoya la eleccién de & del inciso (a). |

’ EJEMPLO 4 Confirme analiticamente la eleccién de ddel ejem-
plo 3 empleando propiedades de las desigualdades.

Solucién  Se desea determinar una § > 0 tal que

si 0 < |x - 2] < & entonces ]f(x) - 4| <03 5)
o si 0<|x-2|< & entonces [x*-4|<03
e si 0<|x-2|<§ entonces |x-2|]x+2]|<03

Observe en el lado derecho de esta proposicién que ademas del factor
|x = 2|, se tiene el factor |x + 2|. Por tanto, se necesita obtener una
desigualdad que contenga a Ix +2 | . Para hacer esto, se restringe la § que se
requiere. Considere que § es menor que o igual a 0.1, lo cual parece razonable.
Entonces

0<|x-2|<é8 y é=ol

= 0<|x-2|< 01
= -0l <x-2<0.1
= 39<x+2< 41
= |x +2]< 41
Asi

0<|x-2|<é y =0l
= 0<|x-2l<dy |x+2|<4l
= |x = 2)]x + 2| < é@1)

Recuerde que el objetivo consiste en obtener la proposicién (5). De modo que,
debe pedirse que

541 <03 & §= 3
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Ahora se tienen dos restricciones sobre 8. 6 < 0.1y < 41]. Para que ambas
restricciones se cumplan, se toma & = %, el menor de los dos nimeros.
Mediante el uso de esta J, se tiene el argumento siguiente:

0<|x—2|<‘%l

= |x - 2] <2 y |x+2|<4l
= lx — 2||x + 2|< %(4.1)
= [x2 - 4| <03

Por tanto, se ha determinado una & de modo que la proposicién (5) se
cumple. Puesto que 411 =~ 0.07 se ha confirmado la eleccién de & del
ejemplo 3. 4

Ahora se aplicardn los conceptos anteriores a fin de determinar cémo
debe medirse aproximadamente una cantidad para asegurar una aproxima-
cién especifica de la medicién de una segunda cantidad que depende de la
primera.

’ EJEMPLO 5 Para la situacion del ejemplo 1 de la seccién 1.3,
;cudl debe ser la temperatura del gas si éste ocupa un volumen entre 79.5 m?
y 80.5 m3?

Solucién Enel ejemplo 1 de la seccién 1.3 se obtuvo el siguiente modelo
matemdtico de la situacién:

fo) = &

donde f(x) metros cibicos es el volumen de un gas cuya temperatura es x
grados. Como £(140) = 80, el gas ocupa 80 m> a una temperatura de 140°.
Se desea determinar qué tan cerca debe estar x de 140 para que f(x) no esté
a més de 0.5 de 80; esto es, para € = 0.5 se desea determinar una 6 > 0
tal que

si 0<|x-140| < & entonces |f(x) -~ 80| < 0.5

& si 0<|[x-140] < & entonces  [4x - 80| < 05
o si 0 < Ix _—“;140| < & entonces %]%x - 80| < ;z 0.5)
& si 0<|x- 140| < & entonces  |x - 140| < 0.875

Por tanto, se toma & = 0.875, y se tiene el argumento siguiente:

0 < |x - 140| < 0875
= $lx - 140] < £0.875)
= | £x - 80| < 05

En consecuencia,

si 0 <]x- 140| < 0.875 entonces |f(x) - 80| < 0.5

Conclusién: Para que el gas ocupe un volumen entre 79.5 y 80.5 m3 su
temperatura debe estar entre 139.125° y 140.875°. 4

’ EJEMPLO 6 La cubierta circular de una mesa tiene un drea
que difiere de 2257 pulg? en menos de 4 pulg?. ;Cu4l es la medida aproxi-
mada del radio?
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A(r) = mz‘

FIGURA 15

Solucién Observe la figura 15. Si la loh'gitud del radio de la cubierta de
la mesa es de r pulgadas y A(r) pulgadas cuadradas es el drea de la cubierta,
entonces -

A(r) = mr?
El drea es 2257 pulg? cuando el radio mide 15 pulg. Se desea determinar qué
tan cerca debe estar r de 15, de modo que A(r) no esté a mas de'4 unidades de

225w Estoes, si € = 4, se desea determinar una § > 0, tal que

si0 <|r-15| <8 entonces |A() - 2257| < 4
<  si.0<|r-15| <8 entonces | mr2 - 2257 < 4
& si0<|r-15|<8 entonces |r-15]||r+ 15]< % 6)
Debido a que se tiene el factor Ix + 15 | del lado derecho de la proposicién

(6), se necesita una desigualdad que contenga a este factor. A fin de obtener
dicha desigualdad, se restringe & de modo que & < 1. Entonces

O<|r-15|<6y 6<1=0<|r-15<1

= l<r-15<1 = 14 <r< 16
= 29<r+15<3l = [r+ 15| < 31
Por tanto,

si0<|r-15| <& y & <'lentonces |r— 15]|r + 15| < 631)

‘Como se desea que la proposicién (6) se cumpla, seré necesario que

4

031 = 4 & s —
2 31lx

Ahora se tienen dos restricciones sobre & § < 1y § < % Se elige &
n
como 3—‘]‘—-, el menor de estos dos nimeros. Con esta § se tiene el siguiente
L /4

argumento:

0<|r-15|< &

3in
= |r—15|<$y |r+ 15| < 31
4
- 15 15| < =2-@31
= |r ,l||r+ |<317r()
= m|rt - 225| < 4
Por tanto,

si 0< |r-15] < -3.-‘1—‘— entorces | A(r) - 2257 | < 4
T .

Como 3% = 0.041, se tiene la siguiente conclusi6n.
n

Conclusién:  Elradio de la cubierta de la mesa debe estar entre'14.959 pulg y
15.041 pulg para que dicha cubierta tenga un 4rea que difiera de 2257 pulg?
por menos de 4 pulgZ, <4
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EJERCICIOS 1.4 - |

En los ejercicios 1 y 2, se proporcionan f(x), a, L, € y una fi-
gura. A partir de la figura determine 8 > 0, tal que

si 0<|x—a]<%emonces ]f(x)—L[< €
L fx) =2x-5a="3L =1, € =02

0. KX -
+ ﬁ'l' > x
o 1 2 /3\
29 3.1
2, flxy =2-3a=-1;L=5,€=06
y
'S A
5 2 5.6
K‘
# 5
a\ Ellag
i\t
Y
— + x
2 /-\© 1

-12 -0.8

En los ejercicios 3 a 14; se proporcionan f(x), a, Ly €. (a) Uti-
lice una figura semejante a la de los ejercicios 1 y 2 y el
ejemplo 1, y argumentos similares al del ejemplo 1 para de-
terminar una 8 > 0, tal que )

si 0< lx - a| <$emonces |f(x) - L]- < €

(b) Apoye la eleccion de 8del inciso (a) usando una graficadora.

2 -
W flo) = 3‘—7‘_—8’3——3;11 = 3L =10 € = 0.05

Para los ejercicios 15 y 16, siga las mismas instrucciones
que para los ejercicios 1y 2.

15 f) =2 + ;,a=-2,L=5¢€=1

En los ejercicios 17 a 24, se proporcionan f(x), a, Ly € (a).
Utilice una figura semejante a la de los ejercicios 15 y 16 y del
ejemplo 3, y argumentos similares al de este ejemplo para deter-

3. fx)y =x-1l;a=4,L=3;,€¢ =003
4 f =x+2a=3L=5 €=002
5. fx) = 2x + 4;a = 3;L = 10; € = 0.01
6 f(x) =3x—-1;a=2L =5 € =01
7. f{x) = 5x - 3;a=1,L =2, € =005
8 f(x) =4x - 5,a=2L =13 € =0001
9. fx) =3 -4x;a=-1;L =17 €=002
"
10. f(x) =2+ 5ga=-2L=-8 €=0002"
2 .
1. fo) = =4 4= 2L = -4, € = 001
x4+ 2
9x2 - 1 1 . '
12. = ;a= — L =2 €=001
fo = 5-74= 3
4x2 - 4x - 3 1 ‘
3. . va=-=L=-4;,€ =003
3. f® x+1 8T 3 €

minar una 8 > 0, tal que

si 0<|x—a|<5 entonces |f(x)—L|<€

17. f) = x%a =3;L =9, € =05

18. f(x) = x%a = 05;L = 025, € = 0.1

19. f) =xka=-1;L =1, €=02

20, fx) = x* -~ Sa = 1;L = -4; € = 0.15

2 fx) =x? -2+ La=2L=1;€ =04
"22, f(x) =x® +4x +4a=-1;L =1; € =008
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23, f(x) = 2x% + 5x + 3;a =
24. fxy =

-3;L = 6; €
L =

0.6
0.3

2% + 2a= -2; € =

En los ejercicios 25 a 36, confirme analiticamente (empleando
propiedades de las desigualdades) la eleccion de 6 del ejer-
cicio indicado.

25.
27.
29.
31

3.
35,

Ejercicio 3 26. Ejercicio 4
Ejercicio 7 28. Ejercicio 8
Ejercicio 13 30. Ejercicio 14
Ejercicio 17 32. Ejercicio 18
l:Ejercicio 21 34. Ejercicio 22
Ejercicio 23 36. Ejercicio 24

En los ejercicios 37 a 44, primero obtenga una funcién como
modelo matemdtico de la situacion. Defina la variable depen-
diente y el valor de funcion como nimeros, e indigue las uni-
dades de medicion. No olvide completar el ejercicio con una
conclusion.

3.

38.

A una persona que gana $15 por hora se le paga sélo por
el tiempo real de trabajo. ;Qué tan cerca de 8 horas debe
trabajar una persona para que su salario difiera de $120 en
no més de 25 centavos”

Para la situacién del ejemplo ! de la seccién 1.3, ocuél

debe ser la temperatura del gas si éste ocupa un volumen
entre 79.95 m® y 80.05 m3?

39. Se construye una cerca. alrededor de un jardin de forma

cuadrada. ;Qué tan préxima a 10 pie debe estar la longi-
tud de cada lado del jardin para que la longitud total de la
cerca esté entre 39.96 y 40.04 pie?

40.

41.

42,

43.

Se construye una sefial circular de modo que la longitud de
su circunferencia difiera de 6 pie en no mds de*0.1 pie.
(Qué tan cerca de 3 pie debe medir el radio de la sefial?

Para el jardin del ejercicio 39, ;qué tan cercana a 10 pie
debe estar la longitud de cada lado del jardin para que el
4rea de dicho jardin difiera de 100 pie’ en no mas de
0.5 pie??

Para la sefial del ejercicio 40, ;qué tan cercano a 3 pie debe
medir el radio de la sefial para que el drea de dicha seiial
difiera de 97 pie? en no més de 0.2 pie??

El ndmero de pies que cae un cuerpo a partir del reposo en ¢
segundos varfa directamente como el cuadrado de ¢, y un
cuerpo cae a partir del reposo 64 pie en 2 s. (Qué tiem-
po cercano a 5 s le tomard a un cuerpo caer entre 398 y
402 pie?

. El nimero de tibras por pie cuadrado de a fuerza del vien-

to sobre una superficie plana cuando la velocidad del viento
es v millas por hora, varia directamente como el cuadrado de
v. Suponga que la fuerza es de 2 Ib/pie? cuando la velocidad
del viento es de 20 mi/h. ;Qué tan cerca de 30 mi/h seré la
velocidad del viento cuando su fuerza sobre una superficie
plana esti entre 4.45 Ib/pie? y 4.55 1b/pie??

1.5 DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION

Y TEOREMAS DE LIMITES

Abora se presentar4 la definicién formal de limite de una funcién. La definicién
contiene la proposicién que implica las desigualdades con la notacién € -6
mostrada con frecuencia en la seccién 1.4. ,

1. 5 1 Definicion de limite de una funcion

Sea f una funcién definida en cada nimero de algin inm:!o abierto
que contiene 2 &, excepto posiblemente en el nimero a mismo. El
Endtedef{x)conﬁomexsemls esl.,loqp:scesmhe

como

iun

=L

’sa la sagmem pmp@mcaéu e&vmhdcra:

dada cualquier € > 0, ao lmponacmpequellasea. existe una
5> 0 tal que

i 0<|x-al<é entonces lf{x)-Ll<r

(D
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y y = fx)

y y = f@)

L+¢€
L+ €x—
L- ez—£

fix) EEEEREENTY

L-¢

S

y y = f)

0 —
a-6, a+ 6

FIGURA 3

En palabras, esta definicidn establece que los valores de funcién f(x) se
aproximan al limite L conforme x lo hace al mimero a si el valor absoluto de la
diferencia entre f(x) y L puede hacerse tan pequefia como se desee tomando x
suficientemente cerca de a pero no igual a a. i

Observe que en la definicién no se menciona nada acerca del valor de la
funcién cuando x = a. Recuerde, como se sefialé en la seccién 1.4, la funcién
f no necesita estar definida en a, para que el }1_r)r{11 f(x) exista. Mds atn, si f
estd definida en a, }1_1)1}1 f(x) puede existir sin que tenga el mismo valor que
f(a) como en el caso de la funcién del ejemplo ilustrativo 2 de la seccién 1.4.

Una interpretacion geométrica de la definicién de limite de una funcién f
se muestra en la figura |, la cual presenta una porcién de la grifica de f cerca
del punto donde x = a. Como f no estd necesariamente definida en a, no
existe un punto en la grafica de f con abscisa a. Observe que si x, en el ¢je
horizontal, estd entre a — 8, y a + &, entonces f(x), en el eje vertical, estara
entre L — € |y L + €. En otras palabras, al restringir x, en el eje horizontal,
de modo que esté entre a — &, y a + &, se restringe a f(x), en el eje verti-
cal, de manera queesté entre L — € ; y L + €,. Asi,

si 0<|x-a|<6, entonces |f(x)—L|< €

La figura 2 muestra cémo un valor pequefio de € puede requerir una elec-
cién diferente para 8. En la figura se aprecia que €, < €, y que el valor
8; es demasiado grande; esto es, existen valores de x para los cuales
0< lx - al < &, pero [f(x) - L] no es menor que €,. Por ejem-
plo, 0 < |X —al| <.§, pero |[f(® - L| > €, Por esta razén debe
elegirse un valor 8, més pequefio, como se muestra en la figura 3, tal que

si0<’x—-al< 5, entonces |f(x) - L|< €,

Sin embargo, para cualquier eleccién de € > 0, no importa que tan pequefio

. sea, existe & > O tal que la proposicién (1) se cumple. Por tanto, lim f(x) = L.
I—a

En el primer e¢jemplo de esta seccién, se vuelve a tratar la funcién mos-
trada en los ejemplos'1 y 2 de la seccién 1.4.

’ EJEMPLO 1 Utilice la definicién de limite para demostrar que
lim (4x - 5) =3
x—2

Solucién El.primer requisito de la definiciéon 1.5.1 es que 4x — 5 esté
definida en cada nimero de un intervalo abierto que ontenga a 2, excepto
posiblemente en 2. Puesto que 4x ~ 5 estd definida para todos los niimeros
reales, cualquier intérvalo abierto que contenga a 2 satisface este requisito.
Abhora se debe demostrar que para cualquier € > 0 existe una § > 0 tal que

si 0<lx—2|<5 entonces |(4x—5)—3|<§ )
& si 0<|x-2|< & entonces 4|x-2|< €
e si. 0 <|x=-2|< & entonces . |x-2|< i€

Esta proposicién denota qﬁe %6_ es una & satisfactoria. Con esta eleccién de 6
se tiene el argumento siguiente:,

0<|x—2|<5 -
4)x-2}f< 48
|4x - 8] < 46

Ly
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= |(4x - 5) - 3| < 46
= [4x - 5) - 3| < € (porque & = 3€)

Por tanto, se ha establecido que si § = % €, entonces se cumple la proposicién
(2). Esto demuestra que liné (4x - 5) = 3.
x>

En particular, si € = 0.1, entonces se toma § = %(0.1), es decir, 6 =
0.025. Este valor de 6 corresponde al valor determinado en los ejemplos 1 y
2 de la secci6n 1.4.

Cualquier nimero positivo menor que %G puede emplearse también
como la & requerida. <

En el suplemento de esta secci6n, al final del dpendice se proporciona un
ejemplo que muestra cémo aplicar la definicién 1.5.]1 para demostrar que
P—>mz 2 = 4.

A fin de calcular lfmites de manera mds facil que cuando se utiliza la
definicién se emplean teoremas, cuyas demostraciones estdn basadas en la de-
finicién. Estos teoremas, asf como otros que aparecen en secciones posterio-

res de este capitulo, estdn sefialados con la etiqueta teorema de limites.

1.5.2 Teorema 1 de limites Limite de una funcion lineal
Sim y b son dos constantes cualesquiera, entonces

ljln'(mtdlb):m-l-b
X—a

Demostracién A partir de la definicién de limite de una funcién, se
debe demostrar que para cualquier € > 0 existe una 6§ > 0, tal que

si 0 < |x-a|< Sentonces |(mx + b) — (ma + b)| <€ (3

Caso l:m # 0.
Como |(mx + by - (ma + b)| = [ml . |x - aI, se desea encon-
trar una & > O para cualquier € > 0, tal que

si 0<|x-a|< & entonces |m|-|x-a|l<e€
ocomom # 0,

i 0<|r-a|l<é entonces |x - a| < —£—

|m|

Esta proposicion se cumplird si 6 = €/ ] m | ; por lo que se puede concluir que
si 0<|x—a|< 5y5=ﬁ- entonces |(mx+b)—(ma+b)|<€
m

Esto demuestra el teorema para el caso 1.
Caso2:m = 0.

Sim = 0, entonces | (mx + b) — (ma + b) | = () para todos los valo-
res de x. De modo que se toma & como cualquier nimero positivo, cumplién-
dose asf la proposicién (3). Esto demuestra el teorema para el caso 2. [

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  Del teorema I de limites,

lim(Bx+5 =3-2+15
12 =1 <
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1.5.3 Teorema 2 de limites Limite de una funcion

constante
Sices una constante, entonces para cualquier némero a '
lim ¢ = ¢ ;

x—d

Este teorema se deduce inmediatamente del teorema 1 de limites toman-
dom = 0yb = c.

1.5.4 Teorema 3 de limites Limite de la funcion

identidad
limx=a

x=a

Este teorema también se deduce inmediatamente del teorema 1 de limites
tomandom = 1yb = 0.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Del teorema 2 de limites,

lim7 =7
x5
y del teorema 3 de limites,
lim x = -6 <
x—3-6

1.5.5 Teorema 4 de limites Limite de la suma
y de la diferencia de dos funciones

Si liﬂﬁx)=l. y llﬂg(x)a-u.emonccs
li_::: [fo) £ gl =L M

La demostracién del teorema 4 de limites se presenta en el suplemento

V" de esta seccién. En el enunciado del teorema, el hecho de que lim f(x) = Ly
x—a

(o)

lim g(x) = M indica que los limites existen. En otras palabras, no se puede
x~—a

decir simplemente que el limite de la suma de dos funciones es la suma de
sus limites, se debe agregar la condici6n de la existencia de los limites: si los
limites- existen. Consulte el ejercicio 44 de la seccién 1.6 y el ejercicio 50
de la seccién 1.7.

El teorema siguiente de limites es una extensién del teorema 4 de Ifmi-
tes para cualquier nimero finito de funciones. Se le pedird que proporcione
la demostracién mediante induccién matemdtica en el ejercicio suplemen-
tario 10.

1.5.6 Teorema 5 de limites Limite de la suma
y de la diferencia de n funciones

Si lim fi(xy = Ly, lim £y) = Ly, ..., ylim £,() = L, entonces
Im (i@ £ A@ + . L@ =Lt L. .t L,

El limite del producto de dos funciones se tiene mediante el teorema
siguiente de 1fmites. Otra vez, observe que el teorema establece que el limite
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\W’

del producto de dos funciones es el producto de sus lfmites si los limites exis-
ten. Para la demostracién, refiérase al suplemento de esta seccién.

1.5.7 Teorema 6 de limites Limite del producto

de dos funciones
Si lim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
zi_r,l: [fx)- g =L-M

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Del teorema 3 de limites,
lin}1 x = 4,y del teorema 1 de limites, lin}1 (2x + 1) = 9. Asi, por el teore-
ma 6 de limites

lim [x2x + 1)] = limx - lim2x + 1)

x—4 x—4 x—4
4-9
36 |

El teorema 6 de limites también puede extenderse a un nimero finito de
funciones mediante la aplicacién de la induccién matemdtica, como se le pe-
dird que lo haga en el ejercicio suplementario 13,

1.5.8 Teorema 7 de limites  Limite del producto
de n funciones

Si }i_lg fix) = Ly, ‘Iif.lfzfx). = ILy,...,y lim f(x) = L, entonces
!5_1’1‘1‘ fiDHR) .. L) = LiL,... L,

1.5.9 Teorema 8 de limites Limite de la n-ésima

potencia de una funcion

Si lim f(x) = L’y nes cualquier nimero entero positivo, entonces
lim [f))" = L"

La demostracién es inmediata a partir del teorema 7 de Ifmites, tomando
Fi(x), fo(x), . . ., f(x) todas iguales a f(x) y Ly, L,, . . ., L, todos iguales a L.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  Del teorema 1 de limites,

lim2 (5x + 7) = -3. Por tanto, del teorema 8
x—=

x—>-2 x—-2

4
lim 5x + 7)* = [ lim (5x + 7)}

-3)*
= 81 <

El siguiente teorema de limites trata acerca del limite del cociente de dos
funciones, y no sélo se requiere la existencia de los limites, sino que también
se pide que el limite de la funcién del denominador sea diferente de cero.
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1.5.10 Teorema 9 de limites Limite del cociente

de do funciones
Si lim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
x—a i—+a E

ﬁg _;‘! SM 20

La demostracién de este teorema se presenta en la seccién 1.9.

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Del teorema 3 de limites,

11m x = 4,y del teorema 1 de limites, hm (-7x + 1) = -27. Por tanto, del

teorema 9 de limites,

N lim x
1i = x—4
b TTx v 1 Tm(-7x + 1)
x—4
- _4
27
- _4 <
27

1.5.11 Teorema 10 de limites Limite de la raiz

n-ésima de una funcién
. Sin es un-niimero entero positivo y 1!_1.1: flx) = L. entonces
lim §[G) = %L
conla:estnocléndequesmespar L>0

La demostracién de este teorema también se proporciona en la seccién 1.9.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6  Del cjemplo ilustrativo 5 y

del teorema 10 de limites,

lim 3 =
J—IB -‘71 +1

(9% )
b=
18
4
= |w
+

t
o
I
SRS

<

|
wlﬁ’
Al

Ahora se establecerdn dos teoremas, los cuales son casos especiales de
los teoremas 9 y 10 de limites, respectivamente. Cada uno de estos teoremas se
utiliza en la seccién 1.9 para la demostracion de los teoremas de limites
correspondientes.

1.5.12 Teorema

Si a es cualquier mimero real diferente de cero, entonces

lim-l—=-]—
a
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1.5.13 Toremu

Sia > 0y n es un nimero entero positivo, 0 sia = 0 y n es un ni-
mero entero impar, entonces

_M'\‘F Ya

x

Las demostraciones de los teoremas 1.5.12 y 1.5.13 se presentan en el
suplemento de esta seccion.

En los ejemplos siguientes se aplicardn los teoremas anteriores para calcu-
lar Ifmites. A fin de indicar qué teorema se ha aplicado se escribir4 la abrevia-
cién “T.n L.”, donde n representa el nimero del teorema; por ejemplo, “T.2 L.”
se refiere al teorema 2 de limites.

’ EJEMPLO 2 Calcule lim (x? + 7x — 5), y cuando sea apro-

. . . P x—3 .
piado, indique los teoremas de Iimites que se aplicaron.

Solucién
lim@x? + 7x - 5) = lirrg x2 + lirr; Tx ~ h'rr; 5 (T.5L.)
x—3 x— x— x—
= lirr;x~ lirrgx+ 11'n;7 lmgx— th (T.6L.)
=33 +7-3-5 (T.3L.yT.2L.)
=9 + 21 -5
=25 4

Es importante que se de cuenta de que el limite del ejemplo 2 se evalué
mediante la aplicacién directa de los teoremas de limites. Observe que para la
funcién f del ejemplo no sélo el 11m f(x) es igual a 25, sino que también f(3)

es igual a 25. Pero recuerde, llm f(x) y f(a) no siempre son iguales.

’ EJEMP'.Q 3 Determine el siguiente limite y, cuando sea apro-
piado, indique los teoremas de limites que se aplicaron:

lim 3 +2x+3
x—2 x2 +5

Solucién

3 ' f 3
lim \/x__i'zﬁé = |lim 5;224‘_*'_3 (T.10L.)
x-2 xc +5 =2 x2 +5

11m (x +2x+3)

= |22 T.9L.
lim (x2 + 5) ( )
x—52
[lim x3 + lim 2x + lim 3
= X2 x—52 x—52 (T.S L.)
lim x2 + lim 5
x—2 x—52
~ (11mx)3+)lrer122 }St;x+}£rr;3 (T.6L.
- (11m 0% + 11m 5 yT.8L)
3 .
= (22 +2:2+3 (T.3L.yT.2L.)

22 +5
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Tabla 1
2 _
x |fo = 2B
x-35
4 9
45 9.5
49 9.9
4.99 9.99
4.999 9.999
Tabla 2
2 -
x |fm = -2
x-5
6 11
55 10.5
5.1 10.1
5.01 10.01
5.001 10.001

8+4+3
9

s

>

(a)

(b)

fo) = E=

EJEMPLO 4  sea

x2 -25

5

Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de f(x) cuan-
do x toma los valores 4, 4.5, 4.9, 4.99, 4.999 y cuando x es igual a 6, 5.5,
5.1, 5.01, 5.001. ;A qué valor parece que se aproxima f(x) conforme x
tiende a 5?7

Confirme la respuesta del inciso (a) analiticamente mediante el célculo
del ll_’n'; f(x).

Solucién

(@

(b)

Las tablas 1 y 2 muestran los valores de f(x) para los valores indicados
de x. Observando estas tablas, parece que f(x) se aproxima a 10 conforme
x tiende a 5.

En este caso, se tiene una situacién diferente a las de los ejemplos anterio-

2 _
res. No puede aplicarse el teorema 9 de limites al cociente 5_?5 de-
x —
bido a que lim (x — 5) = 0. Sin embargo, al factorizar el numerador se
obtiene

x2-25 _ (x=5)(x+5)
x=5 x -5

Six # 5, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse en-
trex — 5 para obtener x + 5. Recuerde que cuando se calcula el limite de
una funcién conforme x se aproxima a 5, se consideran los valores de x
cercanos a 5, pero sin tomar este valor. Por tanto, es posible dividir el
numerador y el denominador entre x — 5. La soluci6n se expresa en la
siguiente forma.

2 _ -
lim £~ =25 - jim &= 5Xx+35)
-5 x—5 x5 x -5

lirré x+5)

=10 (T.1L.) 4
> EJEMPLO 5 Considere
_ Jx-2
gx) = —xfj'zr

(a)

()

Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de g(x) cuan-
do x toma los valores 3, 3.5, 3.9, 3.99, 3.999 y cuando x es igual a 5, 4.5,
4.1, 4.01, 4.001. ;A qué valor parece que se aproxima g(x) conforme x
tiende a 47 B

Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la grifica de g en un rectdngulo
de inspeccién conveniente.
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Tabla 3

x |8 = Jx -2

x -4
3 0.2679
3.5 0.2583
39 0.2516
3.99 0.2502
3.999 0.2500

Tabla 4

« |g = x=2

x-4
5 0.2361
4.5 0.2426
4.1 0.2485
" 4.01 0.2498
4.001 0.2500

Rh—-
[1,5.7) por [0, 1}
g = Y222
x -4
FIGURA 4

©

Confirme la respuesta del inciso (a) analiticamente mediante el célculo del
lirr‘l‘ g(x) y, cuando sea apropiado, indique los teoremas que se aplicaron.
x—

Solucién

(a)

(b)

(©)

equivalentes a

Las tablas 3 y 4 muestran los valores de g(x) para los valores especifica-
dos de x. Observando estas tablas, parece que g(x) se aproxima a 0.2500
conforme x tiende a 4.

La figura 4 muestra la grifica de g trazada en el rectdngulo de inspeccién
de [1, 5.7] por [0, 1]. La gréfica tiene un agujero en el punto (4, 0.25).
Utilizando el rastreo (trace) de la graficadora, se observa que g(x) se
aproxima a 0.25 conforme x tiende a 4, lo cual apoya la respuesta del in-
ciso (a).

Como en el ejemplo 4, no se puede aplicar el teorema 9 de limites al co-
Vx -2
x—4
te se racionaliza el numerador multiplicando tanto el numerador como el
denominador por +/x + 2.

Jx -2 Wx - 2(x +2)

x-4 (x — 4)x +2)

_ x-4

(x - HHx +2)

Puesto que se estd evaluando el lfmite conforme x tiende a 4, se consideran
sélo los valores de x cercanos a 4 sin tomar este valor. En consecuencia, se
pueden dividir el numerador y el denominador entre x — 4. Por tanto

Vx-2 _ 1
x—4 Jx o+ 2
La solucién se expresa como sigue:

lim ¥* =2 _
% x-4 e (x- AYE +2)
-4

lim (x - H)(x +2)

ciente

debido a que lirn4 (x — 4) = 0.Parasimplificar el cocien-
x>

Il

six # 4

, 1

l —_—

3 Vx +2)
lim 1

= x4 T.9L.

1in3‘(«/§+2) ( )
1

I S T.2L.)y(T.4L.
lim vx + lim 2 ( )y« )
x4 x4

= 1 (T.10L.)y (T.2L.)
{}mx+2

= 1 (T.3L)
V4 +2
4

De vez en cuando se necesitarén otros dos enunciados de limites que son

limf(x) = L
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Estos enunciados se presentan en los dos teoremas siguientes, cuyas demos-
traciones se le pedirdn en los ejercicios 63 y 64.

1.5.14 Teorema

x—a

Ajwlv/‘) (%8

limf(x) = L siysdlosi

lim [f() = L] = 0

1.5.15 Teorema =
Ii_r.nf(x) = L siysoélosi ng(r +a)=1L

| .1

El teorema siguiente establece que una funcién no puede aproximarse a
dos limites diferentes simultineamente. Este teorema recibe el nombre de
teorema de unicidad, debido a que garantiza que si el limite de una funcién
existe, entonces es dnico.

1.5.16 Teorema

Si limf) = Ly y 1i_r'r:f(x} = L, entonces

:L, =1L,

Debido a este teorema se puede establecer que si una funcién f tiene
un limite L en el nimero a, entonces L es el limite de f en a. La demostracién
del teorema se proporciona en el suplemento de esta seccién.

En los ejercicios 1 a 10, demuestre, aplicando la definicion
1.5.1, que el limite es el niumero indicado.

1. lim7=7 2. lim(-4) = -4
x5

=2

3. lim2x +1) =9 4, lim@dx + 3) =7
x4 x=!

5. lim(7 - 3x) = -2 6. lim 2x + 7) = -1
x=3 x=-4

7. lm(l + 3x) = -5 8. 1im2(7 -2x) =11
x—-2 R,

2 _ 2 _

9. tim* =1 -2 10 im* -2 =6

a1 X+ 1 -3 x-3

En los ejercicios 11 a 24, determine el limite y, cuando sea
apropiado, indique los teoremas de limites que se aplicaron.
11 lim@Gx - 7) 12. lim (5x + 2)

x5 14
13. mG2+2x- 1) 14. 1in§(2.x2 - 4x + 5)

x=2 =

15. lim (& + 8)

52

16. lim (° - 2y2 + 3y - 4)
y—=-1
. 4x -5 . 3x+4
7. L1
1. lmoS 18 lim o1
2 _
1. lim =3 20, lim —2%*1
=2 2t + 6 o1 x2 - 3x+ 4
2
21, lim 87+l 22, lim X *3x+4
r=t r+3 A2 x3 +1
2
23. lim 3X-=3*+4 24 lim 3}M
14 2x2 -x-1 -3 5-x

En los ejercicios 25 a 30, haga lo siguiente: (a) utilice una
calculadora para determinar con cuatro cifras decimales y ta-
bular los valores de f(x) para los valores especificados de x. ;A
qué valor parece que se aproxima f(x) conforme x tiende &
¢? (b) Apoye la respsesta del inciso (a) trazando la grdfica de
fen un rectdngulo de inspeccién adecuado. (c) Confirme anali-
tic te la respuesta del inciso (a) calculando el lim f(x)

X=c
y, cuando sea apropiado, indique los teoremas de limites que
se aplicaron.

25. f(x) =

=2 es1,1519, 199,199y xes 3,25,
xt -4 oo T

2.1,2.01,2.001;¢c = 2

2
2x"+3x -2, 603 25 -2.1,-2.01, -2.001
x* -6x~16

yxes—1,-1.5,-1.9,-1.99,-1.999; ¢ = -2

26. f(x) =

2
27, fx) = X E3x+6. 05 _4,-35,-3.1,-3.01, -3.001,
x2 - x~-12

-3.0001 y x es -2, -2.5, 2.9, -2.99, -2.999, -2.9999;
c=-3

28. f() = 2E73 xes1,14,1.49, 1499, 14999 y xes 2,
4x< -9

1.6, 1.51,1.501, 1.5001;¢ = 2

29, f(x) = 39‘ */x} :xes 8, 8.5, 8.9, 8.99, 8999 y x es 10,

9.5,9.1,9.01,9.001;¢c = 9
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30. fl) = 224 T X e 1,-0.5,-0.1,-0.01,-0.001 y
X

xes1,05,0.1,0.01,000l;¢c = 0

En los ejercicios 31 a 46, determine el limite y, cuando sea
apropiado, indique los teoremas.de limites que se aplicaron.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

49.

51.

52.

53.

2 _ 2 _
lim =42 32, lim -2
x—7 x -7 55 Z+ 5
lim 422 -9 34. lim 3% -1
>3/2 2x + 3 T ox51/3 952 — 1
2 _qe_ 2 _
lim 3s ~ 8s - 16 36, lim 3x2 17x + 20
524 25 - 95 + 4 -4 4x° ~ 25x + 36
3 3 _
lim 2+ 8 38, lim 5!
yo2 ¥+ 2 sof 5=
7 3
lim |—2 =% 40, lLim (8 -2
32y + 7y +3 =372 42 - 9
lim Y2 =1 4. lim ¥2*t3 =2
- ox =1 x—= x +1
lim YA+ 2 -2 M. fm dx-1
h—o0 h x—1 x -1
lim 2x2 -x -3
om0 x4 222 + 61+ 5
lim B -x2-x+10
=2 x2 4+ 3x+2
. Sif(x) = 2 + 5x — 3, demuestre analfticamente que

lin% f(x) = f(2). Apoye su respuésta graficamente.

o

Si F(x) = 2x* + 7x — |, demuestre analiticamente que
lim F(x) = F(-1). Apoye su respuesta graficamente.
x—-1

-1

-1

analfticamente que lim g(x) existe y calcilelo. Apoye su
x-1

, (por qué no existe g(1)? Demuestre

2
Si g(x) = xx

respuesta graficamente.

x =1

Si G(x) =
i G(x) 7

T ¢por qué no existe G(1)? Demuestre

analiticamente que lim G(x) existe y calcilelo. Apoye su
x>t

* respuesta grificamente.

Si (o) = ————‘V""XM, {Por qué no existe A(0)? De-

muestre analiticamente que lin}) h(x) existe y calciilelo.
x—

Apoye su respuesta graficamente.

Si H(x) = , (por qué no existe H(0)? De-

x

Nx+1-1

muestre analiticamente que lim H(x) existe y calcilelo.
-0

Apoye su respuesta graficamente.

Si

F) = {Zx—l six # 2

1 six =2

encuentre el lim f(x) y demuestre que linz fx) = f(2).
X932 x—

Dibuje la grifica de f.

4.

Si
fo) = {f -9

encuentre el ll’m3 f(x) y demuestre que 11’m1 f(x) # f(=3).
X x—-3

si x # =3
six=-3

Dibuje la grafica de f.

En los ejercicios 55 a 58, responda los incisos (a)-(c) a partir
de la grdfica de f dibujada en la figura adjunta.

55.

56.

57.

El dominio de fes (— o0, + o0). (a) Defina f(x) a trozos. (b)
{Cudles son los valores de f(-3), f(0) y f(3)? (c) ;Cudles
son los valores de lim f(x), lim f(x) y lim f(x)?

x—-3 x—0 X3

El dominio de fes (— oo, + o0). (a) Defina f(x) a trozos. (b)
(Cudles son los valores de f(-2), f(0) y f(2)? (c) ;Cuiles
son los valores de lim f(x), lim f(x)y lim f(x)?

x—-2 -0 192

El dominio de fes [-5, 5]. (a) Defina f(x) a trozos. (b) ; Cud-
les son los valores de f(—4), f(=3), f(3) y f(4)? (c)
(Cudles son los valores de lim f(x), lim f(x), lim f(x)y
]iﬂ:l‘ f(x)" 1o-4 x--3 x—3
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§8.

El dominio de fes [~o0, 2]. (a) Defina f(x) a trozos. (b)
;Cudles son los valores de f(=1), f(0), f(1) y f(ﬁ)?
lim f(x),

1=}

(¢) (Cudles son los valores de

Hm f(x),
lim f(x) y lim f(x)? 0
x-1 -3

En los ejercicios 59 a 62, dibuje la grdfica de alguna funcion f
que satisfaga las condiciones dadas. En cada ejercicio el do-
minio de f es (—00, + o).

59. f(2) = 3;

60.

61.

62.

lim f(x) = 1; lim f(x) = f(a) si a # 2; el
x2 x—a

contradominio de f es el conjunto de todos los mimeros
reales.

f(=3) = 4; f(3) = -5; limaf(x) = -5; lirr;f(x) =
- x—

lim f(x) = f(a) si @ # £3; el contradominio de f es el
xa

conjunto de todos los nimeros reales.

lim6 f(x) # f(-6); lin; f(x) # f(6); lim f(x) = f(a) si
a # 16; el contradominio de f es el conjunto de todos
los mimeros reales no negativos.
f(=2) = f(2) lin_lzf(X) # f(=2); li_’n; fx) = f(2);

lim f(x) = f(a) si a # X2; el contradominio de f es el

intervalo cerrado [—3, 3].

1.6 LIMITES LATERALES

Hasta ahora, en el estudio del limite de una funcién conforme la variable
independiente x tiende al nimero a, se han considerado valores de x cercanos
a a, tanto mayores COmo menores que a; esto es, valores de x en un intervalo
abierto que contenga a a, el cual no se considera como posible valor de x.
Sin embargo, suponga que se tiene la funcién definida por

f) =

N

63.

65.

67.

Demuestre el teorema 1.5.14. Sugerencia: Debido a que
el teorema tiene el conectivo légico si y sdlo si, la de-
mostracién debe realizarse en dos partes. Para demostrar
que lim f(x) = L si lim [f(x) = L] = 0, inicie con

lim f(x) y sustituya f(x) por [f(x) = LY + L, después

xoa

aplique el teorema 4 de limites. Para demostrar que
lim f(x) = L sélo si lim [f(x) — L} = 0 o, equiva-

x—a I—a
lentemente, lim (f(x) = L] = 0 si lim f(x) = L, apli-
que el teorema 4 de limites a lim {f(x) — L].
x—a
Demuestre el teorema 1.5.15. Sugerencia: como en la de-

mostracion del teorema 1.5.14, se requieren dos partes.
Para demostrar que lim fx) =L si hm ftt +a) =1L,

aplique la definicién 1 5 1y después susntuyar + apor x
y ¢ por x — a. Para demostrar que 11m f(x) = L sélo si
llm ftt + a) = Lo,equ1valentemente, hm ft + a) =

si hm f(x) = L, aplique la defmlc,lén lSl y después

sustltuyaxport +ayx—aport.

Si P es una funcién polinomial, ;por qué existe 11m P(x)

para todos los némeros a y por qué puede determmarse

este limite calculando P(a)? Si R es una funcién racional,

{por qué no puede tenerse un enunciado semejante al ante-

rior que implique a lim R(x)? ;Cémo podria modificar el
x9a

enunciado anterior para el limite de una funcién racional?
Si lim f(x) existe y lim [f(x) + g(x)] no existe, expli-
xa x—=a
que por qué puede concluirse que lim g(x) no existe.
x4 .
Sin emplear las palabras limite o se aproxima y sin utili-

zar simbolos tales como € y 4§, establezca en palabras lo
que significa el siguiente simbolismo: lim f(x) =

Como f(x) no existe si x < 4, entonces f no estd definida en cualquier in-
tervalo abierto que contenga a 4. De modo que lim +x — 4 no tiene signifi-
x4

cado. Si, de cualquier forma, se restringe x a nimeros mayores que 4, puede
lograrse que el valor de +/x — 4 esté tan cerca de 0 como se desee tomando
valores de x suficientemente cercanos-a 4 pero mayores que 4. En tal-caso, x
se aproxima a 4 por la derecha y se considera el limite per la derecha (o el
limite lateral derecho), el cual se define a continuacién. <
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-1

-1
sgnx = < 0
i

FIGURA 1

six <0
six =0
si0<x

1.6.1 Definicion de limite por la derecha

Sea f una funcién definida en cada nimero del intervalo abierto
(a, ¢). Entonces, el limite de f(x), conforme x tiende a a por la de-
recha, es L, lo que se denota por

lim f(x) = L
r—rat

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequefia sea, existe una
& > 0Otal que

$i0<x-a<d entonces |fx)-L|<e€

Observe que en la dltima linea de la definicién, no se colocaron barras de
valor absoluto alrededor de x — a ya que se consideran inicamente valores
de x para los cuales x > a.

Al calcular, a partir de la definicién, el limite de +x - 4, conforme x
tiende a 4 por la derecha, se tiene

lim vx -4 =0

x4+

Si, cuando se considera el limite de una funcion, la variable independiente
x se restringe a nimeros menores que a, se dice que x se aproxima a a por la
izquierda. Este limite recibe el nombre de limite por la izquierda (o limite
lateral izquierdo).

1.6.2 Definicion de limite por la izquierda

Sea f una funcién definida en cada niimero del intervalo abierto (d, a).
Entonces, el limite de f(x), conforme x tiende a a por la izquierda,
es L, lo que se denota por

lim f(x)'= L

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeila sea, existe una
d > 0tal que

5i0 < a~x < & entonces |f(x) - L| <€

Se referird al lim f(x) como el limite bilateral para distinguirlo de los
limites laterales. *°
Losteoremas 1 a 10 delimites estudiados en la seccién 1.5 siguen siendo

*»

vilidos si “x — a” se sustituye por “x — a*” 0“x — a™”.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 1 muestra la gra-

fica de la funcién signo definida en el ejercicio 49 de la seccién 1.1
mediante

-1 six<O
sgnx =3 0 six=0

1 si0<x
Comosgnx = —1six < Oysgnx = 1si0 < x, se tiene
lim sgnx = lim (-1) lim sgnx = lim 1
x—0~ x—0- x—0+ =0+ ‘
= -1 =1
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25 +

10 1
5—
} 3 x
2% si0=sxs 10
C =
) {1.& $i10 < x

FIGURA 2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
_ flx] six=o0
&) = {2 six=0
FIGURA 3

En el ejemploilustrativo 1, debido a que el limite por laizquierda y el Ifmite
por la derecha no son iguales, el limite bilateral 1][1‘(1) sgn x no existe. El concepto

de limite bilateral no existe debido a que los dos limites laterales son diferentes,
lo cual es una consecuencia del siguiente teorema.

1.6.3 Teorema

El lim f(x) existe y es igual a L si y s6losi lim f(x)y lim f(x) existen
X—ra X=a- x=—a+

y son iguales a L.

La demostracién de este teorema se deja al estudiante como ejercicio
(consulte el ejercicio 34).

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  En el ejemplo 2 de la sec-

cién 1.3 se tuvo la siguiente funcién en la que C(x) d6lares es el costo total de
un pedido de x libras de un producto:

C(x)={2x si0<sx<1
1.8x s 10 < x

La grafica de C se muestra en la figura 2. Observe el rompimiento de la grafica
en x = 10. A continuacién se examinard el lim C(x). Como la definicion

x—1

de C(x) cuando x < 10 es diferente de la definicién cuando x > 10, debe
distinguirse entre el lfmite por la izquierda en 10 y el limite por la derecha en
10. Al calcular estos limites se obtiene

lim C(x) = lim 2x lim C(x) = lim 1.8x
x—10~ x—10™ x—- 10+ 10+
= 20 = 18

1
Puesto que lim C(x) # lim C(x), se concluye, por el teorema 1.6.3, que
x—10~ x—10%

lim C(x) no existe. En la seccién 1.8, se considerard otra vez esta funcién
x—10

como un ejemplo de una funcién discontinua. <

’ EJEMPLO 1 Sea g la funcién definida por

g(x)={|x[ six#0
2 six =20

(a) Dibuje la grafica de g. (b) Determine lin?) g(x) si existe.
panl

Solucién

(a) La gréfica de g se muestra en la figura 3. Observe que la grafica se rompe
en el origen.

(b) x]—l)r{)l_ g(X) = x‘l{g— (“X) xl—lyrg*' g(X) = xl—lvrz)l*'x

Como 11’1})1 gx) = 1ir})1+ g(x), se concluye, por el teorema 1.6.3, que
x—=07 x—
lirr(l) g(x) existe y es igual a 0. Observe que g(0) = 2, lo cual no afecta
x—
al lim g(x). <
-0
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’ EJEMPLO 2 Sea h la funcién definida por

4 h(x) = 4 — x2 sﬁxsl
{ 2+x2 sil<ux

(a) Dibuje la grifica de h. (b) Determine, si existen, cada uno de los siguien-
tes limites: lir?_h(x); lir§1 h(x); lin}h(x).

Solucién
(a) La gréfica de h se muestra en la figura 4.
b) lirP h(x) = lir{l 4 - x% lir{l h(x) = lir? 2+ x?)
x=1= x—=1= x= 1+ x=1+
= 3 =3
> X Como 11m | h(x) = lun h(x) y ambos son iguales a 3, se concluye, por
el teorema 1. 6.3, que 11m h(x) = 3. 4
ho) = {4—x2 six < 1
2+x2 sil<x
FIGURA 4 ’ EJEMPLO 3 Sea fla funcién definida por
- k-3
f&x) = -3

(a) Trace la gréfica de fy a partir de la gréfica haga una conjetura acerca de
ling f(x). (b) Confirme analiticamente la conjetura del inciso (a).
=

Soluciéon

(a) La figura 5 muestra la gréifica de f trazada en el rectangulo de inspec-
cién de [-1, 8.4] por [-2, 2]. Debido a que la grifica se rompe en el

B 2 punto donde x = 3, se sospecha que hm J(x) no existe.

(b) Como
le-3]={*x=3 5ix23 e B3 [ 1 six=3
3-x six<3 x-3 -1 six <3
I-1, 84 por [-2, 2] Al calcular los limites laterales se obtiene
lx = 31
R k-3 e -3
x -3 : — Qi X . — pim X
):llgl_f(X) = A'xllgl_ X = 3 xl—lblgl+ f(X) xl—lgil"’ X — 3
FIGURA S
= lim (-1) = lim 1
x—=3- x—=3+
=<1 =1

Como lim f(x) # lim f(x), se ha confirmado analiticamente que
x—=3" X3+

lim f(x) no existe. 4
x—3

’ EJEMPLO 4 Sea f la funcién definida por

x+ 5 six < -3
fx) = VO -x2 si-3<x<3
3 -x si3<x

(a) Dibuje la gréfica de f. (b) Determine cada uno de los siguientes limites:

lim fO: lim feo: lim fG; lm fe; lim f(); lim f(x).
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7 Solucién
1 (a) La gréfica de f se muestra en la figura 6.
() lim f(x) = lim (x + 5) lim f(x) = lim V9 - x2
x—>-3" x93 x—-3+ x—-3+

Como lim f(x) # lim_ f(x), entonces lim f(x) no existe.
x—-3— x—o3* x93

: _ : lo _ .2 , _ , _
x+5 six < -3 xl_{gl_f(x) - 11_1'1’13’1_ 9-x xl_!g‘+f(x) = ,l,l_gl+ 3-x
fo)=949-x? si3sx=<3 =0 =0
3-x si3<x <
i - . . . .
FIGURA 6 Como lim f(x0) zll’% f(®), entonces lim f(x) existe y es igual a 0

EJERCICIOS 1.6

En los ejercicios 1 a 22, dibuje la grdfica de la funcion y si exis- { 2 -4 six
9. f(x) =

A

2
te, determine el limite indicado; si el limite no existe, diga por 4 six=2
qué razon. 4-x2 si2<x

2 six<l (@) lim, 70y () lim foxy; (e) lirg £2)
L. f(x) = :; :J;zl 2t +3 six< 1
10. f(x) = ¢4 six =1
@ lim fCo; (b) lim f(x); (¢) lim f(x) 2+2 sil<zx

2 six<0 @ lim fC0; (b) lim f(x); () lim f(x)
2 si0<x 1. Fox) = |x - 5|

(@) 111151 F(x); (b) lim F(x); (c) li_'n;F(x)
12. f) =3 +|2x - 4|

2 fo) = {

(a) Ilir‘r)g f(x); (b) ll’f)‘ fx); (€) 113[1, fx)

= J1+4 sit=s-4 (@) lim f(x); (b) lim f(x); (c) lim f(x)
3' f(t) {4 - si—-4 <t x—2+ x—27 x—o2
’ ) 13. G =|2x-3] -4
@ lm_ f@);®) lim f@);(c) lim f() @) lim G(x); (b) lim G(x);(c) limG(x)
x= = = . x—3/2% x—3/2° x—53/2
4 gy ={s+3 siss2 |x-1] six<-l
’ 3-s5 si2<s 4. F(x) = {0 si x = -1
f1-x| si-l<x

(@) lim g(s); (b) lim g(s); (¢) lim g(s)l
s=-27 §o-27 -2 (a) lir_l}J(F(x); (b) lil}}_F(x);(c) lin_llF(x)

_ 2 six <2
5 F(x)_{8—2x §i2 < x 15.f(x)=l—::‘-
@ lim FQx; (b) lim F (x); (¢) lim F(x) @ lim f(x): (b) lim fx); () lim f(x)

16. S(x) = | sgnx] (la funcién sgn x se definié en el ejemplo
ilustrativo 1)

6. h(x) = {2x+l six <3
(a) lim S(x); (b) lim S(x); (c) lim S(x)

10-x si3<zx

(@) lim h(x); (b) lim A(x); (¢) limh(x)

2 six < -2
e+ 3 sire<l 17. f&x) = 4-xr si2<x<?
7. g(r) = q2 sir=1 -2 82<x
7-2r sil<r (@ lim_fex); (b) lim fex); (e) lim f(x) (d) lim fCx);
@ lim g(r); (b) lim g(: (¢) limg() © Llim, f: @) lim f0)
x+ 1 six<-l
3+ sir< 2 18. f(x) =< 42 si-l<sx=<1
8 g =10 sit=-2 2-x_sil<ux
-2 si-2<1 @ lm f0);(b) lim f(x);(e) lim f(x)(d) liql_f(x):

@1 lim g(r);(b) lim g():(c) limg(r) (&) lim flx); (f) lim fCx)
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19. f(5) = {%

21.

22.

23.

25.

26.

27.

29.

30.

31.

sit <O
Jiosi0<t
(@ lim f(n); (b) lirgl_f(t); (c) lirr(;f(t)
3 .
e = J-x six <D
x si 0 < x
@ lim g(x); (b) lim g(x); (c) lim g(x)
22 -9 six<-3
Fo) = 349-x2 si-3<x<3
Vx2 -9 si3 <x

@ lim Fx);(b) lim F(x);(e) lim F(x); (d) lLim Fix);
(© lim Fx); () lim Fx)

r+1 sit< -1
GO = yJ1-12 si-l<t<1
-1 sil<t

(a) lirrln G(1); (b) h’rrln G(0); (¢) liml G@1); (d) lirln G(1);
t=-1" -1t R =1
(e) lir'n G(0); (F) lirrl:G(t)
o1t r—
Sea F(x) = x — 2 sgn x, donde sgn x estd definida en el
ejemplo ilustrativo 1. Si existen, determine: (a) 1il{]1+ F(x);
() lim F(x); (€) lim F(x). ”
Sea h(x) = sgnx - U(x), donde sgn x estd definida en el
ejemploilustrativo | y Ues la funcidn salto unitario definida
por

. 0 six<O
Ux) =
) {1 si0<x
Si existen, determine: (a) 1ir{)1+h(x); (b) lirgAh(x);
©) lim h(x). ” -
Si existen, determine: (a) linzl+ [[xD; (b) lirgl_ IxD;
(© lim ). - =
Si existen, determine:(a) lim ([x — 3]; (b) lim [x - 37;
. x—4t x—4-
(c) lmi Ix - 31.
Sea h(x) = (x — 1) sgn x. Dibuje la gréfica de h. Si exis-
ten, determine: (a) lirg+ h(x); (b) lir{)l_h(x); (c) liII(l] h(x).
Sea G(x) = [Ix] + 4 — x]l. Dibuje la grifica de G.
Si existen, determine: (a) lir§1+ G(x); (b) lirg\_ G(x);
© lim G(x). - =
3x +2 six< 4

Dada fx) = {Sx +k sid<x
de &, tal que [irr: f(x) exista.

}, determine el valor

six < -1
si—1 < x

kx - 3

Dada f(x) = { 24k } determine el valor

de k tal que 11'm1 f(x) exista.
x—-

2 six < -2
Dadaf(x) = Jax + b si -2 < x < 2, determine
2x—-6 si2<zx

valores de a y b tales que ll’n}z fx)y lirr; f(x) existan.

34,

. Seaf(x) = {

2x - a six <=3
. Dadaf(x) = qax + 2b si -3 < x < 3, determine
b - 5x si3<x

los valores de a y b tales que lim f(x) y 1irr§f(x)
existan. o H
-1 six <O

1 si0< x}’ Demuestre que }1_1.% fx)

no existe, y que lirr}) ' f(x){ existe.
x>

Demuestre el teorema 1.6.3.

En los ejercicios 35 y 36, si existen, evalie los limites de los
incisos (a)-(k) a partir de la grdfica mostrada en la figura
adjunta.

35.

El dominio de f es [-1, 5]. (a) ,l_i.‘-r}+f(x); (b) xl_l'glvf(x);
(¢) lim f(x); (@) lim f(x); (&) lim flx): (F) lim f(x);
® ,h_."i f(x); (h) xli'?- f); (D) [ljgg fx)s (B }i_.rr;f(x);
&) lim f(x).

36. El dominio de f es [0, 5]. (a) 11'1{)1+ fix); (b) ligl_ fx);

(€ lim f(); () lim fGx); (@) lim fx); () lim fex);
® lim f(x); () lim f(x); () lim flx); (3) lim f(x);
(k) lim f(x).

En los problemas 37 y 38, dibuje la grdfica de alguna funcién f
que satisfaga las condiciones dadas.

37. El dominio de fes [-1,3]. f(-1) = -2; f(0) = 0; f(1)

2 f(2) = 4 f3) = |5 lirj},,f(X) = -2 Erg_f(X) = 0;
ll’r{)1+f(x) = 3;lin}f(x) = 4; ll'rgl_f(x) = 4 l_igl}ff(x) =
0, lirgl_f(x) = 5.

38. Eldominiode fes[~4,4]. f(-4) = 3;f(-2) = -3;f(0) =

L f) = -1; f4) = 0; lim_f() = 0; lim f(x) = 1;
lim f(x) = 1; lim fGx) = 4 lim fx) = ~1; lim fx) = 0.
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39.

41.

42.

En el inciso (a) del ejercicio 5 de la seccién 1.3, se le pidié
que encontrase un modelo matemdtico que expresara el
costo total de un embarque como una funcién de su peso.
Si fes esa funcién y x es la variable independiente, deter-
mine cada uno de los siguientes limites: (a) xli'rsxg_ S
®) lim f0):(c) lim fx: (@) lim f(2).

En el inciso (a) del ejercicio 6 de la seccion 1.3, se le pidié
que encontrase un modelo matemético que expresara el
porte de correo de primera clase para una carta que no pese
m4s de 11 oz como una funcién de su peso. Si F es esa fun-
cién y x es la variable independiente, determine cada uno
de los siguientes limites: (a) Xl_ifﬁﬂ, F(x); (b) xli"ll—F(x);
(¢) lim F(x); (d) lim F(x); (e) lim F(x); (f) lim F(x);
o1+ 12" x>0~ x> 10*
® Xl_ig,rll‘ F(x).
En el inciso (a) del ejercicio 7 de la seccién 1.3, se le pidié
que encontrase un modelo matemdtico que expresara el
costo de una llamada telefénica, que no dure mas de 5
min, de Mendocino a San Francisco como una funcién de
su duracién. Si g es esa funcién y x es la variable inde-
pendiente, determine cada uno de los siguientes limites:
() lim g(x); (b) lim g(x); (¢) lim g(x); (d) lim g(x).
x> xo 0t 192 x5
En el inciso (a) del ejercicio 8 de la seccién 1.3, se le pidié
que encontrase un modelo matemético que expresara el
precio de admisién al Coast Cinema como una funcién de
la edad de la persona. Si G es esa funcién y x es la variable
independiente, determine cada uno de los siguientes li-
mites: (a) lim G(x); (b) lim G(x); (¢) lim G(x);
127 112+ 60~
) grg.} G(x).

43. Sean fy g las funciones definidas como
_ 2 +3 sixs=i
f(x)—{x+1 sil<ux

1.7 LIMITES INFINITOS

2 six
|

80 = {2 si

<1
<x
(a) Muestre que lim f(x) y lim f(x) existen pero no son
o1 £
iguales, y en consecuencia, limf(x) no existe.
x-1
(b) Muestre que lim g(x)y lim g(x) existen pero no son
1" x [t
iguales, y en consecuencia, Iin} £(x) no existe.
X

(c) Obtenga una férmula para f(x) - g(x).
(d) Demuestre que lin} [f(x) - g(x)] existe probando que

lim [f0) - ) = lim [£) - gCoL.

44, Seanf y g las funciones definidas como
x+1 six<]1
X) =
@ {x— I sil<ux
g(x):{l_x six <1
1+x sil<x

45.

(a) Muestre que lin} f(x)y lin} g(x) no existen.
- x=

(b) Defina la funciénf + g.
(c) Demuestre que lin} [f(x) + g(x)]existe.
x—=

(d) De los resultados de los incisos (a) y (c) se tiene
lin} [fx) + g()] = Iin:f(x)'+ lin}g(x)-
= r— r—
(Contradice este hecho al teorema 4 de limites
(1.5.5)? ;Por qué?

Sin utilizar las palabras limite o se aproxima y sin em-
plear simbolos tales como € y &, exprese en palabras lo
que significa cada uno de los siguientes simbolismos: (a)
Jim f(x) = L; (b) xlilgf(ar) =L

[-2, 2] por [0, 100]

f@ = ,iz

FIGURA 1

En esta seccion, se estudian las funciones cuyos valores crecen o decrecen
sin limite conforme la variable independiente se acerca cada vez més a un ni-
mero fijo. Para iniciar, considere la funcién definida por

=3
f = )

El dominio de f es el conjunto de todos los nimeros reales excepto 0, mien-
tras que su contradominio es el conjunto de todos los niimeros reales positi-
vos. La figura | muestra la grifica de ftrazada en el rectdngulo de inspeccién
de [-2, 2] por [0, 100]. Observe que conforme las coordenadas x de los
puntos de la grafica se aproximan a 0, por la derecha o por la izquierda,
las coordenadas y, o f(x), crecen. A continuacién se calculardn algunos valo-
res de la funcién cuando x tiende a 0. Aproxime x a 0 por la derecha, es decir,
considere los siguientes valores de x: 1, 0.5, 0.25, 0.1, 0.01, 0.001, y de-
termine los valores correspondientes de f(x), los cuales se muestran en la
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Tabla 1

0.5
0.25
0.1
0.01
0.001

3
(x) = —
fx) ):2

12

300
30 000
3 000 000

latabla 1. Observe en esta tabla que f(x) crece conforme x se aproxima cada vez
més a 0, a través de valores mayores que 0. En realidad, se puede hacer f(x) tan
grande como se desee para todos los valores de x suficientemente cercanos a 0
y mayores que 0. Debido a este hecho, se dice que f(x) crece sin limite confor-
me x tiende a 0 mediante valores mayores que 0, lo cual se escribe como

Ahora aproxime x a 0 por la izquierda; en particular, considere para x los
valores -1, -0.5, -0.25, -0.1, -0.01 y —0.001. Debido a la simetria con res-
pecto al eje y, los valores de la funcién son los mismos que los correspondien-
tes a los valores positivos de x. Asf, otra vez, f(x) crece sin limite conforme
x tiende a 0 a través de valores menores que 0, lo cual se expresa como

3

lim = = 400
x-0" x

Por tanto, conforme x se aproxima a 0 por la derecha o por la izquierda, f(x)
crece sin limite, o que se expresa en simbolos como

3
} —2 = 400
A partir de la informaci6n anterior, se obtiene la grafica de f, mostrada en
la figura 2, la cual, por supuesto, corresponde a la gréafica trazada en la figu-
ra 1. Observe que las dos “ramas” de la curva se acercan cada vez més al eje y
conforme x se aproxima a 0. Para esta gréfica, el eje y es una asintota vertical,
la cual se definird posteriormente en esta seccion.

1.7.1 Definicion de valores de funcion que crecen

sin limite
Sea funa funcién definida en cada nimero de algiin intervalo abierto /

que contiene a a, excepto posiblemente en @ mismo. Conforme x se
aproxima a a, f(x) crece sin limite, lo cual se escribe como

lim f(x) = +o0 : 1

=z

si para cnalquier nimero N > 0 existe § > 0 tal que

si0<|x-a|l<8 entonces f(x)>N

Esta definicién también puede establecerse en otra forma como sigue:
“Los valores de funcién f(x) crecen sin limite conforme x tiende a un nimero
a si f(x) puede hacerse tan grande como se desee (esto es, mayor que cual-
quier nimero positivo N') para todos los valores de x suficientemente cerca-
nos a a, pero sin considerar a a, mismo.

Se insiste una vez mas, como se hizo cuando se analiza la notacién de
intervalos en la seccién A-1 del apéndice, que +oc0 no es un simbolo para
representar un mimero real; en consecuencia, cuando se escribe lim fGx) =

+00, no tiene el mismo significado que 11m f(x) = L,donde L es un numero
real. La ecuacion (1) puede leerse como e] limite de f(x) cuando x tiende a a
es infinito positivo (0 mds infinito)”. En tal caso, el limite no existe, pero el

simbolo + oo indica el comportamiento de los valores de funcién f(x) confor-
me x se aproxima cada vez més a a.
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(-2, 2} por [-100, 0]

=3
8x) -

FIGURA 3

h(;):..zL
x—1

FIGURA 4

De manera anéloga, puede indicarse el comportamiento de una funcién
cuyos valores decrecen sin Ilimite. Para llegar a esto, considere la funcién g
definida por la ecuacién

- =3
80 = =

La figura 3 muestra la grifica de esta funcién trazada en el rectdngulo de
inspeccién de [-2, 2] por [-100, 0]. Los valores de funcién dada por g(x) =
;2-, son los negativos de los valores proporcionados por f(x) = % De
x x
modo que para la funcién g, conforme x se aproxima a 0, por la derecha o por
la izquierda, g(x) decrece sin limite, lo que se escribe como

lim =3 _ _

x—=0 x2

1.7.2 Definicion de valores de funcion que decrecen

sin limite
Sea f una funci6n definida en cada nimero de algin intervalo abierto I
que contiene a a, excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se
aproxima a a, f(x) decrece sin limite, lo cual se escribe como
lim f(x) = —o0 2
x—¥a

si para cualquier ndmero N < O existe § > 0, tal que

si0 <|x-a| <& entonces f(x) <N

Nota: La ecuacién (2) puede leerse como “el limite de f(x) cuando x tiende
a a es infinito negativo (0 menos infinito)”. Observe, otra vez, que el limite no
existe, y que el simbolo ~oo sélo indica el comportamiento de los valores de
funcién f(x) conforme x se aproxima cada vez més a a.
También se pueden considerar los limites “infinitos” laterales. Se estable-
ce que y Xl_iﬂ f(x) = +00 si festd definida en cada niimero de un intervalo
a

abierto (a, ¢) y si para cualquier ndmero N > 0, existe § > 0 tal que

si0 < x-a< 6 entonces f(x) >N

Definiciones semejantes puedendarse para lim f(x) = +o00, lim f(x) =
x—a~ x=a*
—o0o y lim f(x) = —oo. Se le pedird que escriba estas definiciones en el
x=a-
ejercicio 52. .
Ahora suponga que # es la funcién definida por la ecuacién

2x
-1

h(x) = €)
x

La gréfica de & se presenta en la figura 4, en esta figura también se muestra la

recta x = | como una recta punteada (una asintota vertical de la gréfica).

Consulte las figuras 1, 3 y 4, y observe la diferencia entre el comportamiento

de la funcién de la figura 4 y las funciones de las otras dos figuras. Note que

o 2x

Jim 2 = e : “
; 2x  _

lim = 400 5)

o1+ x — 1
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Esto es, para la funcién definida por (3), conforme x se aproxima a 1 a través
de valores menores que 1, los valores de funcién decrecen sin lfmite, mientras
que cuando x se aproxima a |1 mediante valores mayores que 1, los valores de
funcién crecen sin limite.

Antes de presentar algunos ejemplos, se necesitan dos teoremas de limites
que implican limites “infinitos”.

1.7.3 Teorema 11 de limites

Si r es cualquier niimero entero positivo, entonces
. 1
U] xl_igg o
) lim Lr {Hw s{ r es impar
#3507 x +00 i respar

]

+00;

Demostraciéon  Se probari4 el inciso (i). La demostracién del inciso (ii)
es andloga y se deja como ejercicio. (Vea el ejercicio suplementario 3). Se
debe probar que para cualquier N > 0 existe § > 0, tal que
si 0 < x < § entonces Lr>N
x

0, equivalentemente, comox > 0y N > 0,

si 0 < x <& entonces x" <

z)=

0, de modo equivalente, como r > 0,

z|=

)l/r

) Ur \/r
El enunciado anterior se cumple si § = (—lﬁ) . Por tanto, cuando & = (_IIV)

si 0 < x < & entonces x<(

si 0 < x < & entonces —1;>N [
x

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A partir del teorema 11G)

de limites

lim—1—3—=+oo y liml=+oo
x50t x x—=0t x
Del teorema 11(ii) de limites
lim%=—oo y lim L = +o0 <4
x—=0" x x—=0" x

El teorema 12 de limites, que a continuacién se presenta, implica el limite
de una funcién racional para la cual el limite del denominador es cero y el lfmi-
te del numerador es una constante diferente de cero. Esta situacion se presenta
en(4)y (5).

1.7.4 Teorema 12 de limites

Si a es cualquier nimero real y si limf(x) = 0y lim g(x) = c, donde
¢ es una constante diferente de 0, entonces
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(i) sic > 0yf(x) — 0 através de valores positivos de f(x), entonces

lim 8 (x )
rw PG
(ii) sic > 0yf(x) — Oatravés de valores negativos de f(x), entonces
lim 3(1) - 00
xa f (x )
(iii) sic < Oyf(x) — O a través de valores positivos de f(x), entonces
BRE)
lim £ -
x—sa f(x)
(iv) sic < 0yf(x) — 0Oa través de valores negativos de f(x), entonces
Iy S e _
El teorema también es vélido si se sustituye “x — a” por“x — a*"o

“x 9 a

La demostracién del inciso (i) se presenta en el suplemento de esta sec-
cién. Las demostraciones de los otros incisos se dejan como ejercicios. Con-
sulte los ejercicios suplementarios 4 a 6).

Cuando se aplica el teorema 12 de limites, con frecuencia se obtiene
alguna indicacién de si el resultado es +o0 0 —oo, tomando valores ade-
cuados de x préximos a a para determinar si el cociente es positivo o
negativo, como se muestra en ¢l ejemplo ilustrativo siguiente.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  En (4) se tiene

lim 2x
- x 1

Se puede aplicar el teorema 12 de limites ya que hm 2x =2y
hm (x — 1) = 0. Se desea determinar si ¢l resultado es +oo o o0. Puesto
-1
que x — 17, se toma un valor cercano a 1 pero menor que 1; por ejemplo,
tome x = (.9 y al calcular el cociente se obtiene

2(0.9)

o9-1 - '8

El cociente negativo conduce a sospechar que °

lim 2x_ _ - 00
== x =1

Este resultado se obtiene a partir del inciso (ii) del teorema 12 de limites, pues-
to que cuandox — 17, x — 1 se aproxima a 0 mediante valores negativos.
Para el limite de (5), comox — 1*,setomax = 1.1y se calcula

2(1.1)

-1 - 2

Debido a que el cociente es positivo se sospecha que

lim —2%*_ = 4oo
1+ x — 1
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[0, 9.41 por {-10, 10}

2
2

gx) = X *xX+ <L
2-2x-3

FIGURA §

Este resultado se obtiene a partir del inciso (i) del teorema 12 de limites, puesto
que cuando x — 1%, x — 1 se aproxima a 0 por medio de valores positivos. 4

Cuando utilice el procedimiento mostrado en el ejemplo ilustrativo 2, ten-
ga cuidado al elegir el valor de x, asegirese de que esté suficientemente cer-
ca de a al determinar el comportamiento verdadero del cociente. Por ejemplo,

cuando se calculé el lim

L - T el valor elegido de x no debe ser sélo
x=1" -

menor que 1, sino que también debe ser mayor que 0.

P EJEMPLO1 sea

X2 +x+2

Fo = 2 -2x-3

Determine: (a) 111131 F(x); (b) llm F(x). (¢) Apoye las respuestas de los inci-
s0s (a) y (b) trazando la graﬁca de F.

Solucién
(@ lim x2+x+2 - T 2+ x+2
=3+ x2 = 2x =3 =3+ (x - 3)x + 1)

El limite del numerador es 14, lo cual puede verificarse ficilmente.

lim (x - 3)x + 1) = lim (x = 3) lim (x + 1)
x—3t x—=3+ 13+
) =0-4
=0

El limite del denominador es 0, y el denominador se aproxima a 0 me-
diante valores positivos. Entonces, del teorema 12(i) de limites,

lim XA xX+2 Lo
xo3t x2 = 2x =3

2 2
li x+‘x>+2= ; X“ + x+2
® lm 3 - M a e
Como en el inciso (a), el limite del numerador es 14.
lim (x - 3)}x + 1) = lim (x - 3): lim (x + 1)
x=3~ x—=3~ x—3"

0.4
=0

En este caso, el limite del denominador es cero, pero el denominador
se aproxima a cero por medio de valores negativos. Del teorema 12(ii)
de limites,

lim 2 rx+2 —oo

3" x2 - 2x -3

(¢) La figura 5 muestra la grafica de F trazada en el rectiangulo de inspeccién

de [0, 9.4] por {~10, 10], la cual apoya las respuestas de los incisos (a)
y (b).
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R T S i Ll e

12, 5] por [0, 10]

2
fly = X -4

x -2

FIGURA 6

[0, 2] por [-10, 0}

\/4—x2
x

gx) = -

FIGURA 7

»  EJEMPLO 2  Sem
foy = W24

x —_
T Y 8w =

4 = x2
x

-2

Determine: (a) liI;L f(x); (b) lir? g(x). Apoye cada respuesta trazando la gra-
x—> X2

fica de la funcién.

Solucién

(a) Comox — 2%,x — 2 > 0;demodoquex ~ 2 = /(x — 2)2. Asi

x2 -4 _ o Ax - 2)(x+2)

xl—lorg+ x-2 xllgl*« [(x - 2)2
= lim MX= 2+x + 2
x=2+ Jx — 2+4/x — 2
o2+ Ajx — 2

El limite del numerador es 2. El limite del denominador es 0, y el deno-
minador se aproxima a 0 mediante valores positivos. En consecuencia,
por el teorema 12(i) de limites,
2 _

im Y =4 -

x=2+% x ~— 2
La gréfica de f trazada en el rectdngulo de inspeccién de [2, 5] por
[0, 10], y mostrada en la figura 6, apoya la respuesta.

(b) Como x = 27,x — 2 < 0; de modo que x — 2 = —\/(2 — x)2. Por
tanto,
lim V4 - x2 = lim V2 - x+/2 + x
=2 x -2 x92- =2 — x~/2 — x
= lim M2+ X%
152" =42 — x

El limite del numerador es 2. El limite del denominador es 0, y el deno-
minador se aproxima a 0 mediante valores negativos. En consecuencia,
por el teorema 12(ii) de limites,
Ja = 2

lim _4—,1._ = —00

2= X — 2
La figura 7 muestra la grifica de g trazada en el rectdngulo de inspeccién
de [0, 2] por [-10, 0], la cual apoya la respuesta. |

» EJEMPLO 3 Dada

h(x) = IxD -4
x—4
(a) Trace la gréafica de A, y a partir de la gréfica elabore un enunciado acerca
del comportamiento aparente de /s(x) conforme x se aproxima a 4 por
medio de valores menores que 4. N
(b) Confirme el enunciado del inciso (a) analiticamente determinando el
l_igl_ h(x).
X
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+

{3, 4] por [0, 30]

h(;):M__“
x-4

FIGURA 8

Solucién

(a) La figura 8 muestra la grifica de h trazada en el rectingulo de inspeccién
de[3, 4] por [0, 30]. Enlafigura, parece que h(x) crece sin limite conforme
x se aproxima a 4 mediante valores menores que 4.

(b) Como liril [x] = 3, se tiene que 11m ([x] - 4) = —-1. Ademds,
x—4~
lim x —4) =0,yx - 4se aprox1ma a 0 por medio de valores ne-
x—4~
gativos. En consecuencia, del teorema 12(iv) de limites,
o xl -4 _
xl—lvr?‘ x—-4 - oo
Este resultado confirma el enunciado del inciso (a). |

Recuerde que como +o0 y —o0 no son simbolos para representar niime-
ros reales, los teoremas 1 a 10 de lfmites de la seccién 1.5 no se cumplen para
limites “infinitos”. Sin embargo, las propiedades concernientes a dichos 1imi-
tes se presentan en los teoremas siguientes, cuyas demostraciones se dejan
como ejercicios (consulte los ejercicios suplementarios 7 a 9).

1.7.5 Teorema

(i) Si lim f(x] +00 y lim g(x) = ¢, donde c es cualquier cons-
X=3d
tante entonces hm [f(x) + g(x)] = 400
(ii) Si limf(x) = —oo y lim g(x) = ¢, donde c es cualquier cons-
=a x—ra
tante, entonces
ll_gr;[f(x) + g()] = -

Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “x — a” por
i‘x __} a+l’ 0 “_t "ﬁ a—l[

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Como

. 1 . | 1
1 = = 2
x—l»r121+x—2 reo ¥y xll)rgl+x+2 4
. . 1 1
1 7. = = |
se deduce del teorema 1.7.5(i) que xl_1)r§1+ [x — + PN 2:] +00

.
t

1.7.6 Teorema

Si Iim f{x) {400y lim g(x) = ¢, donde ¢ es cualquier constante
d:suma de 0, entonces ;

(i) sic > 0, limf(x) - glx) =
(i) sic < 0, Timfe) - g(x) = =

Estos -teoremas’ tamblén se cumplen si se sustituye “x — a” por
x 2at"o"x = a”

> EJEMPLO ILUSTRADO 4

. 5 . x+ 4
lim —— = 1 = -7
it o R SR S g
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y
A x=a
- 5 _
2] a 4
B 1
f&x) = Goar
FIGURA 9

Por tanto, del teorema 1.7.6 (ii),
. 5 x+ 4
lim | —2— - = - 4
pat [(x -3)2 x- 4] *

1.7.7 Teorema

Si 1i_:.nf(x) = —o0 y limg(x) = ¢, donde ¢ es cualquier constante
distinta de 0, entonces

(i) sic > 0, Ilmf(x) g(x) = —oo;

(i) sic <0, lim f(x) glx) =

Estos teuremas tamb:én se cumplen si se sustituye “x — a” por
'x = a*“o p a"’

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2(b) se mos-

tr6 que
4 _ 2
lim ¥4 =X _
20 x =2
Ademds,
-3 1
lim = ——
Jim 5 =%

Por tanto, del teorema 1.7.7(ii)

x—-27 x -2 x+ 2

Se pueden aplicar limites infinitos para determinar las asintotas vertica-
les de una gréfica, si es que posee alguna. Consulte la figura 9 que muestra la
gréfica de la funcién definida por

1

Goa? (6)

f) =
Cualquier recta paralela al eje x y por encima de éste intersectard esta grafica
en dos puntos, un punto a la izquierda del larectax = ay el otro en el lado de-
recho de dicha recta. Asi, para cualquier k > 0, no importa qué tan gran-
de sea,larectay = kintersectard a la gréifica de fen dos puntos; la distancia de
estos dos puntos a la recta x = a es cada vez més pequeifia conforme k crece.
Por esto, se dice que la recta x = a es una asintota vertical de la gréfica de f.

1.7.8 Definiciéon de asintota vertical

Larectax = aesmlalsinmmwmmdelagriﬁcadelaﬁlmdnfsl
al menos uno de los siguientes enunciados es verdadero:
(i) 1im+ f(x) = +o0 : .,
(if) lim f(x) = —oo
A x—at '
(iii) lim f(x) = +00 b
(iv) J‘l_j*J}Jl_J'r(-t}' = o
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D EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Cada una de las figuras 10

a 13 muestra una porcién de la grifica de una funcién para la cual la recta
X = aes una asintota vertical. En la figura 10 se aplica el inciso (i) de la de-
finicién 1.7.8; en la figura 11, se aplica el inciso (ii); y en las figuras 12y 13 se
aplican los incisos (iii) y (iv), respectivamente.

X = a X =a X =a X =a
lim f(x) = +o Iim f(x) = - lim f(x) = +oo Iim f(x) = -o0
r—at x1—+a* x—va- xa

FIGURA 10 FIGURA 11 FIGURA 12 FIGURA 13
<

Para la funcién definida por (6), los incisos (i) y (iii) de la definicién an-

4 terior son verdaderos. Véase la figura 9. Si g es la funcién definida por
2 S -
1
xX) = ~———
F{€9) a2
entonces los incisos (i) y (iv) son verdaderos, por lo que la recta x = a es
una asintota verticsd e la grafica de g. La figura 14 muestra esta situacién.
’ EJEMPLD 4 Determine la asfntota vertical de la gréfica de la
funci6n f definidaggor
(x) = -
" foy = 24
-3
G u Apoye la respuesta: trazando #a grifica de f y la asintota en el mismo rectan-
gulo de inspeccim.
3 Solucidn  Se estudianin los limites
i li i f :
: M Jim f0 vl o
1.....r =1 r—tr—% - porque en los dos casos, £t Himite del denominador es cero.
‘ lim —3— = o0 lim —— = - '
] 3t x =3 >3- x -3
(-1, 8.4] por [-10, 10] De 13 definicion 1.7.8 se concluye que la recta x = 3 es una asintota vertical
3 de la grifica de f.
fe) = T3 La gréfica de fy de la recta x = 3 trazadas en el rectdngulo de inspec-

cién de [-1, 8.4] por [-10, 10], mostradas en la ﬁgura 15, apoyan la res-
FIGURA 15 puesta. . <



